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1. Bevezetés

A disszertacidoban illeszkedésvizsgalattal kapcsolatos eredményeket taglalunk. Legyen
Xy, ..., X, minta (fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok) egy ismeretlen F'(z), z €
€ R, eloszlastiiggvényt véletlen valtozobol. Tobb kiilonb6z6 modszerrel, tobb eloszlas ese-
tén tesztelni szeretnénk azt az egyszerd nullhipotézist, hogy

H()ZF:F(),

ahol Fy(z), = €R, egy rogzitett eloszlasfiiggvény ; valamint azt az 6sszetett nullhipotézist,

hogy
Ho: FeF,

ahol F egy eloszlascsaladot jelol.

A 2. fejezetben a disszertacio szempontjabol fontos torténeti el6zményeket gytijtottiik
Ossze. Felidézziik az els6 modszereket, amelyekkel rogzitett eloszlashoz valo illeszkedést
lehet tesztelni, valamint azt is, hogy hogyan talaltdk meg ezen tesztstatisztikik hatér-
eloszlasait. Majd a szamunkra érdekes els§ Osszetett illeszkedésvizsgalati modszereket és
hatareloszlasukat elevenitjiik fel. Ezen eljarasok két nagy osztalyat targyaljuk részletesen,
az egyik a minta eloszldsanak és az eloszlascsalad eloszlasainak tavolsagan alapulo tesztek,
a masik a regresszio-, illetve korrelaciotesztek.

A 3. fejezetben egy eljarast javaslunk egyenletes eloszlas esetén egyszeri, illetve dssze-
tett illeszkedésvizsgalatra. Az otlet a kovetkezs. Legyenek Uy, Us, ..., U, fiiggetlen, [0,1]
intervallumon egyenletes eloszlasi véletlen valtozok, egy minta. Emellett adott egy deter-
minisztikus d,, € (0,1) tavolsagszint minden mintamérethez. A [0,1] intervallumon hizzuk
végig ezt a tavolsagszintet, és figyeljiik meg, hogy a rendezett minta elemei hany osztalyba
esnek. Egy klaszterbe azok az elemei tartoznak a rendezett mintanak, amelyekre teljesiil
az, hogy az egymast kévets elemek tavolsdga nem nagyobb, mint d,,. Egy adott minta-
hoz és tavolsagszinthez tartozo osztalyok szamat nevezziik klaszterszdmnak. Csorgs S. és
Wu [6] harom kiilonb6z6 rataval nulldhoz tartod tévolsagszint sorozat mellett bebizonyi-
tottak a klaszterek szamanak aszimptotikus normalitasat. Ennek a tételnek bizonyitjuk a
tobbdimenzios valtozatait kiilonb6z6 intervallumon egyenletes eloszlasok esetében, majd
hasznaljuk egyenletesség tesztelésére ismert és ismeretlen intervallumon. Aszimptotikus
x2-tesztet kapunk egyszert, illetve 6sszetett nullhipotézis ellendrzésére. Elvégeztiik az 1]
tesztek szimulacios vizsgalatat.

A 4. fejezetben az L?-Wasserstein tavolsdgot hasznalé del Barrio, Cuesta-Albertos,
Matran és Rodriguez-Rodriguez [10] altal bevezetett normalitis teszt szimulacios vizs-
galatat mutatjuk be. Egy eltolas- és skidlamentes tesztstatisztikat kaptak a Ho: FF € N
nullhipotézis ellenGrzésére, ahol N a normdlis eloszlascsaladot jeloli. Ennek a normalités-
tesztnek szamos alternativaval szembeni erévizsgalatat végeztiik el szimulacio segitségével,
valamint Gsszehasonlitottuk mas normalitastesztek viselkedésével.

Az 5. fejezetben Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [10],
valamint del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [9] altal bevezetett kvantilis korrelacio
teszt silyozott valtozatat vezetjiik be logisztikus eloszlascsalad esetében. A sulyfiiggvény
hasznalatat a tesztstatisztikiban egymastol fiiggetleniil de Wet |7, 8] és Csorgs S. [4, 5|
kiilonb6z6 motivaciobol javasolta. Mi a Csorgs-féle [5] eredményt a de Wet altal, eltolas
eloszlascsalad esetére javasolt konkrét sulyfiiggvénnyel bizonyitjuk logisztikus eltolas-skala



eloszlascsalad esetében. Del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [9] a tesztstatisztika hatar-
eloszldsat megadtak stlyozott Brown-hidak Karhunen-Loéve-sorfejtéseként. Ugyanezen
technikaval meghatarozzuk az altalunk kapott hatareloszlas soros alakjat. Majd bemutat-
juk az 10j teszttel kapcsolatos szimulacios vizsgalat eredményét.

A disszertacio harom cikk eredményeit tartalmazza. Az Osztényiné Krauczi [16] tar-
talmazza az illeszkedésvizsgalat eredményeit egyenletes eloszlas esetében. A szimulécios
vizsgalat eredményei a normalis eloszlascsalad esetében a Krauczi [14] cikkben talalhatok.
A Balogh, Krauczi [2] tartalmazza a logisztikus eloszlascsalad esetében kapott stilyozott
kvantilis korrelacio teszt bevezetését, aszimptotikus és szimulacios vizsgéalatat.

A tézisben minden konvergencia gy értendd, amint n — oco. A —p az eloszlasban
valo konvergenciat, a —p pedig a sztochasztikus konvergenciat jeloli.

2. Torténeti el6zmények

Az els6 alfejezetben felidézziik az elsG teszteket, amelyekkel rogzitett eloszldshoz va-
16 illeszkedést lehet ellenérizni valamint, hogy hogyan talaltak meg ezen tesztstatisztikak
hatareloszlasat. Az elsg illeszkedésvizsgalatra hasznalt eljaras a Pearson-féle y*-teszt [17],
amely aszimptotikusan x? eloszlasti megfelels szabadsagi fokkal a nullhipotézis teljesii-
lése mellett. Majd az empirikus és a hipotetikus eloszlasfiiggvény kiilénb6z6 tavolsagait
hasznalo tesztek, az EDF-tesztek bemutatasa kdvetkezik hatareloszlasaik izgalmas megta-
lalasaval. A méasodik alfejezetben a szamunkra érdekes els6 Osszetett illeszkedésvizsgalati
modszereket és hatareloszlasukat elevenitjiik fel. Az els6 vizsgalatok normalis eloszlascsa-
lad esetében torténtek. Majd bemutatjuk, hogy az els6 alfejezetbeli rogzitett eloszlashoz
valo illeszkedésvizsgalatra hasznalt modszerek alkalmasak parametrikus eloszlascsaladhoz
vald illeszkedés ellendrzésére. A paraméterek becslése utan egy a becsiilt paraméterd el-
oszlashoz valo illeszkedést kell vizsgalni, illetve a becsléses tesztstatisztikdk aszimptotikus
viselkedését. Végiil a regresszio-, illetve korrelacioteszteket idézziik fel. Bemutatjuk Wilk—
Shapiro [19] normalistéastesztjét, ennek tovabbi valtozatait, valamint, hogy hogyan sikeriilt
meghatarozni a hatareloszlasat.

3. Illeszkedésvizsgalat egyenletes eloszlas esetében

Bevezetés és el6zmények

Ebben a fejezetben egy eljarast vezetiink be egyenletesség tesztelésére klaszterszamok
segitségével. Legyenek Uy, Us . .. fliggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasi vélet-
len valtozok, valamint barmely n € N esetén legyen U, ,,, ..., U, az Uy, ..., U, mintdhoz
tartozo rendezett minta. A minta elemei majdnem biztosan kiilonbéznek egymastol, igy
az Uy, <--+<Up,, relacié majdnem biztosan érvényes. Adott, determinisztikus d,, € (0,1)
tavolsagszint mellett definidlhato egy G,=G(Uy, ..., Uy,; d,,) véletlen intervallumgraf. A G,
graf csucshalmaza az Uy, ..., U, elemeket reprezentald {1,...,n} halmaz. Két kiillonbz6
i és j cstcs kozott akkor és csak akkor van él, ha |U;, —Uj;| < d,, ahol 4,5 € {1,...,n}. A
mintahoz tartozo klasztereket tigy definidljuk, mint ezen mintahoz tartozé graf 6sszefiiggsd
komponensei. A K, klaszterszam a graf osszefliggé komponenseinek a szamat jel6li.



Csorgs S. és Wu [6] harom kiilonb6z6 aszimptotikus viselkedést tavolsagszint sorozat
mellett bizonyitottdk a klaszterek szamanak aszimptotikus normalitisat, és még ratat is
adtak az eloszlasfiiggvények konvergenciajanak sebességére.

1. Tétel (Csorgs és Wu [6]). (i) Ha nd,, — 0 és n*d,, — oo, akkor

Kn o —ndn
A, :=sup|P e <z |—o(x)
z€R \/ne—”dn (1—endn)

4logn 1 log(n\/@)
= d 1
v (n"” Z )Ogndﬁ W,

K, —ne "

o~ — N(0,1).

(11) Ha 0 < lim inf,, nd,, <limsup,, nd, < oo, akkor

K - —ndn
P ( n M < x) —®(z)

Ennélfogua

sup
zeR

\/ne—Q”dn(e”dn —1—n2d2)

Ebbél kévetkezik, hogy ha nd,, — c € (0,00), akkor

K, —ne " 5

7 S N(0, e *[e“ —1—¢c?]).

(iii) Ha nd, — oo és ne " — oo, akkor

B (nd,,)3/? — endn nd,,
A, =0 <W +v/ennd,, log(ne=mdn) 41 / - log(ne™"™) |,

ahol A, ugyanazt a szuprémumot jeloli, mint az (i) esetben, valamint €, = \/(4logn)/n.
Es 19y

K,—ne ™
——— —— N(0,1).
Vne ndn
Ennek a tételnek bizonyitjuk a t6bbdimenzios valtozatait kiilonb6z6 intervallumon egyen-

letes eloszlasok esetében, majd hasznéljuk egyenletesség tesztelésére ismert és ismeretlen
intervallumon.

Elméleti eredmények

Megvizsgaltuk a Csorg6—Wu-féle, kiilonb6z6 tavolsagszintekhez tartozo klaszterszé-
mok egyiittes aszimptotikus normalitasat harom esetben: ha a minta a [0,1], ha az ismert
[a, b] illetve ha egy ismeretlen intervallumon egyenletes eloszlasbhol szarmazik.



Tekintsiink J > 1 darab, d,; < d,». < ... <d,;, n € N, tavolsagszint sorozatot. A
K, ;(d,;) jelolje a d,; tavolsagszinthez tartozé klaszterek szdmat minden n és j esetén.
Tekintsiink a

-
K — L <Kn1(dn1)_mn1 KnJ(dnJ)_an) (1)
" \/ﬁ Onl , .7 OnJ
a véletlen vektorvaltozot az my,; = ne "Mnj ég

Onj = \/6_2ndnj(endnj_1_n2d%j)> neN? jzl?"'7j’

centralizalé és normalizalo sorozattal. A kovetkezs hatareloszlastételt kapjuk az (1) vektor
viselkedésére.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a d,1 <d,o<...<d,;, n€N, tdvolsdgszint sorozatok mindegyike
kielégiti az aldbbi feltételek valamelyikét :

(T1) nd,; — 0, n*d,; — 0o;

(T2) 0 < liminf, nd,; <limsup, nd,; < co;

(T8) nd,; — oo, ne " — oo.
Tovabba, tegyiik fel, hogy

—ndni—ndnj (ondni _ 1 _n2 . .
sy = lim A —1=niduidn) g o< 2)

és legyen s;; =1 €s s;; 1= s;;. Ekkor
Kn i>-/\[J(O72>7 (3)

a X = (8ij)ij=1,..5 kovarianciamdtrizszal.

Egy kovetkezménye ennek a tételnek, ha a tavolsagszintek tipusai szerint sorbaren-
deziik a klaszterszamokat, valamint ha a kiilonb6z6 tipusokhoz tartozo tavolsagszintek jol
viselkednek, akkor blokkdiagonélis kovarianciamatrixi hatareloszlaséat kapjuk a normalt
klaszterszam vektornak.

2.1. Kovetkezmény. Specidlisan tegyiik fel, hogy J >2 és 0 < J; < Jo < J olyanok, hogy
minden j < Jy esetén a dn; tdvolsdgszintek (T1) tipusiak, és minden j > Jy esetén pedig
(T3) tipusiak. Tovdbbd tegyiik fel, hogy teljesilnek az aldbbi feltételek:
(i) Minden i < j < Jy esetén s;; :=lim, o \/dpi/dn; € R létezik.
(1t) Minden J, <j<Jy esetén c;:=lim,_,o, nd,; ER szintén létezik. Ekkor J; <i<j<J,
esetén
(e% —1—ccy)

\/(eci—l—cf)(ecﬂ' —1—0?).

(iii) Minden Jo <i < j esetén pedig s;j :=lim,,_,o, e ™ @i=di)/2 € R s [étezik.
Legyen tovdbbd s;; := s;; és sjj == 1. Ekkor a (3) konvergencia érvényes, a

Sij

> 0 0
Y= 0 X 0
0 0 X3



blokkdiagondlis kovarianciamdtrizszal, ahol Y1, 3o és X3 blokkok rendre Jy x Jy, (J2 —
—J1) X (Jo— 1) és (J—Jo) x (J — Jy) dimenzidsak. A ¥ mdtriz blokkjaiban taldlhato
komponensek a fent definidlt s;; értékek.

Csorgé S. és Wu [6] mutat jol viselkeds tavolsagszint sorozatokat mindharom ti-
pushoz. Egy tipikus (d,)n—12,. tavolsagszint sorozat (T1) esetben a d, = n~* sorozat
tetszéleges a € (1,2) paraméterrel. .J; darab ilyen d,,; =n~%, j <., sorozatot véve, oy >
>ap>- - - >ay, paraméterrel a kovarianciamatrixban s;; =0 adodik minden i <j<.J; esetén.
Hasonloan egy tipikus (d,,)n—12... tavolsagszint sorozat a (T'3) esetben a d,, = B(logn)/n
sorozat tetszoleges 3 € (0,1) paraméterrel. Igy a d,; = B;(logn)/n, j > Jp, sorozatok, a
Br41 < B2 < --- < [ paramétervalasztassal szintén a s;; = 0 értékeket eredményezik
minden Jy <i < j < J esetén. Végiil, legyen 0 < Jo—J; < 2. A Jy— J; =0 esetben nincs
(T2) tipusua tavolsagszint sorozat, mig a Jo—.J; =1 esetén egy ilyen tipusi sorozat van. A
Jo—J1 =2 esetben pedig a ¢y, = (€11 —1)/c;, 41 Osszefiiggés teljesiil. Azaltal, hogy a so-
rozatokban 1év§ paramétereket a fenti moédon valasztjuk, diagonalis kovarianciamatrixot
kapunk. Igy ezekkel a sorozatokkal a 2.1. Kovetkezmény a kovetkezs alakot 6lti.

2.2. Kovetkezmény. Az eldz6 bekezdésben szerepld tdavolsdgszint sorozatok esetén
D
K, — N;(0,E;),
ahol E; a J dimenzids eqységmdtrix.

Vizsgaltuk tovabba ismert [a, b] intervallumon egyenletes eloszlast véletlen valtozok
esetén adott tavolsdgszintekhez tartozo klaszterszamok egyiittes viselkedését. Ebben az
esetben is meg tudunk adni a 2. Tétel megfelelgjét, mivel [a, b] intervallumon egyenletes
eloszlast minta konnyen [0,1] intervallumon egyenletesé transzforméalhato.

Legyenek V1, Vs, ...V, fiiggetlen, egy ismert [a, b] intervallumon egyenletes eloszlast
véletlen valtozok, ahol a,b € R, a < b. Jelolje K¢° := K%°(d,) az [a,b] intervallumbol
szarmazo Vi, Vo, ..., V,, mintdhoz és a d,, tavolsdgszinthez tartozéd klaszterszamot, amely
mennyiséget ugyantigy definialjuk, mint a [0,1] intervallumon a K%!(d,) = K,,(d,) klasz-
terszamot. Legyen J > 1 természetes szam, és legyenek d,,; < d, 0 <...<d,; tavolsagszint
sorozatok. A KZ}b(dnj) jeloli a megfelel6 d,,; tavolsagszinthez tartozo klaszterszamot, j =
=1,...,J. Legyenek

2
ab _ ndy; ab _9 ndy ; ndn j ndn]
m,; =ne b=, Opj =al€ P |ete — 1-— a ,

1 Ka,b(d ) . ma,b Ka,b(d ) . ma,b T
Ka,b = nl \%nl nl nJ \YnJ nJ
n \/ﬁ a,b [ a,b

On1 OnJg
Ekkor a kovetkez6 eredményt bizonyitottuk.

valamint

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a d,.; sorozatok mindegyike kielégiti a (T1), a (T2) vagy a
(T3°) feltétel valamelyikét, ahol



ndnj

(T3’) nd,; — 00, ne” =a — 00.
Tegytik fel tovdbbd, hogy létezik s;; valds szdm, amire

_ndp;  Mdng ndng ndnz ndn j b b . :
e b—a b-a |eb-a —]— J oot — s, 1<i<y <, 4
( b—ab—a)/ nt - nj J — J= ( )
és legyen s;; =1 és s;; 1= s;;. Ekkor érvényes a
K% 25 N, (0,%) (5)

konvergencia a X = (8;5); j=1,.. s kovarianciamdtrizszal.

Végiil pedig legyenek Vi, ..., V, fliggetlen, ismeretlen [a, b] intervallumon egyenletes
eloszlast véletlen valtozok, a,b &R, a <b, valamint legyen V) ,,,...,V, , a hozz4 tartozé
rendezett minta. Ebben az esetben is megkaptuk a 2. és a 3. Tételek megfelelsit azaltal,
hogy az intervallum végpontjait becsiiljiik az a,, legkisebb és by legnagyobb mintaelemmel.

Hasonléan az eddigi jelolésekhez, adott J>1 természetes szam és adott d,,; <---<d,s
tavolsagszintek esetén Knj(dnj) jeloli a megfelels d,,; tavolsdgszinthez tartozo klasztersza-
mot, 7=1,...,J. Legyenek

2
R _ Andnj R 9 Andnﬂj Andnhj ndn]
mTL] = ne bn—an s O’n] —= e bp—an ebn—an — ]_ — ZA) N
—a
n n

~ ~ T
1 <Kn1(dn1)_mnl Knj(dnj)—an>

valamint

K,=—— i
On1

NG

4. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 3. Tétel feltételei, és tekintsiik az ott definidalt 3
kovarianciamdtrizot. Ekkor

OnJ

K, 25 N (0,%). (6)

Statisztikai eredmények

Adott X, ..., X, minta egy ismeretlen F'(z), x € R, eloszlasfiiggvényi véletlen val-
tozobol. Tesztelni szeretnénk azt az egyszerid nullhipotézist, hogy

HU F= F071,

ahol most Fy; a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét jeloli.

Tetszoleges J > 1 esetén legyenek a d,,; < ... <d,;, n €N, tavolsagszint sorozatok
olyanok, hogy mindegyik sorozat kielégiti a (T1), (T2) vagy (T3) feltételek valamelyikét.
Tovabba tegyiik fel, hogy a (2) feltétel teljesiil, és a 2. Tételbeli ¥ kovarianciamatrix
nem szingularis. Legyen K,, az (1)-ben definialt vektor. Ekkor a (3) konvergenciabol a
nullhipotézis mellett kovetkezik, hogy a tesztstatisztika

C =K S'K, 22,

6



ahol x? a J szabadsagi foki khi-négyzet eloszlas. Igy a C,, probastatisztikaval tesztelhetjiik
a Ho nullhipotézist. Ezt a tesztet nevezziink klaszterteszinek.

Jelolje F a véges zart intervallumon vett egyenletes eloszlasok csaladjat. Tekintsiik
azt az Osszetett nullhipotézist, hogy a minta valamelyik egyenletes eloszlashol szarmazik,
tehat

Ho: FeF={F.p:a,beR a<b},

ahol F,; az [a, b] intervallumon vett egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét jeloli. Legyenek
dp < ... < d,5, n €N, tavolsagszint sorozatok olyanok, melyek kielégitik a 4. Tétel
feltételeit. Ekkor teljesiil

~ STw 19 D

C, =KI!YK, — 3. (7)
Ez alapjan gy tiinhet, hogy az dsszetett nullhipotézist lehet tesztelni az el6z6 bekezdéshez
hasonléan. A probléma az, hogy mivel nem ismertjiik az a és b pontos értékét, ezért a X
kovarianciamatrix komponenseit se tudjuk meghatarozni, emiatt a C), statisztika egy adott

minta alapjan nem szamolhato ki. Eppen emiatt az Osszetett nullhipotézist egy mésik
modszerrel fogjuk tesztelni. Egy lehetséges megoldas, hogy a tetszéleges intervallumbol

szarmazo6 Vi, ..., V, mintat a [0,1] intervallumba transzforméljuk a kovetkezGképpen:
‘/2,71_‘/1,71 Vn—l,n_‘/l,n
vn,n_‘/l,n’“.’ Vn,n_‘/l,n .

(A fenti formuldban Vi, ..., V,, a Vi,...,V, mintaclemekhez tartozo rendezett mintat

jeldli.) Jeldlje K, o ;(d,;) a dy; tavolsagszinthez tartozo klaszterszamot az atskalazott
minta esetén, 7 =1,...,J, és legyen

. . T
~ 1 (Kn2,1(dn1) —Mp—2,1 Koy—o,(dny) _mn2,J>

K, o:=— -
\/ﬁ On—2,1 On—2,J

az atskalazott mintahoz tartozo normalizalt klaszterszam vektor. Tovabba jelolie T a
kovarianciamatrixot az atskalazott minta esetén. Ekkor

Cmed = K57 K, o\

Az igy kapott tesztstatisztika mar szamolhato, és ezaltal Gsszetett nullhipotézis ellenér-
zésére alkalmas. Ezt nevezziink mddositott klaszterteszinek.

Meghataroztuk ezen tesztek erejét kiilonbozs [0,1] intervalumon folytonos alternati-
vakkal szemben szimulédcidval, valamint Osszehasonlitottuk az 4j tesztek erejét Inglot és
Ledwina [12]| altal bevezetett data driven smooth teszttel. Az erGvizsgalat konkluzioja,
hogy a klaszter tesztek rosszabbul viselkednek, mint mas egyenletesség tesztek, kivéve a
nagyon oszcilldlé alternativak esetében. A pontos eredmények tablazatok és abrak forma-
jaban talalhatok a disszertacioban.

4. Illeszkedésvizsgalat normalis eloszlascsalad esetén

Bevezetés és el6zmények

Az L2-Wasserstein tavolsagot hasznilo del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodri-
guez-Rodriguez [10] altal bevezetett normalitas teszt szimulacios vizsgalatat mutatjuk be.
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Egy eltolas- és skalamentes tesztstatisztikit kaptak a Ho : F' € N nullhipotézis ellen6rzé-
sére, ahol N a normalis eloszlascsaladot jeloli. Ez az eljaras egyrészt ugy tesztel normalis
eloszlascsaladhoz valo tartozést, hogy a teststatisztika a minta empirikus kvantilisfiigg-
vényének egy funkcionalja; mésrészt aszimptotikusan ekvivalens egy korrelacidteszttel. A
két kiilonb6z6 megkozelitésbdl szarmazik az elnevezése: kvantilis korrelacidteszt.

Legyen Py(R) azon valoszintiségi mértékek halmaza R-en, melyeknek létezik a maso-
dik momentumuk. A P; és P, € Py(R) valosziniiségi mértékek L2-Wasserstein tévolsaga

W(Py, Py) = inf {[E(X1— X2)*]"?, L(X1) = P1, L(Xz) = P2},

ahol £(X) az X véletlen véltozo eloszlasat jeloli. Kvantilisfiiggvények segitségével ponto-
san szamolhato ez a tavolsag:

W(P, Py) = [/Ol(Fll(t)—le(t))zdt} 1/2,

ahol F ! illetve F; ' a P, illetve a P, eloszlasokhoz tartozo kvantilisfiiggvények.

Egy eloszlascsalad és egy adott eloszlas tavolsagat ugy definidljuk, mint az adott
eloszlasnak az eloszlascsalad elemeitdl vett tavolsdgainak infimuméat. Legyen P € Po(R)
tetszGleges valosziniiségi mérték, és legyen F' az eloszlastiiggvénye, 1o varhato értéke és o
a szorasa. Ekkor a P eloszlas tavolsagnégyzete az N normalis eloszlascsaladtol

2

W?(P,N) :=inf{W?(P, N*), N* € N} = 07 — (/01 F—l(t)@—l(t)dt) :

ahol ®~! a standard normalis kvantilisfiiggvényt jeloli. Ha adott egy F eloszlasfiiggvény
Xq,..., X, véletlen minta, akkor a Hg : F' € N 0Osszetett nullhipotézis ellenérzésére meg-
adhato a W(P,N) /oy hanyados empirikus valtozata. Ekkor egy eltolas- és skalamentes
statisztikat kapunk:

2 k 2
WAELN) | Qe ] S X [ 07 (1))

ahol S? az empirikus szorasnégyzet.

Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [10] megvizsgaltak a
tesztstatisztika nullhipotézis melletti aszimptotikus viselkedését. Két alakban sikeriilt el6-
allitaniuk a hatareloszlast. Az elsé Brown-hid funkcionéljaként, a masodik véletlen valto-
z0k végtelen soraként. Jelolje ¢ a standard normalis eloszlas stirtiségfiiggvényét, és legyen

L1 A H(1—1) p
=), G

nt+1l
5. Tétel (del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez[10]).
Ha F € N, akkor

ey [ PO 2080

R O () -t *(®1(1))
p 3 =Z -1
L_ §+; ;

ahol (ZJ-)]O-‘;3 figgetlen, standard normdlis eloszldsi véletlen vdltozok sorozata.
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Szimulaciés eredmények

A szimulécios vizsgalatban elGszor az 5. Tételben definialt hatar véletlen valtozo
eloszlasat hataroztuk meg numerikusan az ott megadott végtelen soros alak segitségé-
vel. Eztan n = 10-t61 n = 100 000-ig tobbféle mintaméret mellett Monte Carlo szimulécié
alkalmazasaval meghatéaroztuk az n(7T, —a,,) tesztstatisztika eloszlasfiiggvényét, és megfi-
gyeltiik a konvergencia sebességét. A vizsgélat eredményeit a 1. és a 2. dbra tartalmazza.

1 0,006

0,004
0.6

0,002 1

0 T T T T 1] T T T T
5 3 1 1 3 5 -5 -2 -1 1 3 5

1 1
0,98 - 0.8
0.96 0.6 1
A
190000
0,94 - 0.4 1
100
0,92 0.2 1
0.9 0 . . . .
0,5 -5 -3 -1 1 3 5

2. abra. Az n(T,, —a,) tesztstatisztika eloszlasfiiggvénye n = 10, 20 (pontozott vonal),
50 mintaméret esetén és az A-val jelolt vastagabb vonal bal oldalon az aszimptotikus
eloszlasfiiggvény (balra). Ugyanez n = 100 és 100 000 mintaméret esetén (jobbra).

Tovabba a szimulacios vizsgalatban kiértékeltiik a BCMR-teszt (a szerzdk kezdgbe-
t{ibsl) szamos alternativaval szembeni erejét és 6t masik normalitas teszttel Gsszehason-
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0,175
0,15
0,125
0,1

0075 1

0,05 1

0,025 1

3. &bra. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek ereje a C'N(\,4) alternativa A
paraméterének fliggvényében (balra) és ugyanez a C'N(\,9) alternativara (jobbra),
jelolések: 1=BCMR-teszt; 2=W -teszt; 3=ISE-teszt; 4=BHEP-teszt; 5=D-teszt;
6—A%-teszt

litottunk. Ezen tesztek koziil az elsé Shapiro-Wilk W-tesztje [19], amit n =20 és n =50
esetén hasznaltuk az Osszehasonlitdsban. Mivel a W-teszt egyiitthatéi az n = 100 min-
taméret, esetén nagyon nehezen szamolhatok, ezért ebben az esetben a Shapiro—Francia
[18] W' -tesztet hasznaltuk. Az EDF-tesztek koziil a Kolmogorov—Smirnov [13] D-teszt
Stephens [20] altal javasolt modositott valtozatat, és az Anderson-Darling [1] A%-tesztet
valasztottuk. A negyedik teszt, amit bevettiink az 6sszehasonlitasba, egy stirtiséghecslésre
alapozott teszt, Bowman és Foster [3] integralt négyzetes hiba ISE-tesztje. Az 6t6dik teszt
Epps és Pulley [11] BHEP-tesztje. A jobb &sszehasonlithatosag céljabol a 3. abran felvet-
tiik a hat tesztnek a kontaminalt normalis alternativakkal szembeni erejét a \ paraméter
fiiggvényében. Jellje CN(\, 02), 0 <A< 1 és 0 >0 paraméterekkel a kontaminéalt normalis
eloszlast, amely a kovetkezs eloszlasfiiggvénnyel van definidlva

F(x)=1=-X\)®(z)+\0(z/0), reR.

A szignifikanciaszint 0,05; a mintaméret n = 20 mindkét esetben.

Altalanos konkluzidja ennek a vizsgalatnak, hogy a BCMR-teszt altaldban jobban
teljesit, mint mas tesztek, kivéve a Wilk—Shapiro- és Shapiro—Francia-teszteket. Valamint
a legtobb esetben a W-W' kombinalt teszt tulajdonsagai és a BCMR kvantilis korrelé-
cioteszt tulajdonsagai nagyon hasonlitanak egymashoz.

5. Illeszkedésvizsgalat logisztikus eloszlascsalad esetén

Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [10], valamint del Bar-
rio, Cuesta-Albertos és Matran [9] altal bevezetett kvantilis korrelacio teszt stlyozott

10



valtozatat vezetjilk be logisztikus eloszlascsalad esetében. A sulyfliggvény hasznalatat a
tesztstatisztikdban egymastol fiiggetleniil de Wet [7], [8] és Csorgs S. [4], [5] kilonbozs
motivaciobol javasolta. Mi a Csorgs-féle [5] eredményt a de Wet altal eltolas eloszlascsalad
esetére javasolt, konkrét silyfiiggvénnyel bizonyitjuk logisztikus eltolds-skala eloszlascsa-
lad esetében.

Adott G(z), = € R, eloszlasfiiggvényre valamint § € R és o > 0 eltolas és skala para-
méterekre legyen GY(z) = G((z—0)/0), x € R, valamint tekintsiik a

gl,s:{GgieeR,0>0}

eltolas-skala csaladot. Jelolje Qg (t) = G71(¢),0 <t < 1, a G kvantilisfiiggvényét. Legyen
aw : (0,1) — [0,00) sulyfiiggvény olyan, amely a fol w(t)dt =1 feltételt kielégiti, és
definialjuk az r-edik silyozott momentumot

[e.o]

(G w) = / (Qalt)) w(t)dt = / 1" w(G(2))dG(z).

—00

A tovabbiakban feltessziik, hogy u1(G,w) és ps(G,w) véges, és definialjuk a stlyozott
szorasnégyzetet is:
v(G,w) = pa(G,w) — pi(G,w) >0 .

Két eloszlasfiiggvény, F és G, sulyozott L?-Wasserstein-tavolsagat definialjuk a

1
2

w6 = | [ @) Qetouitya]

mennyiséggel. A W, (F, G, s) =inf{W,(F,G):G € G, s} az F eloszlas és a G ; eltolas-skala
csalad kozotti silyozott Lo-Wasserstein tavolsdgot és a silyozott variancia hdnyadosat

WAEG) | [ Qe ()t —p(Fwym (. w)]

v(F,w) v(F,w)v(G,w)

Csorgé S. [5] cikkébol szarmaztatjuk.

Tekintsiink egy Xi,..., X, véletlen mintat egy ismeretlen F' eloszlasfiiggvénnyel, és
legyen G egy rogzitett eloszlasfliggvény. Szeretnénk tesztelni a Hy : F' € G;  nullhipotézist.
Ebbdl a célbol definialjuk a minta empirikus eloszlasa és a G 5 eltolas-skala csalad silyozott
L2-Wasserstein-tavolsagabol szarmaztatott

[ QuDQe(tw(t)dt — i (Gw) [ Qultyw(t)at]
G |} @autonae~ (] @uutoar) |
[0 e { s Qulwtt)tt— (G w) JE wivyar]]

n

V(G.w) {Zﬁzl X Jis wt)dt = (S5 X [ w(ﬁdt)g]

n

—1—

tesztstatisztikat, ahol @,, az empirikus kvantilisfiiggvényt jeloli. Csorgstdl [5] szarmazik a
kévetkezd eredmény a V,, statisztika aszimptotikus viselkedésérdl.
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6. Tétel (Csorgd [5]). Legyen w egy nemnegativ, a (0,1) intervallumon integrdlhatd
fiigguény, amelyre fol w(t)dt =1. Tegyiik fel, hogy G olyan eloszldsfiggvény, amelynek van
véges silyozott mdsodik momentuma, és kétszer folytonosan differencidlhatd az (ag,bg)

nyitott intervallumon, tovdbbd g(x)=G'(x)>0 minden x € (ag, bg) esetén. Legyen tovibbd
B a Brown-hid. Ha a

(1-0l @) e
e #ae
w [T W Qeel wat o, n [ = Qelo) w0

feltételek teljesiilnek, akkor a kévetkezd dllitds érvényes:
Ha I a G dltal generdlt G, s eltolds-skdla csalddhoz tartozik, akkor

CRTNS e B
TV G {/ a0 | saame o] }

RER 'BQe(t) o m(Gw) [P B ?
L(G,m/o oty 0= [ sae “)dt} '

Ennek a tételnek a segitségével taldltuk meg a tesztstatisztika hatareloszlasat logisztikus
eloszlascsalad esetében.

Eredmények

Tekintsiink a G(z) =1/(14+e7*), x € R, logisztikus eloszlasfiiggvényt, és jeldlje G
a kapcsolatos eltolas-skéla csaladot. Direkt szamolassal megmutathato, hogy a de Wet [§]
altal eltolas csalad esetére javasol w(t) = 6t(1—t), 0 <t < 1 sulyfiiggvénnyel a stlyozott
els¢ és masodik momentum (G, w) =0 és po(G,w) = 72/3 — 2. Ekkor az eltolas-skala
mentes tesztstatisztika logisztikus eltolas-skila csalad esetében

n 2
[Z ak,nXk,n]

k=1

2
7r2 n n
=2 b Xi — bren Xkn

ahol az egyiitthatok pontosan szamolhatoak az alabbi alakban:

Vo=1-

bl

k

n t

_ K*(3n—2k) k (k’—l)Q(Sn—Zk—FQ)l k—1

In — n

n3 n—=k n3 n—k+1
) n—=k +1—2k‘+1
nn—k+1 n? n’
k
n 3(2k—1 2(—3k%2+3k—1
b,w:/ 61(1— 1)dr = 221 A3k
E-1 n n
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Csorgd aszimptotikus eredményének [5] a kovetkezményeként kapjuk a V,, tesztsta-
tisztika hatareloszlasat.

7. Tétel. Ha a minta F eloszldsfigguénye a G s logisztikus eltolds-skdla csalddhoz tarto-

zik, akkor
D 1 L 6B2(t) ! ?
. = dt — B(t)dt
w2V WQ/g_Z{/O g | [ o)

'{F%ﬁEA%B@m(fﬁ)“r’

ahol a hatdarérték 1 valosziniiséggel létezik.

Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran [9] a stuly nélkiili tesztstatisztika hatéareloszlasat
megadtak stlyozott Brown-hidak Karhunen-Loéve-sorfejtéseként. Ugyanezen technikaval
meghataroztuk a hatareloszlas végtelen soros alakjat.

8. Tétel. AV hatdreloszlds felirhato

> 3V4Al+1
I(I+1)(20—1) (20 +1)

[IS]

v

I — 6 1
§ 72 —
2 k 2 21
T =24 k(k+1) 523

alakban, ahol (Z,,)°_, figgetlen standard normdlis eloszlasi véletlen wvdltozok végtelen
sorozata, €s a sor 1 valdsziniséggel konvergdl.

Szimulaciés eredmények

Hasonlboan az elébbi fejezetekhez egy szimulacios erévizsgalatot hajtottunk végre,
majd Osszehasonlitottuk az 1j tesztet az empirikus karakterisztikus fiiggvényre és empiri-
kus momentum generalo fiiggvényre alapozott Meintanis-tesztekkel [15]. A kapott eredmé-
nyeket az 1. tablazat foglalja 6ssze. Altalanos konkluzioja ennek a szimulacios vizsgalat-
nak, hogy konnyen szamolhato tesztstatisztikaja, akar az aszimptotikus kritikus értékeket
is hasznalhato, kézepes erdsségii tesztet kaptunk.
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