Eloszlascsaladokhoz val6 illeszkedés
vizsgalata
Ph.D. értekezés

Osztényiné Krauczi Eva
Témavezetd:
Dr. Csorgé Sandor
Konzulensek:
Dr. Pap Gyula és Dr. Sziics Gabor

Matematika- és Szamitastudomanyi Doktori Iskola
Szegedi Tudomanyegyetem, Bolyai Intézet
Szeged, 2016



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 1
2. Torténeti el6zmények 3
2.1. Illeszkedésvizsgalat rogzitett eloszlas esetén . . . . . . . . . . .. ... ... 4
2.2. Illeszkedésvizsgalat eloszlascsalad esetén . . . . . . . . .. ... 8
2.2.1. FEloszlascsalad tesztelése rogzitett eloszlashoz valo illeszkedésvizsgé-
lat segitségével . . . . . .. Lo 9
2.2.2. Regresszio- és korrelaciotesztek . . . . . ..o o000 12
3. Illeszkedésvizsgalat egyenletes eloszlas esetében 15
3.1. Egyiittes klaszterszamok aszimptotikus viselkedése . . . . . . . . . . .. .. 15
3.2. Elméleti eredmények . . . . .. .. ..o Lo 16
3.2.1. A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazé klasztersza-
mok egyiittes aszimptotikus viselkedése . . . . . . ... ... L. 16
3.2.2. Adott intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazo6 klasztersza-
mok egyiittes aszimptotikus viselkedése . . . . . . . . .. ... 28
3.2.3. Ismeretlen intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazo klaszter-
szamok egyiittes aszimptotikus viselkedése . . . . . . . ... .. .. 30
3.3. Statisztikai eredmények és szimulécié . . . . . . ... ... 33
3.3.1. Tesztstatisztikdk . . . . . . . ... ... oo 33
3.3.2. A téavolsagszint sorozatok optimalis valasztasa és a kritikus értékek 35
3.3.3. Atesztek ereje . .. ... 37
4. Illeszkedésvizsgalat normalis eloszlascsaladra 40
4.1. A kvantilis korrelacioteszt . . . . . . . . .. 40
4.2. Szimulacio . . . . .. 42
4.2.1. A hatareloszlas és a szimulalt kritikus értékek . . . . .. .. .. .. 42
4.2.2. A teszt erejének vizsgalata . . . . .. .. ... ... 44
5. Illeszkedésvizsgalat logisztikus eloszlascsalddra 62
5.1. Sulyozott kvantilis korrelacio tesztek . . . . . . .. ..o o000 62
5.2. Elméleti eredmények . . . . . . .. ..o 64
5.2.1. Sdlyozott kvantilis korrelacid tesztek logisztikus eloszlascsalddok
esetén . ... oL L L e 64
5.2.2. A hatareloszlas végtelen soros alakja . . . . .. ... ... ... .. 71

5.3. SzimulAcio . . . . . L 78



TARTALOMJEGYZEK

5.3.1. Az nV, és nW, tesztstatisztikak eloszlasai és aszimptotikus eloszlasai 78

5.3.2. Az nV, és nW, tesztek ereje . . . . . . . .. ... ... 79
Osszefoglalas 82
Summary 89
Ko6szonetnyilvanitas 96

Irodalomjegyzék 102

i



1. fejezet

Bevezetés

A hipotézisvizsgalat, és ezen beliil az illeszkedésvizsgéilat fontos teriilete a matematikai
statisztikanak. Arra a kérdésre, hogy mikor meriilt fel az els§ ilyen tipusti probléma az
emberiség torténetében, a teljes ismeret hidnyaban nem tudunk teljes bizonyossaggal vala-
szolni. Annyi ismert, hogy 1812-ben Laplace csillagaszati vizsgalataiban statisztikai mod-
szert hasznalt annak a hipotézisnek az eldontésére, hogy a naprendszer iistokosei szerves
részei a naprendszernek, vagy csak kiils6 behatolok. Ha csak kiilsé behatolok az tistéko-
sok, akkor palyasikjuk és az ekliptika kozotti szog egyenletes eloszlast kell legyen a (0,27)
intervallumon, vagyis egy illeszkedésvizsgalatot kellett elvégeznie.

Az illeszkedésvizsgalat igazi uttor6i K. Pearson, E. S. Pearson, A. Fisher és J. Ney-
mann voltak, akik az els§ eljarasokat dolgoztak ki annak a hipotézisnek az eldontésére,
hogy egy véletlen mennyiség eloszldsa a minta gyakorisageloszldsa alapjan tekinthetd-e
egy megadott F' eloszlassal megegyezének. Ezt nevezziik egyszer( illeszkedésvizsgalatnak.
Kés6bb sziikség lett olyan eljardsokra is, melyekkel arrél a hipotézisr6l tudtak dontést
hozni, hogy a minta egy megadott eloszlascsaladbol szarmazik-e. Ezeket az eljarasokat
nevezziik Osszetett illeszkedésvizsgalatnak.

A 2. fejezetben a disszertacié szempontjabol fontos torténeti el6zményeket gytijtotiik
ossze. Ehhez del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33] cikkét hasznaltuk, melyben egy
jo Osszefoglalas talalhato. Mivel a 4. és 5. fejezetekben targyalt illeszkedésvizsgalati mod-
szerek, valamint a 3. fejezetben bevezetésre keriils egyik modszer eloszlascsaladokhoz vald
illeszkedés ellenGrzésére alkalmasak, illetve alkalmas, igy ebben a fejezetben az ezzel kap-
csolatos fontosabb eddigi eredmények bemutatasa a cél. Az eredmények bemutatésa alatt
egyrészt a pontos modszer, a tesztstatisztika, masrészt a tesztstatisztika hatareloszlasa-
nak megadasat értjiik. Ezen eljarasok két nagy osztalyat targyaljuk részletesen, az egyik a
minta eloszlasanak és az eloszlascsalad eloszlasainak tavolsagan alapuld tesztek, a masik
a regresszio-, illetve korrelaciotesztek. Ennek az az oka, hogy a 4. és 5. fejezetekben 1évG
tesztek ezekhez az osztalyokhoz tartoznak.

A 3. fejezetben egy eljarast javaslunk egyenletes eloszlas esetén egyszert, illetve Gssze-
tett illeszkedésvizsgalatra. Az otlet a kovetkezs. Legyenek Uy, Us, ..., U, fiiggetlen, [0,1]
intervallumon egyenletes eloszlast véletlen valtozok, egy minta. Emellett adott egy deter-
minisztikus d,, € (0,1) tavolsagszint minden mintamérethez. A [0,1] intervallumon huzzuk
végig ezt a tavolsagszintet, és figyeljiik meg, hogy a rendezett minta elemei hany osztalyba
esnek. Egy klaszterbe azok az elemei tartoznak a rendezett mintanak, amelyekre teljesiil
az, hogy az egymast kovets elemek tavolsdga nem nagyobb, mint d,,. Egy adott mintahoz



és tavolsagszinthez tartozo osztalyok szamat nevezziik klaszterszamnak. Csorgs S. és Wu
[23] harom kiilénb6z6 rataval nulldhoz tartd tavolsagszint sorozat mellett bebizonyitot-
tak a klaszterek szaméanak aszimptotikus normalitasat. Ennek a tételnek bizonyitjuk a
tobbdimenzios valtozatait kiilonboz6 intervallumon egyenletes eloszlasok esetében, majd
hasznaljuk egyenletesség tesztelésére ismert és ismeretlen intervallumon. Bebizonyitjuk a
Csorgs—Wu-féle, kiilonb6z6 tavolsagszintekhez tartozo klaszterszamok egyiittes aszimpto-
tikus normalitdsat harom esetben: ha a minta a [0,1], ha az ismert [a,b] illetve ha egy
ismeretlen intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazik. Igy ebbsl adédoan aszimpto-
tikus y2-tesztet kapunk egyszerd, illetve Osszetett nullhipotézis ellenérzésére. Meghaté-
rozzuk a tesztek erejét kiillonbozs [0,1] intervallumon folytonos alternativakkal szemben
szimulacioval, valamint 6sszehasonlitjuk az 4j tesztek erejét az Inglot és Ledwina [48] 4l-
tal bevezetett ,data driven smooth” teszttel. Ez a fejezet tartalmazza a Krauczi [59] cikk
eredményeit.

A 4. fejezetben az L2-Wasserstein tavolsagot hasznalo del Barrio, Cuesta-Albertos,
Matran és Rodriguez-Rodriguez [34] altal bevezetett normalités tesztet vizsgaljuk. Egy
eltolas- és skalamentes tesztstatisztikat kaptak, amely egyrészt Ggy tesztel normélis elosz-
lascsaladhoz valo tartozast, hogy minimalis tavolsagot keres kvantilis-fliggvények tavolsa-
ganak segitségével; masrészt a tesztstatisztikabol lathato, hogy korrelacidtesztet hataroz
meg. Ebbdl a kétféle megkozelitésbdl szarmazik a teszt késébbi elnevezése is, kvantilis
korrelacio teszt, amely elnevezést Csorgé Sandortol hallottam elGszér. Ennek a norma-
litdstesztnek szdmos alternativaval szembeni erévizsgalatat végezziik el szimulacid segit-
ségével, valamint Osszehasonlitjuk mas normalitastesztek viselkedésével. Mivel a Wilk—
Shapiro-teszttel aszimptotikusan ekvivalens a ,spanyolok”|[34] tesztje, nem megleps az
erGvizsgalat eredménye. Ez a fejezet tartalmazza a Krauczi [52] cikk eredményeit.

Az utolso, 5. fejezetben Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez
[34], valamint del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33| altal bevezetett kvantilis korre-
lacio teszt stulyozott valtozatat vezetjiik be logisztikus eloszlascsalad esetében. A silyfiigg-
vény hasznalatat a tesztstatisztikiban egymastol fiiggetleniil de Wet |28, 29| és Csorgs S.
[19, 20] kiilonb6z6 motivaciobol javasolta. Csorgd a sulyfiiggvény bevezetésével a tesztsta-
tisztika hatareloszlasdnak létezését remélte tobb eloszlascsalad esetében, de Wet pedig a
normalis eloszlascsalad esetében hasznélt tesztstatisztika hatareloszlasdnak végtelen soros
elgallitasaban tapasztalt ,szabadsagifok vesztést” remélte elGidézni méas eloszlascsaladok
esetében is. ,,Szabadsagifok vesztés” alatt azt értjiik, hogy a hatareloszlas soros elGallitasa-
ban az els6 kett6 tag hianyzik. Mi a Csorgs-féle [20] eredményt a de Wet altal, eltolas elosz-
lascsalad esetére javasolt konkrét silyfiiggvénnyel bizonyitjuk logisztikus eltolés-skala el-
oszlascsalad esetében. Del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33] a tesztstatisztika hatar-
eloszldsat megadtak stlyozott Brown-hidak Karhunen-Loéve-sorfejtéseként. Ugyanezen
technikaval meghatarozzuk az altalunk kapott hatareloszlas soros alakjat. Majd ugyan-
csak egy szimuléacios erdvizsgalat kovetkezik, valamint 0sszehasonlitjuk az 10j teszt erejét
az empirikus karakterisztikus fiiggvényre és az empirikus momentum-generalo fiiggvényre
alapozott Meintanis [58] tesztekkel. Ez a fejezet tartalmazza a Balogh és Krauczi 6] cikk
eredményeit.



2. fejezet

Torténeti el6zmények

Ebben a fejezetben attekintést szeretnénk adni arrél, hogy honnan indult az illeszkedés-
vizsgalat, és milyen fontosabb eljarasok ismertek. Ehhez del Barrio, Cuesta-Albertos és
Matran [33] cikkét hasznaljuk, melyben egy jo Gsszefoglalas talalhato.

A kovetkezSkben bevezetjilk az altalunk hasznalt jeloléseket. A nemnegativ egészek
halmazat N, a valos szdmok halmazat R és a komplex szamok halmazat C jeloli. Minden
véletlen valtozo ugyanazon (2, A, P) valoszintiségi mez6n van definidlva. Jelolje I4 az A
esemény indikator valtozojat. Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasu véletlen val-
tozok, azaz egy statisztikai minta. Jelolje F'(x), z€R, a valtozok kozos eloszlasfiiggvényét,
és

Qr(t)=F'(t):=inf{z € R: F(x) >}, te€(0,1),

az I eloszlasfiiggvény kvantilisfiiggvényét. Legyen

1 n n

I o 1 o Vi
Xo==) Xp, Si=-) (X=X, illetve my=—) (X;—X,)’
n n n
k=1 k=1 k=1

a minta atlaga, szorasnégyzete, illetve i-edik centralis momentuma. Jeldlje
1 :
Fo(x)=— ZI{Xk<$}, illetve  apn,(z) =vn(F,(z)— F(z)), r €R,
0 <
k=1

az empirikus eloszlasfiiggvényt, illetve az empirikus folyamatot. A rendezett mintara az
Xin, -y Xnn, a minta kvantilisfiiggvényére pedig a @Q,(t), t € [0,1], jelolést hasznaljuk.
Vegyiik észre, hogy tetszbleges k=1,2,...,nést e ((k—1)/n,k/n] esetén Q,(t) = Xy .

Ha a minta a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazik, akkor specilisan
jelolje G, az empirikus eloszlasfiiggvényét. Az egyenletes empirikus folyamatot

o (t) = vn(Ga(t) —t), te0,1],

a Brown-hidat B(t), t € [0,1], jeloli. Ez utobbi egy mintafolytonos, F(B(t)) =0 varhato
értékd és Cov(B(s), B(t))=min(s,t)—st, s,t€[0,1], kovarianciafiiggvényi Gauss-folyamat.

Jelolje @ a standard normadlis eloszlasfliggvényt, ¢ a hozza tartozo striségfiiggvényt
jeloli. Legyen minden o > 0 és minden p € R esetén N¥(z)= ®((x—p)/o), x €R, a p
varhato értéki és o szoérasi normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye, valamint hasznéljuk az



2.1. Illeszkedésvizsgalat rogzitett eloszlés esetén

N = {N¥: 0 >0, u € R} jelolést a normalis eloszlascsaladra, vagyis az Gsszes normaélis
eloszlas osztéalyara. Tovabba jelolje az n-dimenzios, m € R™ varhato érték vektora és X
kovarianciamatrixt normalis eloszlast N, (m, ) minden n € N esetén.

Két metrikus térre lesz sziikségiink. Az egyik a C[0,1] tér, amely az Osszes [0,1] inter-
vallumon értelmezett, valos értéki, folytonos fiiggvények halmaza. A C[0,1] tér az

[#]loo := sup [z(t)], @ eC[01],
0<t<1

a szuprémum norméval van ellatva, mellyel ez a tér teljes, szeparabilis metrikus tér lesz.
A masik a DJ0,1] tér, mely azon [0,1] intervallumon értelmezett, valos értéki fiiggvények
halmaza, amelyek jobbrol folytonosak és van baloldali hatarértékiik. Ez a tér egy olyan
tavolsaggal van ellatva, melyet Szkorohod vezetett be, és amivel ez is teljes, szeparabilis
metrikus tér. Részletes bemutatasa megtalalhato Billingsley [8] konyvében. A Brown-hid
a C[0,1], az egyenletes empirikus folyamat a D[0,1] tér véletlen elemének tekinthetd.

Az értekezésben minden konvergencia tigy értendd, amint n—o00. A —p az eloszlasban
val6, a —p pedig a sztochasztikus konvergenciat jeloli. Az eloszlasbeli egyenlséget az =p
jeloli.

2.1. Illeszkedésvizsgalat rogzitett eloszlas esetén

Az egyszeri illeszkedésvizsgalat azt jelenti, hogy a minta egy adott, régzitett Fy(z), v€R,
eloszlasfiiggvényhez valo illeszkedését vizsgaljuk. Adott egy X1, ..., X, véletlen minta egy
ismeretlen F(z), z € R, eloszlasfiiggvényti véletlen valtozobol. Teszteljiik azt az egyszeri
nullhipotézis, hogy

7‘[0 F= Fg .

A Pearson-féle x*-tesztet tekinthetjiik az elsd ilyen illeszkedésvizsgalatnak [61]. Az
Otlet a kovetkezG: osszuk fel a valos egyenest k& db paronként diszjunkt cellara, melyek

egyiitt lefedik az egész valos egyenest. Jelolje Cf, . .., C} ezeket a celldkat, és legyen rendre
p1, - - -, Pr annak a valoszintisége, hogy a nullhipotézis mellett az X véletlen valtoz6 beleesik

az egyes cellakba. Vagyis, ha F=Fj, akkor P(X,€C;)=p;, i=1,... k. Legyen OZ(”) az i-edik
cellaba es6 megfigyelések szama. Ekkor Og") binomialis eloszlast n és p; paraméterekkel.
Igy a Moivre-Laplace-tétel szerint

0" —np,

Yi TP D s (0,1).

npi(1—p;)

A tobbvaltozos centralis hatareloszlas-tételbsl kovetkezik, hogy ha | < k, akkor a
T

véletlen vektornak van hatéreloszlasa. A hatareloszlas a nulla varhatd értékid és X; =
=(0i;); =1, kovarianciamatrixd normalis eloszlas, ahol a kovarianciamatrix elemei o; ;=
= —p;pj,i # j esetén, és 0;; = p;(1—p;). S6t, ha p; > 0 minden ¢ =1,..., k esetén, akkor



2.1. Illeszkedésvizsgalat rogzitett eloszlés esetén

a Y;_1 kovarianciaméatrixnak létezik inverze, 2,;_11 = (V) melynek elemei v; ; =

ivjzlv“'vk_l,
=p, ' ,i#j esetén, és v;; =p; ' ~|—p,§1. Ekkor kénnyen lathato, hogy

2 S (OF =)’ ) Tet g D,
X~ (n) :Z np; =By Xl Bl — X
=1 !

igy kapjuk meg a kévetkez6 jol ismert aszimptotikus eredményt.
2.1. Tétel. A nullhipotézis teljesiilése mellett x*(n) aszimptotikus eloszldsa x3_,.

A teszt hatranya, hogy nagy szabadsagot enged a cellak méretének, helyének és szama-
nak megvalasztasaban. Példaul nem tud kiilénbséget tenni két kiilonboz6 eloszlas kozott,
melyek a kivalasztott cellakhoz azonos valoszintiséget rendelnek.

Az illeszkedésvizsgalati eljarasok kovetkez6 nagy osztalya az EDF (Empirical Distri-
bution Function)-tesztek. Ezen tesztek alapotlete az, hogy mérjiik meg az Fy hipotetikus
eloszlasfiiggvény és a mintabol szamolt F,, empirikus eloszlasfiiggvény tavolsagat, és ezen
eltérés nagysaga alapjan dontsiink a megegyezésrdl, illetve kiilonbozéségrél. Az egyes tesz-
tek abban kiilénboznek egymastol, hogy hogyan mérjiik meg a két fiiggvény tavolsagat.

Az elsd ilyen teszt 1928-bol Cramér [14], ennek altalanositott valtozata pedig 1931-bdl
von Mises [75] névéhez fizédik. A von Mises-féle tesztstatisztika

w? = n/_oo (F(z) —Fg(a:))2w(x)dx

oo

alakban van definialva, tehat stlyozott L?-norméban méri a két fiiggvény tavolsagat, ahol
w a kiilonbozGséget alkalmasan mérd sulyfiiggvény. Specidlisan a Cramér-teszt a w =
= 1 valasztassal adodik. Kolmogorov [51] a szuprémum normat hasznélja, a kétoldali
tesztstatisztikdja

Dy = v/asup | Fy(w) — Fy()|

z€R

1933-bol, Szmirnov [69, 70| egyoldali tesztstatisztikai az 1930-as évek végérdl

Dy = v/nsup (Fu(z) = Fo(z)), Dy = \/ﬁilel]g (Fo(x) = Fu(x))

S

melyekre D, =max(D;", D, ). A harom statisztikat egyiitt Kolmogorov-Szmirnov-statisz-
tikdknak nevezik. Ezen statisztikak el6nye, hogy eloszldsmentes statisztikidk, ugyanis min-
den folytonos Fj eloszlasfiiggvény esetén, a nullhipotézis mellett

D, 2 sup |an(t)], D2 sup ay(t), ¢s D22 sup (—1)an(t).

n
0<t<1 0<t<1 0<t<1

Igy minden folytonos eloszlasfiiggvényt eloszlas esetén, adott szignifikanciaszinthez és

mintamérethez ugyanaz a kritikus érték tartozik. Ez a tulajdonsag nem teljesiil az w?
statisztikara, de a Szmirnov [67, 68] 1936-ban javasolt

o0

W2(T) :=n / U (Fy(2)) (Fu(z) — Fy(z)) *dFy(x)

—00



2.1. Illeszkedésvizsgalat rogzitett eloszlés esetén

valtozatara mar igen, ahol W(t), 0<t<1, nemnegativ sulyfiiggvény. Az Gsszes ilyen statisz-
tikat, amit W valtoztatasaval kapunk, Cramér—von Mises-tipusi statisztikdnak neveziink.
A kiilénboz6 sulyfliggvények hasznalata lehetéséget ad kiillonbozé alternativak felismereé-
sére, éppen ezért a Kolmogorov-statisztikanak is bevezették a siulyozott valtozatat:

K0 (W) = Vi sup 'F"é?z:&f?;x)'

Bar ez se tudta kompenzalni azt a hidnyat a szuprémum norménak, hogy csak a legna-
gyobb elterést érzékeli F,, és Fy kozott, amig az L2-norma ezen két fiiggvény stilyozott
atlagos tavolsagat méri. Ezen heurisztikus megfigyelést a szimulécio is alatamasztja (lasd
4. fejezet, ahol azt tapasztaltuk a normaélis eloszlascsaladhoz valo illeszkedésvizsgélat ese-
tében, hogy a Kolmogorov-tesztnek a legtobb alternativaval szembeni ereje joval kisebb,
mint méas probék ereje).

Két statisztika kiilonos figyelmet kapott az irodalomban. A W =1 esetben,

W2 = /_ T (Fule) - Fo(e)*dFo(2)

o0

a Cramér—von Mises-statisztika; valamint a U (t) = (¢(1—1¢))~, ¢t € (0,1), mellett

s [FBE@-R@?
o=n | A=) o)

az Anderson—Darling-statisztika [4], mely utobbi a szimulacios vizsgalatok alapjan a leg-
erGsebb ilyen tipusi tesztnek tinik (l4sd példaul Stephens [71] cikkben, valamint a 4.5.
tablazatban a 4.2.2. fejezetben).

Ahhoz, hogy hasznalni tudjuk a gyakorlatban ezeket a teszteket, ismerniink kell az el-
oszlasfiiggvényiiket tetszGleges n € N esetén, vagy legalabb az aszimptotikus eloszldsukat.
1941-ben Szmirnov [70] explicit formaban meg tudta adni D; eloszlasfiiggvényét tetszo-
leges n esetén, Kolmogorov [51]| pedig megadott egy rekurziv kifejezést 1933-ban, amivel
kiszamithato a P(D,, < z) valoszintiség tetszGleges n € N és x € R esetén. A Cramér—von
Mises-tipust statisztikidk eloszlasfiiggvényének a meghatarozasa mar nagyobb nehézséget
okozott. Akkoriban Monte-Carlo szimulacié hidnyaban fontos kérdés volt, hogy ki tudjak-
e szamolni a kritikus értékeket rogzitett n € N esetén. Emellett a hatareloszlas kérdése
elméleti, de gyakorlati szemponthol is érdekes volt. Az els§ aszimptotikus eredményt is a
Kolmogorov—-Szmirnov-tipusi statisztikdkra sikeriilt megkapni:

2.2, Tétel. Minden x > 0 esetén
(Kolmogorov 1933, [51])

[e.e]

. < _ _ ] —2j2I2
lim P(D, < x) Z (—1)e :
Jj=—00

(Szmirnov 1941, [70])

lim P(Df > )= lim P(D; <z)=e2".

n—oo n—o0
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2.1. Illeszkedésvizsgalat rogzitett eloszlés esetén

1948-ban Feller [39] megjegyezte, hogy Kolmogorov és Szmirnov teljesen kiilonbozs
modszerrel bizonyitottak allitasaikat, és megprobalta egységesiteni a bizonyitasukat. Mi-
vel a D, D} és W? statisztikdk az F,, empirikus és az Fy elméleti eloszlasfiiggvények
eltérését mérik, vagyis az ap, empirikus folyamat funkcionaljai, ezért ezen statisztikdk
H, melletti hatareloszlasait valamimilyen kizos technikéval lehetne szarmaztatni. Igy Fel-
ler cikke fontos lépés az empirikus folyamatra épitett illeszkedésvizsgalat aszimptotikus
elméletének egységesitésében. Bar ekkor még magat az empirikus folyamatot és annak a
hatareloszlasat nem vizsgaltak.

1949-ben Doob 36| a véges dimenzids eloszlasokat vizsgalva sejtette meg az egyenletes
empirikus folyamatnak a Brown-hidhoz val6é konvergenciajat, de bizonyitani nem tudta.
Viszont bizonyitotta, hogy minden x > 0 esetén

P ( sup |B(t)| < x) = i (—1)e 2%

0<t<1 Pt
és
p ( sup B(t) > x) —
0<t<1

vagyis az egyenletes empirikus folyamat abszolit szuprémum és szuprémum funkcionalja-
inak hatareloszlasa megegyezik a Brown-hid ugyanezen funkcionaljainak eloszlasaval. Ez
azt jelenti, hogy ha Doob sejtése igaz, akkor Kolmogorov és Szmirnov eredményeire talan
egyszertibb bizonyitas is adhato. 1951-ben Donsker [35] invariancia elve altal nyert bizo-
nyitast a sejtés. Az invariancia elv a kovetkezGt jelenti. A részletosszeg folyamat minden
folytonos funkcionaljanak eloszlasa konvergéal a Brown-mozgas megfelel§ funkcionaljanak
eloszlasahoz, illetve az egyenletes empirikus folyamat minden folytonos funkcionaljanak
eloszlasa konvergal a Brown-hid megfelel¢ funkcionaljanak eloszlasahoz.

Ezen eredmények hatéasara fejlédott ki a metrikus terekben valdé gyenge konvergen-
cia elmélete tébbek kézott Kolmogorovnak, Prohorovnak és Szkorohodnak koszénhetGen,
amely elmélet segitett jobban megérteni az invariancia elvet. Errdl szol Billingsley [8|
1968-as konyve. Fontos 1épés volt, hogy kidolgozték az elméletet a C[0,1] és a D[0,1] tere-
ken. El6szor a részletdsszeg és az empirikus folyamatokat linearis interpolacioval kapott
folytonos folyamatokkal kozelitették, hogy ne kelljen a C[0,1] térbdl kilépnitink. Ezen j
folyamat sorozatokra bizonyitottak a véges dimenzios eloszlasok konvergenciajat és a soro-
zat feszességét, amely ketts tulajdonsag egyiitt a folyamatok eloszlasbeli konvergenciajat
adja. A folytonos folyamatokkal vald kozelités valahogy mesterkélt. Ahhoz, hogy ezt el
tudjuk keriilni, egy gazdagabb téren kell dolgoznunk. Ez a gazdagabb tér a D[0,1] tér,
amelynek méar maga az empirikus folyamat is eleme.

2.3. Tétel. Az a, — B konvergencia teljesiil a D[0,1] téren.

A 2.3. Tétel lehet6vé teszi a 2.2. Tétel természetesebb bizonyitasat. Be lehet latni,
hogy az = +— ||z||o leképezés folytonos a Szkorohod-topologidra nézve egy B eloszlasa
szerint nulla mértéki halmazt kivéve, és mivel D,, = ||, ||, €kkor D, i>HBHOO. Hasonlo
konvergencia teljesiil a D és a D, statisztikdk esetében.

A 2.3. Tétel teszi lehetévé a Cramér—von Mises-statisztika hatareloszlasasanak meg-
hatarozasat is. Az x +— fol 22(t)dt funkciondl szintén folytonos a Szkorohod-topolégidra
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2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

nézve egy B eloszlasa szerint nulla mértéki halmazt kivéve. Igy a fenti érvelés ismételt
alkalmazasaval kapjuk, hogy

Wﬁ&/l (B(t))*dt .

Innen pedig egy 1épés a Cramér-von Mises-tipusi statisztikdk hatéareloszldsa. Mint a
Brown-hidakra vonatkozé iterdlt logaritmus tétel kivetkezményeként Anderson és Dar-
ling [4] 1952-ben megmutatta, hogy feltéve az

5 1
1 1
/ U(t)tloglog ;dt és / U(t)(1—1t)loglog ﬁdt
0 5 -

integralok végességét valamilyen 0 € (0,1) esetén teljesiil a
1
W2(0) A/ U(t)(B(t))” dt (2.1)
0

konvergencia. Ez az allitas az invarienciaelv alkalmazasaval is bizonyithato, ugyanis az
T fol U (t)2?(t) dt funkcional folytonos a Szkorohod-topologiara nézve egy B eloszla-
sa szerint nulla mértékd halmazt kivéve. A (2.1) konvergencia az Anderson—Darling-féle
silyfliggvény esetén is teljesiil, tehat

. o [*(BM)®
An—>/0 t(l—t) dt

2.2. Illeszkedésvizsgalat eloszlascsalad esetén

Ebben a fejezetben azokat a teszteket tekintjiik, ahol a kérdés az, hogy a minta egy
adott eloszlascsaladbol szarmazik-e. Itt legyen F eloszlasfiiggvények egy parametrikus
eloszlascsaladja, azaz

F={F(,0):0€c0Y},

ahol © valamilyen nyitott paraméterhalmaz R%ben.

Az els6 vizsgalatok az 1930-as években a normalis eloszlascsalad esetében torténtek.
Fisher [41], Pearson [61] és Williams |[79] voltak az elsck, akik a /f1(n) :mg(n)/mg/g(n)
s Bo(n) = my(n)/m3(n) standardizalt harmadik és negyedik momentumok segitségével
mérték meg a normalitastol valo eltérést. 1977-ben Pearson, D’Agostino és Bowman [60]
a \/f1(n) és Ba(n) két alkalmas fiiggvényét hasznalta erre. Ezekkel a tesztekkel az a
probléma, hogy a lapultségi és a ferdeségi mutatd kevés, hogy karakterizalja a normélis
eloszlast, emiatt ezen tesztek ereje kicsi bizonyos alternativakkal szemben. Ezek a tesztek
akkor is elfogadjak a nullhipotézist, ha a minta ugyan nemnormaélis eloszlasbol szarmazik,
de szimmetrikus és a lapultsagi mutatoja szintén 3, mint normalis eloszlasé. Mésrészt a
gyakorlati alkalmazasok szempontjabol az is fontos lenne, hogy ha egy eloszlés csak nagyon
kicsit kiilonbo6zik a normalis eloszlastol, akkor a teszt azt ne vesse el. Ugyancsak 1977-ben
Ali [3] adott eloszlasoknak egy olyan sorozatat, amely ugyan eloszlasban tart a standard
normadlis eloszlashoz, de a lapultsidgi mutatoja felrobban. Vagyis, ha a sorozat elég nagy
indexi tagjabol szarmazik a mintank, akkor nagy eséllyel ezek a tesztek elutasitjak, pedig
valojaban kozel normélis eloszlasrol van szo.
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2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

Més tipust normalitasteszt példaul 1954-bél az
Xn,n - Xl,n

PNV

(725)* m3 (n)

statisztika (David, Hartley és Pearson [27]), ami a terjedelem és a szoras, valamint 1947-

bél az . _
Zj:l |Xj_Xn|

1

Uy 1=

n -
statisztika (Geary [43]), ami a mintadtlagtol valo atlagos abszolit eltérés és a szoras
hanyadosabdl szarmaztatott teszt. Ezek a tesztek csak egyes alternativakkal szemben vi-
selkednek jol, de kicsi er6vel birnak alternativik széles skalajaval szemben.

A kovetkez6 alfejezetben azokat a teszteket mutatjuk be, amelyeket rogzitett eloszléas-
hoz val6 illeszkedéstesztek atdolgozasaként kapunk.

2.2.1. Eloszlascsalad tesztelése rogzitett eloszlashoz val6 illeszke-
désvizsgalat segitségével

A 2.1. fejezetben rogzitett eloszlashoz valo illeszkedés teszteket tekintettiink. Egy lehetd-
ség, hogy eloszlascsaladhoz valo illeszkedést teszteljiink ezekkel a tesztekkel, ha a 6 para-
méternek a Hy mellett egy 0,, becslését véve azt ellenérizziik, hogy a minta F(:c 0 n), TER,
eloszlasfiiggvényii-e. Ezt javasolta Pearson a y?-tesztje esetében. Legyen

ahol p;(6) annak a valdészintsége, hogy X; a j-edik cellaba esik F'(z,0), x € R, mellett.
Pearson nem tudta megadni x*(n) aszimptotikus eloszlasat. Fisher volt az, aki ramuta-
tott arra, hogy a hatareloszlas fiigg a paraméter becslésének modszerétsl, és megmutatta,
hogy a szokésos feltételek mellett, ha a # maximum likelihood becslését vessziik a csopor-
tositott (O, ..., 0™) adatokon, akkor a ¥%(n) statisztikénak y?_, , a hatareloszlasa
(lasd Cochran [13] 1952-bdl).

Fisher azt is megfigyelte, hogy a csoportositott (05”’, . .,O,(Cn)) mintabol szarmazod
0,, becslésbsl adodo informéciovesztés erdesdkkenést eredményez. Ezért Fisher abban az
esetben is megvizsgélta x?(n) hatareloszlasat, amikor a 6 paraméter egydimenzios, és a
teljes mintabol vessziik a 6 paraméter maximum likelihood becslését. Az eredményét 1954-
ben Chernoff és Lehmann [12]| d-dimenziés paraméterre altalanositotta, nevezetesen, hogy
megfelel6 feltételek mellett

k—d—1 k—1

d
N 722 > N2 (2.2)
j=k—

7=1 j d

ahol Z; fiiggetlen standard normalis valtozok, és A\; € [0,1], j =k —d,...,k—1, olyan
konstansok, amelyek fiigghetnek a 6 paraméter igazi értékétsl. Ez a fliggés mutatja az
egyik nagy hatranyat a y?-teszt hasznalatanak eloszlascsalad esetében.
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2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

A masik nehézség a 2 tipust teszt hasznalataban a cellak valasztésa. Az O§") cel-
lagyakorisagok aszimptotikus normalitdsanak a kovetkezménye a Pearson-féle statisztika
aszimptotikus x7_,-eloszlasa. Viszont egy kicsi varhato gyakorisdggal rendelkezé cella ese-

tében az O§") valtozo nagyon lassan konvergdal a normalis eloszldshoz, ami azt eredményezi,
hogy a (2.2) konvergencia lasst. Vagyis az asszimptotikus kritikus értékek hasznalatanak
létjogosultsaga sériilne ebben az esetben. A gyakorlatban ezt agy probéljak meg elkeriilni,
hogy ,olyan celldkat hasznalnak, amelyekbe legalabb 10 megfigyelés esik” (lasd Cochran
13]).

A cellak jo valasztasara nézve 1940-es években Mann és Wald [57] valamint Gumbel
[45] azt javasoltak rogzitett eloszlas esetén, hogy a nullhipotézis mellett azonos valoszini-
ségl celldkat hasznaljunk, ezaltal csokkentve a cellak valasztasanak esetlegességét. Ez a
gondolat paraméteres eloszlascsalad esetére gy vihets at, hogy el6szor vegyiik valamilyen
alkalmas becslését f-nak, majd F(x, én), r€R, mellett azonos valoszintségd cellakat hasz-
naljunk. Vagyis megint véletleniil fogunk cellakat valasztani! Ugyanigy a minta hatarozza
meg, hogy melyik celldkat hasznéljuk, mint amikor olyan cellakat valasztunk, amelyek-
be legalabb 10 megfigyelés esik. 1957-ben Watson [76, 77| megmutatta, ha 6, a teljes
mintabol szarmazé maximum likelihood becslése f-nak, valamint a j-edik cella végpontjai
FY((j=1)/k.0,) és F~1(j/k,0,), akkor (2.2) teljesiil. Tovabba, ha F eltolas-skala csalad,
akkor a \; egyiitthatok nem fiiggnek a 6 paramétertdl, csak az eloszlascsaladtol.

Az EDF-tesztek adaptacioja eloszlascsalddok esetére konnyen kivitelezhets, és hason-
loan a rogzitett eloszlas esetére, ezek a tesztek jobb erdvel birnak, mint a y>-tesztek.
Legyen 0, valamilyen becslése 6-nak. Ekkor a megfelel6 becsléses statisztikak

~

W2(0) = n / Ty (F(2.0) (Fule) Pz, én))zdF(x, 6.)

—00

és

f(n(\I/) =/ sup |Fn(x)_F(:T’9n)| )
R (F(m,&n)>

A U =1 esetben a két statisztikit a Wﬁ és K, jeloli. A kivanatos eloszlasmentesség, ami
a rogzitett esetben teljesiilt, itt sajnos nem igaz. Legyen Zi(n) =F(X;,0,), i=1,...,n,és
Go(t), t e 0,1], jeldlje a Zf”), ..., 7% valtozokhoz tartozé empirikus eloszlisfiiggvényt.
Ekkor

1
W2(W) —n/ U (t)(Gn(t)—t)%dt
0
és )
o |Gn (t) — t|
K,(V)=+vn sup —————.
(W) =vn 0<£1 U(t)
Tehat a két statisztika értéke csak a G, fiiggvenytl fiigg. Viszont Z{n), ., Z8 nem
fuggetlen, azonosan egyenletes eloszlasu véletlen valtozok, ami azt eredményezi, hogy a
G, figgvény funkciondljainak eloszldsira nem alkalmazhatok az eddigiek. Eppen ezért
G, nem olgran, amivel klasszikus értelemben tudunk dolgozni. Szamos fontos esetben
(n) n) , . , " 4 4 . . _
Zy7, ..., Zy  eloszldsa nem fiigg a 6 paramétertdl, csak az eloszlascsaladtol, vagyis ek
kor W2(W) és K2(V) paramétermentes. Ez torténik az eltolas-skala csaladok esetében,
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2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

amikor olyan 0,, becslést hasznalunk, amiben a becslés felcserélhetd a skalazassal, illetve
az eltolassal (lasd David és Johnson [26] 1948-bol). 1967-ben Lilliefors [56] ezt hasznélta
fel és készitette el a népszert tablazatat a normalis eloszldscsalad esetére a Kolmogorov—
Szmirnov-statisztikahoz.

A becsléses W2(0) és K2(0) tipust statisztikdk hatéreloszlasanak a meghataroza-
sara tett elsG kisérlet Darling [25] nevéhez fiiz6dik 1955-bdl. A becsléses Cramér—von
Mises-statisztika aszimptotikus eloszlasat tudta meghatarozni abban az esetben, amikor
a 0 paraméter egydimenzios. 1972-ben Sukhatme [72] kiterjesztette Darling eredményét
tobbdimenzios paraméterekre. Ezekben a cikkekben egy segédfolyamaton keresztiil talal-
tak meg W? hatareloszlasat.

1955-ben viszont Kac, Kiefer és Wolfowitz [49] kozvetleniil az

N

bn(t) = Vn(Gu(t)—t),  te[0.1],

becsléses empirikus folyamatot tanulményozva kaptak meg /V[?,f hatéareloszlasat normalis
eloszlascsalad esetén a maximum likelihood paraméterbecslésekkel: 6, = (X,,, 52). Ugyan
a becsléses empirikus folyamatnak a gyenge konvergenciajat nem bizonyitottak, de meg-
mutattak, hogy

W2, / Lz,

ahol Z(t), t € (0,1), egy 0 varhato értékd és

K(s,t) =min(s,t) — st — gp(@_l(s))gp(qfl(t)) — %@)_1(3)@(@‘1(3))@_1(t)<p(®_1(t))

kovarianciafiiggvény Gauss-folyamat.

A becsléses empirikus folyamat gyenge konvergenciajanak altalanos vizsgalata Durbin
[37] nevéhez fiiz6dik 1973-bol. Az eloszlascsaladra és a paraméterre tett megfelel§ regu-
laritasi feltételek mellett az &, empirikus folymat gyengén konvergal a 0 varhato értéki
és K(s,t), s,t€]0,1], kovarianciafiiggvényii Gauss folyamathoz. Durbin cikkében explicit
formulat adott a K (s,t) kovarianciafiiggvényre, és standard szamolassal megmutathato,
hogy ennek speciélis esete a Kac, Kiefer és Wolfowitz altal megadott kovariancia.

Megjegyezziik, hogy Burke, Csorgs M., Csorgs S. és Révész [10] 1979-es cikkébdl ko-
vetkezik Durbin eredménye. Ebben a cikkben a becsléses empirikus folyamatot Gauss
folyamatok sorozataval kozelitik. Azon tul, hogy Durbin tételébsl kovetkezik a Wﬁ(\ll) és
K2(0) tipust statisztikik nullhipotézis melletti eloszlasbeli konvergenciaja, a [10] cikk
eredménye az aszimptotikus erék tanulmanyozasanak is eszkoze lehet.

Az empirikus folyamatot tanulmanyozo elmélet fejlédésének kovetkezményeként tovab-
bi illeszkedést vizsgilod technikidk jelentek meg az 1980-as években. Példaul Feuerverger
¢és Mureika [40], valamint Csorgd S. [15] az empirikus karakterisztikus fiiggvény aszimp-
totikus eloszlasat vizsgaltak. A Durbin-tétel analog valtozatat empirikus karakterisztikus
és kvantilis fiiggvényekre Csorgs S. [16] és LaRiccia és Mason [53] dolgoztak ki. Ezen
eredmények segitségével Gj normalitastesztek sziilettek, melyek koziil Murota és Takeuchi
Hall és Wels [47|, Epps és Pulley [38] valamint Csorgs S. [17, 18] eredményeit emlitjiik
meg.

Egy masik 6tlet, hogy hogyan tudjuk a rogzitett eloszlas esetében hasznalt tesztelési
eljarast parametrikus eloszlascsaldd esetében hasznalni, a minimum tdvolsdg mddszere.
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2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

Legyen ¢ egy metrika az eloszlasfiiggvények halmazan. Ekkor A(F,,, F)=infy 6(F,, F(-,0))
egy lehetséges mértéke az empirikus eloszlasfliiggvény F parametrikus eloszlascsaladtol
valo tavolsaganak. Pollard [62] 1980-ban hasznalta ezt elGszor és meghatarozta A(F,, F)
hatareloszlasat, tetszéleges normalt linearis tér értékl véletlen valtozok esetében.

2.2.2. Regresszi6- és korrelacidtesztek

Ebben a fejezetben tegyiik fel, hogy F eltolas-skila csalad, vagyis adott egy H, standar-
dizalt (0 varhato értékd és 1 szorasa) eloszlasfiiggvény, és az eloszlascsalad tobbi tagja
linearis transzforméacioval kaphato belGle.

Az otlet a kovetkezs. Legyen Xi,..., X, az F eloszlascsaladbol szarmaz6 p varha-
to értékt és o? szérasnégyzetd minta. A kordbbi jeldléseknek megfelelen legyen X, =
= (Xin,...,Xnn) a mintdhoz tartozoé rendezett minta. Tekintsiink tovabba egy n elemi
mintat Hy eloszlasfiiggvénnyel, és legyen Z) = (Zy,,..., Z.n) a kapcsolatos rendezett
minta. Jel6lje mz =(Min, ..., Mn,) illetve V), a Z,, vektor varhato érték vektorat illetve
kovarianciaméatrixat. Konnyen latszik, hogy

Xin2p+0Zi,, i=1,....n. (2.3)

Ha kétdimenzios koordinatarendszerben abrazoljuk az (m;,, X;,), i =1,...,n pontokat,
akkor ezeknek kozelitSleg egy egyenesre kell esniiik, és a linearitas hidnya azt sugallja,
hogy X; eloszlasfiiggvénye nem F-beli. Gyakran ezt csak ,szemre” ellenérzik, de vannak
analitikus eljarasok is ennek az ellenérzésére. Két nagy osztalya van ezeknek az eljarasok-
nak: az egyik a regresszio-, a masik a korreldcictesztek, mely kiillonb6z6 eljardsok valojaban
ekvivalens tesztekre vezetnek.

Az els6 esetben a (2.3) linearis model segitségével adunk egy 62 becslést a o2 szoras-
négyzetre, és ezt hasonlitjuk dssze az S? becsléssel. Ekkor a nullhipotézis mellett a 62 /52
tesztstatisztika értéke kozel kell legyen 1-hez, ellenkezd esetben elvetjiik a nullhipotézist.
Ezeket az eljardsokat nevezik regresszidteszteknek. A masik osztalya ezen teszteknek a p
korrelacios egylitthato segitségével ellenérzi, van-e linearis kapcsolat az X,, véletlen vektor
és az m,, determinisztikus vektor k6zott a kdvetkezGképpen:

(n-m, X,-1"m,-17X,,) 2

(-1 Ty — (17m,)2) (- X X0 = (17X,)%)

p2<mn7 Xﬂ) -

ahol 1T =(1,...,1) €R™. Ekkor a nullhipotézis mellett a p*(m,,, X,,) tesztstatisztika értéke
kozel kell legyen 1-hez, ellenkezG esetben elvetjiik a nullhipotézist. Ezeket az eljarasokat
nevezik korreldcioteszteknek.

A regressziotesztek elsé valtozata 1965-b6l Wilk és Shapiro [65] W normalitdstesztje.
A p és o paraméterek legjobb linearis torzitatlan becslése a (2.3) model alapjan az alta-
lanositott legkisebb négyzetek modszerével, illetve a szimmetrikus eloszlasokra teljesiilé
1"V 1m, =0 &sszefiiggés alkalmazaséval

Ty-1
fin = X, és G = M

TV-lm.
m,V 1m,
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2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

Wilk és Shapiro a W tesztstatisztikat a 62/S? tesztstatisztika normalizalt valtozataként
definialta
(mnTvglxn)z

m, V'V, im, > (X, — X)?
alakban. Ezzel egy regressziotesztet kaptak. Mésrészt ez egy korrelacidteszt is, ami a
normalizaciobol kovetkezik, ugyanis W,, = p*(V,'m,, X,). Shapiro, Wilk és Chen [63]
szimulacios vizsgalatabol kideriilt, hogy a W-teszt egyike a legerGsebb normalitastesztek-
nek alternativik széles skaldjaval szemben. Ezért népszerti modszer a mai napig, annak
ellenére, hogy rejteget egy-két nehézséget a hasznalata.

Egyik probléma, hogy magat a W, tesztstatisztikit bonyolult kiszdmitani. Ahhoz,
hogy W,-t meg tudjuk hatérozni, el6zetesen ki kell szamolnunk az m,, vektort és a V!
matrixot. Ez a mintaméret novekedésével egyre nehezebb feladat, és val6jaban amikor
W,.-et bevezették, legfeljebb 20 elemii minta esetén tudtak megadni a V1 matrix elemeit
pontosan. Ezért mar Wilk és Shapiro is numerikus kozelitéssel szamolta W, értékeit 50-
es mintaméretig. Egy masik probléma, hogy az n = 3 esetet kivéve nem ismerjiik W,
eloszlasfiiggvényét. Mivel az n = 3 esetben a W-teszt megegyezik az wu,-teszttel, ekkor
W,, pontos eloszlasa is ismert. Wilk és Shapiro n = 50 mintaméretig szimulacioval adtak
meg a kritikus értékeket. A hatareloszlas viszont 1986-ig ismeretlen volt, amikor is Leslie,
Stephens és Fotopoulos [55] megmutattak a W-teszt aszimptotikus ekvivalenciajat egy
mésik korrelacidteszttel, amely teszt hatareloszldsa akkor mar ismert volt.

Ezek a problémak a W-teszt modositasaihoz vezettek. Az elsé példanyai ezeknek a pro-
béalkozasoknak a D’Agostino [24] 1971-bél és a Shapiro—Francia-korreldcictesztek [64] 1972-
bél, melyek hasznalatat 50-nél nagyobb elemt mintak esetén javasoltdk. A D’Agostino-

tesztstatisztika a noe onal
Zizl (i— T)XZF”

n2s, ’

Wy, = (2.4)

D, =

és a Shapiro-Francia-tesztstatisztika pedig a

W' = (mIXn)2
" omlm, Y (X - X)?

formulaval van definidlva. Mindkét cikk szimulaciés tanulméanya azt sugallta, hogy ezen
tesztek aszimptotikusan ekvivalensek a W -teszttel.

A W/ tovabbi egyszertisitését javasolta Weisberg és Bingham [78] 1975-ben. Az m,,
vektort helyettesitsiik az m,, = (Mmyp, ..., M,,) vektorral, ahol

e ﬂ i=1 n
in n+1/4 ; yeee g lle

Ez a statisztika még konnyebben szamolhat6, mint W), valamint Weisberg és Bingham
empirikus vizsgilata szerint aszimptotikusan ekvivalens a W), statisztikaval.

A kovetkezs fontos valtozata a W-tesztnek de Wet és Venter [30] korreldcidtesztje
1972-b6l. Az 6 tesztstatisztikajuk

" Xin— X i\’
wr=Y " (F gt .
x (e (@)




2.2. llleszkedésvizsgélat eloszléscsalad esetén

Azon til, hogy &6k vezették be a korrelacioteszt fogalméat, ez volt az elsé olyan tipusiu
normalitasteszt, amely hatareloszlasat is sikeriilt meghatarozni. De Wet és Venter meg-

mutattak, hogy ha 7, Z,,... fiiggetlen, standard normalis véletlen valtozok sorozata,
akkor
1 i i i 73 p =221
on(1—W:1/2) — 1 c1>—1( ) SDNA T
n(l=W, ") n+1izln+1 nt1)\” nt1 3 ZS 5

Ezzel a tétellel megnyilt a lehetGség arra, hogy mas korreldcié normalitastesztek hatarel-
oszlasat megkaphatjuk a W*-teszttel valé aszimptotikus ekvivalencia &altal. Fontos lépés
volt ebben a programban 1987-bél Verril és Johnson [74] eredménye, ahol megmutattak
a korrelaciotesztek bizonyos altalanos feltételek melletti aszimptotikus ekvivalenciajat.
gy valt vilagossa, hogy a Shapiro-Francia- és a Weisberg-Bingham-tesztek hatéarelosz-
lasa megegyezik a de Wet—Venter-teszt hatareloszlasaval. Tovabba a Wilk—Shapiro- és
Shapiro—Francia-tesztek aszimptotikus ekvivalencidjabol kovetkezett a kiindulasi W -teszt
hatareloszlasdnak ismerete.
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3. fejezet

Illeszkedésvizsgalat egyenletes eloszlas
esetében

3.1. Egyiittes klaszterszamok aszimptotikus viselkedése

Legyenek Uy, Us... fiiggetlen, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasu véletlen valto-
zO0k, valamint barmely n € N esetén legyen U, ,,,...,U,, az Uy,..., U, mintadhoz tartozo
rendezett minta. A minta elemei majdnem biztosan kiilénboznek egymastol, igy az Uy ,, <
< -+ < Upy relaciéo majdnem biztosan érvényes. Adott, determinisztikus d,, € (0,1) tavol-

sagszint mellett definidlhato egy G, = G(Un, ..., Uy; d,) véletlen intervallumgraf. A G,
graf csicshalmaza az Uy, ..., U, elemeket reprezentald {1,...,n} halmaz. Két kiilonb6zd

i és j csucs kozott akkor és csak akkor van él, ha |U; —U,| <d,, ahol i,j € {1,...,n}. A
mintdhoz tartozo klasztereket tigy definidljuk, mint ezen mintdhoz tartozo graf dsszefiiggs
komponensei. A K, klaszterszam a graf ¢sszefiiggé komponenseinek a szdmat jeloli.

Godehardt és Jaworski [44] tanulményozta az el6bb definialt véletlen intervallumgra-
fot, és sikeriilt meghatarozniuk a K, eloszlasat minden n-re. A klaszterek szamanak pontos
eloszlasa mellett természetesen vetddott fel a kérdés, hogy van-e hatareloszlasa a K, so-
rozatnak. Ahhoz, hogy ne degeneralt eloszlast kapjunk, a tovabbiakban tegyiik fel, hogy
d,, — 0. Godehardt ésJaworski |[44] megmutattak, ha n?d, — 0, akkor n— K, —0 majdnem
biztosan, vagyis, ha d, elég gyorsan konvergal nulldhoz, akkor 1 valoszintiséggel 1étezik
olyan ng (véletlentdl fiiggs) kiiszobszam, hogy barmely n < ngy esetén nincs él a G, graf-
ban. Tovabbi d,, sorozatok esetében tanulméanyoztak az adott méreti klaszterek szamanak
az aszimptotikus eloszlasat és az Uy, ..., U, minta egy adott elemét tartalmazo klaszter
méretének hatareloszlasat. Sajnos altalanossdgban nem mondtak semmit K, viselkedésé-
r6l. Csorgd és Wu [23] nem a véletlen grafos reprezentaciot hasznalva harom kiilonb6zs
aszimptotikus viselkedést tavolsagszint sorozat mellett bebizonyitottak a klaszterek sza-
manak aszimptotikus normalitdsat. A moédszeriikkel, amit mi is alkalmazni fogunk, még
ratat is adtak az eloszlasfliggvények konvergenciajanak sebességére. A kovetkezs tételben
az 6 eredményiiket fogalmazzuk meg.
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3.2. Elméleti eredmények

3.1. Tétel (Csorgs és Wu [23]). (i) Ha nd,, — 0 és nd, — oo, akkor

K _ —ndn
P ne <z |—>(x)
\/ne ndn — e ndn)

4logn 1 log(nvVd,)
= log +
nd,, nvd,

A, =sup
zeR

Ennélfogua
K, —ne "dn

n/dy,

(i) Ha 0 < liminf,, nd,, <limsup,, nd,, < oo, akkor

Kn o —ndpn
P ( e < x) —d(z)

\/ne—Q”d" (endn —1—n2d2)

25 N(0,1).

sup
z€eR

Ebbél kovetkezik, hogy ha nd,, — ¢ € (0,00), akkor

K, —ne "
NLD

nd

Ly N(0, e %" —1— ).

(14i) Ha nd, — 0o és ne”

A, =0 m—i— Vennd, log(ne—mdn) 44/ et log(ne ")
n /_end n n )

ahol A, ugyanazt a szuprémumot jeloli, mint az (i) esetben, valamint €, = +/(4logn)/n.
Es 19y

" — 00, akkor

K, —ne "dn
Vne ndn

A kovetkezSkben ennek a tételnek bizonyitjuk a tobbdimenzios valtozatait kiillonb6zd
intervallumokon egyenletes eloszlasok esetében, majd hasznéljuk egyenletesség tesztelésére
ismert és ismeretlen intervallumon.

25 N(0,1).

3.2. Elméleti eredmények

3.2.1. A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasboél szarmazoé klasz-
terszamok egyiittes aszimptotikus viselkedése

Csorg6 és Wu [23] megmutattak K, aszimptotikus normalitasat harom kiilonb6z6 aszimp-
totikus viselkedésii tavolsidgszint sorozat mellett. Célunk, hogy ugyanezen tavolsagszintek-
hez tartozo klaszterszamok egyiittes viselkedését megvizsgaljuk.
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3.2. Elméleti eredmények

Tekintsiink J>1 darab d,; <d,2<...<d,;, n€N, tavolsagszint sorozatot. A K, ;(d,;)
jelolje a d,,; tavolsagszinthez tartozo klaszterek szamét minden n és j esetén. Tekintsiik a

K,=— 1(dn) ml,..., s ng) = 110ng (3.1)
\/ﬁ Onl OnJ
a véletlen vektorvaltozot az m,,; = ne " és
Oj = \/e*Q”dw’(e"dnj —1-n2d2), neN, j=1,....J (3.2)

centralizal6o és normalizalé sorozattal. Ekkor a kovetkez6 hatareloszlastételt allithatjuk.

3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a d,3 < dno < ... < d,5, n €N, tdvolsdgszint sorozatok
mindegyike kielégiti az aldbbi feltételek valamelyikét:

(T1) nd,; — 0, nd,; — 00;

(T2) 0 < liminf, nd,; <limsup, nd,; < co;

(T3) nd,; — oo, ne " — oco.
Tovabba, tegyiik fel, hogy

e mdnimndng (endni 1 —n2d .d,.)
Sij = lim

n—oo OniOnj

eR, 1<i<y <, (3.3)
és legyen s;; =1 €s s;; 1= s;;. Ekkor
K, 2 N;(0,%), (3.4)

a ¥ = (Sij)ij=1,..5 kovarianciamdtrizszal.

Megjegyezziik, hogy a X kovarianciamatrix lehet szingularis is. Ebben az esetben a
normalis hatareloszlas az R’ térnek egy linearis alterére koncentralt.

A 3.2. Tétel bizonyitasa el6tt kimondunk egy allitast, melyet hasznalni fogunk a 3.2.
Tétel bizonyitasaban.

3.3. Allitas. Legyen J > 1 természetes szdm €s gnj R—=R, j=1,...,J, neN, mérhetd
fiigguényeknek eqy rendszere. Tegyiik fel, hogy Y,, r €N, fiiggetlen azonos eloszldsi véletlen
vdltozoknak egy olyan sorozata, hogy E (g,;(Y;)) =0, s;; :=FE (g?lj(Yr)) =1 minden n, j
és r esetén. Tovdbbd, tegyik fel, hogy minden i # j és r esetén

8ij 1= lim E(9ni(Y;)gn;(Yr)) €R, (3.5)
E (lgn;(Y))?) = o(v/n). (3.6)

Ekkor az R” értéki Zn, = (gu1(Yy), ..., gus(Y2)), r=1,...,n, n €N, véletlen vektorokbsl
allo szériasorozatra teljesil az, hogy

NG

A-/\/:7(07 E)u
ahol ¥ = (sij)ij=1,..J-
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3.2. Elméleti eredmények

Bizonyitds. Ezt a tobbdimenzios hatareloszlastételt a Cramér—Wold-lemma segitségével
bizonyitjuk. Ehhez legyen ¢ = (cy,...,c;)" € R7 rogzitett, tetszéleges vektor. Ekkor be

kell latnunk, hogy

AN
(TEmt \/{ e Dy A0, ¢ Se). (3.7)

Legyen ¥, a Z,, vektorvaltozé kovarianciamatrixa, ami egy pozitiv szemidefinit métrix.
A feltevések szerint X =lim,, ., 2, amibdl kovetkezik, hogy ¥ is pozitiv szemidefinit. Ez
azt jelenti, hogy ¢"Yc > 0 minden ¢ € R’ esetén. Vegyiik észre tovabb4, hogy

n n

D2 <cT Zom +-\/-;+ Z,m> _ D" Zu) 4 A D Z) TS T8
n

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor ¢’ Xc = 0. Ekkor a Csebisev-egyenlétlenség
alkalmazésaval tetszéleges € > 0 esetén.

a(

Ez azt jelenti, hogy

TZn1+"'+Znn >

Jn

< — =0.

) 'Y, ¢'3e
£

g2 g2

CTZn1+' ’ +Znni>0’
Vn
amibd] kovetkezik, hogy a konvergencia eloszldsban is teljesiil. Mivel ¢'¥c = 0 esetén
N(0,c¢"Ye) = 0 majdnem biztosan, a (3.7) konvergencia ebben az esetben bizonyitott.
A (3.7) konvergenciat a ¢’ Y > 0 esetben a Ljapunov-tétel segitségével mutatjuk meg.
Jegyezziik meg, hogy

J J
T T _ 2
c Y,c—c Xc= g ¢+ E cic;jsi; >0,
j=1 ij=1
i#]

tovabba a jobb oldali kvadratikus alak folytonos az s;; komponensekben. Ebbdl kvetkezik,
hogy létezik n( kiiszobszam és € > 0, hogy n > ng esetén

J J
'Y, e> Z c? + Z cici(sij—e) > 0.
j=1 ij=1
i#]
Jelolje K az egyenlGtlenségrendszer kézépsé kifejezését. Ekkor
si = Z D? (CTZW) =nc' B,c>nk > 0.

r=1

Masrészt az L3-normara vonatkoz6 haromszog-egyenlstlenség miatt

J
) 1
VE (1T ZuePP) = llc" Zurllzs < lelllgm (V) llzs + -+ leslllgns (V) s = 0(ns) > |yl
j=1
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3.2. Elméleti eredmények

Mivel Y7, Y5, ... azonos eloszlastak, ezért

sup E (¢ Z*) < o(v/n) <Z |cj]> :

1<r<n

Ekkor a ¢'Z,,, r=1,...,n, n €N, szériasorozat kielégiti a Ljapunov-feltételt 6 = 1 va-
lasztéassal, ugyanis

> E (‘CTZM_E(CTZW) H) ) o E (’cTZW 3) < n-o(\/n) (Zj:l |Cj|>3

- g 3 3
s2+0 s3 n: K3

Ennélfogva a Ljapunov-féle centralis hatareloszlastételbdl kovetkezik, hogy

Toitet T
Tt 2y N(0,cTSe).
vn

Igy a Cramér-Wold-lemmaboél kivetkezik a bizonyitando allitas. [

A 3.2. Tétel bizonyitdsa. A 3.2. Tétel bizonyitasa a 3.3. Allitasbol és a Csorgs és Wu [23]
cikk 2.2. fejezetében bemutatott érvelésbél jon. Legyenek Y7, Y5, ... fiiggetlen exponenci-
alis eloszlasu véletlen valtozok A =1 paraméterrel, és jeldlje S, :=Y1+---+Y,,, meN, a
kapcsolatos részletosszegeket. Legyen tovabba F(z) =1—e ™, z > 0, a valtozok kozos el-

oszlasfliggvénye, és jeldlje F, (z)= % Yo 1 Livi<a), ¢ €R, az empirikus eloszlasfiiggvényt.
Az ismert g g
D 1 n

Uiny o s Upn) = e 3.8

( b , ) (Sn—l—l Sn—l—l) ( )

eloszlasbeli egyenléséghdl kovetkezik, hogy az Uy, ..., U, mintadhoz és d,; tavolsagszint

sorozathoz tartoz6 G, véletlen intervallumgréaf azonos eloszlasu a

Sy Sh
e idni | =G(51, ..., Sn;dn;Sn

g (SnJrl SnJrl ]) g( 1 J +1)
véletlen intervallumgraffal. Ez azt jelenti, hogy az 0sszefiiggé komponensek szama sza-
molhat6 azon helyek szamabdl, ahol az egymés utani Sy, ..., .S, részletosszegek az adott
tavolsagszintnél nagyobb értékkel kiilonboznek egymaéstol. Tehat

n—1 n—1

D

Knj (dnj)zl + Z I{Ym,+l>dnjsn+l} =1+ (n - 1) - Z I{Ym,+1§dan7L+l}

m=1 m=1
n—1

D

=n—Y Tiy<dysnn) = n— (=1 F, 1(dySuin),
m=1

tetszleges j=1,...,J ésn=2,3,... esetén. Mivel F(d,;S,+1)= 1 —e~®iSn+1azt kapjuk,
hogy minden j és n esetén

Ko (dng)—ne™" 5 21— ") — (10— 1) Fyy (dy Soen) 1 F (g Ss) — (1— e s541)]
= nfem S — ] — (10— 1) [Pyt (g Su1) = F (g Sain)] + F (g ).
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3.2. Elméleti eredmények

Mint a Csorgs és Wu [23] cikkben 1évs (2.8) és (2.15) felbontasokban, itt is felbonthatok
a normalt klaszterszamok a konvergencia szempontjabol egy f6- és harom maradéktagra.
Legyen most j=1,...,J ésn=23,... esetén a fGtag és a maradéktagok

Mn] = ,
\/ﬁo-nj
R(l) N ne_ndnj [end"j_dnjsnﬂ —1- (ndm _ dnJSn>]
nj ' \/ﬁan] )
@ . (=) (Fo1(ndng) = F(ndyg)] — [Fu1(dnjSns1) = F(dnjSur1)])
nj - \/ﬁo.nj :
RG . F(dpjSni1) — F(ndp;) + Ly, <nd.;

Ekkor az

nk,(ndy;) = (n—1)F,1(ndn;) + Ly, <nd,;)

azonossag alkalmazasaval algebrailag ellenérizhetd, hogy

Ko (dny) —ne"n
VN0
M) R po)

A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy az R, /, R, , R, maradéktagok sztochasztikusan
konvergalnak nulldhoz, majd ezek utdn meghatarozzuk az M,,; hatareloszlasat. A J =1
esetben Csorgs és Wu [23]| adott a (3.9) felbontashoz hasonlo reprezentaciot, és a téavol-
sagszint sorozatra vonatkozo kiilonbozé feltételek mellett megmutattik a maradéktagok
sztochasztikus konvergencidjat. Szerencsére az altalunk bevezetett RSJ.), Rq(fj) és RS}) tagok
algebrailaé )kifejezhet()’k a Csorgs és Wu altal definialt maradéktagokbol, és ilyen médon

az R%), R,; es RS;.) maradéktagok konvergencidjat bizonyitani tudjuk.

1 2 3
= M+ R\ +RE) + R (3.9)

3.4. Allitas. A 3.2. Tétel feltételei mellett az Rf(llj), Rfé) és RSJ-) maradéktagok sztochasz-
tikusan nullahoz konvergdlnak.

Bizonyitds. Rogzitsiik j értékét, és legyen ,; = /e i (1 —e~"dns). Csérgd és Wu [23]
a 2.1. Tétel bizonyitdsdban megmutatta, hogy ha a d,; tavolsagszint sorozat teljesiti a
(T1) vagy (T3) feltételt, akkor

R(l) o ne—ndn]' [endnj—dann+1 _ 1]
n NS
RO (n—1) ([Fa-1(ndy;) — F(nd,] _~[Fn71(dnjsn+l) — F(dnjSni1)]) P,
J \/ﬁO’nj
R(g) — F(dnjsn+1) L 0.

T g,

P
—0,
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3.2. Elméleti eredmények

Algebrailag ellenérizhetd, hogy

R = 0 Tni 1 <1—&),

n. n.
J T on;  /nog; n
2) 5(2) Ong
R? — R
n n Y
I I O

~ x@0n Fndeg) =Ly, <nd,)

™ ™ O'nj \/ﬁO'nj

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy 6,;/0,; — 1 és 0,,/d,; — co. Abban az esetben, ha
a tavolsagszint sorozat a (T1) feltételt elégiti ki, akkor

e—ndn]‘ 1 _ e—ndnj endnj _ 1

—2ndp; (pndn; 1 _ 22 ndnpi 1 _m242
em 2 (endni —1—n2dy;) e —1—n2d;

ahol hy(z) = (e*—1)/(e* —1—2?), = > 0. A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval lathato,
hogy

) ) e’ —1 ) e’
lim hy(z) = lim ——— = lim =1,
z—0 =0 —1—x2 2-0er—21
vagyis ebben az esetben &,,;/0,; — 1. Hasonl6 médon
2 —2ndn; ( ,ndn; 2 72 —ndp; —2ndn; 2 72 _—2nd,;
Op; € (e —1—nidy;) e " —e M —nidyem M ()"
z, " 2 - I 4y = )
nj nj Nl nj nj

ahol hy(z) = (e7* —e 2" —z%e2*) /x, x > (. Szintén a L’Hospital-szabaly alkalmazasaval
lathato, hogy
e T — 6—213 _ x26—2:c

lim Ay (z) = lim =lim e *(—1)—e 2*(=2) —2ze ¥ — 2% 2" (-2) =1,
x—0 x—0 T x—0

valamint n/d,; — oo, ami egyiitt mutatja, hogy a o,,;/d,; sorozat divergens.
Amennyiben a tévolsagszint sorozat a (T3) feltételt elégiti ki, akkor a tényezdk meg-
felel egyszertisitésével illetve csoportositasaval

% _ \/e_”d"ﬂ' (1 _ e—ndnj) _ \/ endnj _ 1 _ \/ 1 — e—"ndnj R 1’

. ndn; 1 __ 22 o ndpi 0242 ,—ndy;
Onjj \/e*Z"dnj(e"dnj—l—n2d%j) entns —1—nd,, L—emmns —n2d; e

illetve

— OQ.

—2ndy; ( pndy 292
e nj (eMdnj — 1 —n2d= . ndni 1 272
Onj \/ ( ni) ne”d”f\/e n—1—n?dy;

nanjQ

dnj dy;
Az eddigi eredményekbdl azonnal kovetkezik RS]-)L 0.

Az R,(Llj) maradéktagban 16v6 \/nd,,; (1—S,/n) /o,; tag sztochasztikus nullahoz tarta-
sa a Berry—Esseen-tétel segitségével lathato mindkét tipusa tavolsagszint sorozat esetén.
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3.2. Elméleti eredmények

Tetsz6leges € > 0 esetén

P ( —d"jﬁ(1_ﬁ>‘ >g> _p (‘ﬁ(1_i>‘ >5—“"j)
Onj n n dnj

(O e (Owi

_Gn< 5dnj>+1 Gn<8dnj>

Onj 1 Onj 1
= q)(—gﬂ> +0 (—) +1—<D<gﬁ> +0 (—)
dpj Vn dj Vn
On;j 1
—9 1—<1>( ﬂ) o—) o,
(-2(3) o ()
ahol G, jelolie \/n(1—S,/n) eloszlasfiggvényét. Ebbol kovetkezik, hogy R.)) konvergal
nullahoz.
A RS}) maradéktagban talalhato (F(ndn;) — Ity, <na,;1)/(v/non;) mennyiség sztoc-

hasztikus viselkedése a Csebisev-egyenlGtlenségbdl kovetkezik. Vegyiik észre, hogy most
E(y, <nd,;3) = Fndy;) és

D*(Ly, <ndot) = By zndas) = E* Ly, znd,gp) = F(ndyy) = F2 (ndyy) (3.10)
= (1 — e ™dni)e i = 5%.

Azt kapjuk, hogy

F(ndnj) - I{Yn <ndn;}
P
VO,

mindkét tipust tavolsagszint sorozat és minden € >0 esetén. Ezzel sikeriilt megmutatnunk,
hogy RS}) is konvergal nulldhoz.

Amennyiben a tavolsagszint sorozat a (T2) feltételt teljesiti, akkor Csorgs és Wu azt
is megmutatta, hogy

D2 (Liy, <na,. 52 5\ 2
>5>S ({Yng dna}) _ U”J _ 1 (@) — 0

20 2 T 242 22 .
Enoy,; gno,; €N \ Op;

E(lj) - ne="ni [endnjidnjsnﬂ _~1 — (ndy; — dann—l—l)] L 0,
" VNG,

E(Zj) — (n—1) ([Fn—l(ndnj) - F(ndnj] _~[Fn—1(dnjsn+1) - F<dnj5n+1)]) i) 0,
" VG,

—®  FdSuir) —ndpe 4 43700 [Ty, <,y — F(ndyy)] e

R,; = it — 0.

Algebrailag ellenérizhetd, hogy ebben az esetben

RO 7Y _ ndy;e Y,
v NI
2 _ 53

R, =R,;

R®=R"
J J \/ﬁ Onj
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3.2. Elméleti eredmények

A (T2) feltétel mellett

0 < liminf e < limsup e " < 1.

n—oo n—00

Ebbol kovetkezik, hogy 0 < liminf,, . 0,,j, tehat az RS maradéktagban

ndnj Gind"j

VO

Mivel az Y7, Y5, ... sorozat sztochasztikusan korlatos, ezért

— 0.

ndje "o
VN0,
Végiil a Csebisev-egyenl6tlenség és a (3.10) azonossag alkalmazasaval
N
p I{Yn+1§ndnj} _F<nd”j) S>c) < D? (I{Ynéndnj}) _ L @ _ 07
Vo, - e2no? £2n \ op;

nj
minden € > 0 esetén, hiszen o,; < 1. Tehat sikeriilt megmutatnunk, hogy tetszéleges té-

volsagszint sorozat esetén R;?,Rffj) és RS;-) sztochasztikusan tart nullahoz (T2) feltétel
esetén 1s. []

A 3.2. Tétel bizonyitisinak folytatisa. Ahhoz, hogy a (3.9) formulédban szerepls f6tago-
kat vizsgéalni tudjuk, tekintsiik a
ndpie” " (1—x) = Lz<ng,,} — F (ndy;)]

Gnj () := P ; r €R,
nJ

jg=1,...,J,n=12 ..., mérhets fiiggvényeket. Ekkor a fGtag az alabbi alakban &ll elG:

njy — \/ﬁ .

Az a célunk, hogy a 3.3. Allitast alkalmazzuk az M,; fétagra. Az igy kapott g,;(Y;)
véletlen valtozo varhato értékére teljesiil a 3.3. Allités feltétele, mivel

dye i (1Y, )— 1 nd..v— F(nd,;
Onj
B ndnje—ndnj<1—1)— [P(Y} < ndn])—F(ndm)] —0

Unj

Tovabbé vegyiik észre, hogy minden 1 <7 < 75 < J esetén
E(I{Yrgndm-}I{YTSndnj}) = P(Y;' < min(ndm-, ndn])) = F(ndm)u
amibdl kovetkezik, hogy

E [Ny, <ndniy — F (i) [Ny, <nd,;y = F(0dnj)]) = E(Ly, <nd, iy Ly <nd,y)
— E(Lyy, <nd,iy) F(ndng) = F(ndyi) E(Ly, <nd,,;}) + F(ndpi) F (ndy,)
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3.2. Elméleti eredmények

Valamint

ndn;

ndn;
_ — ndnj — —n :
E((1 =Yy, <na,;)) = (I—yle™dy=[(y—1)e ], _/ eV dy = ndyje™" ",
0

[en]

és E((1-Y,)%) = D?(Y,) = 1. Ekkor

ndme—’Ide‘ (1 - Y;) - [I Y -<nd,;} — F(ndm)]
E(gm(Yv«)gm(Yr)) ZE( - rzndui)
ndyje”" 5 (1-Y,) — Ly, <na,,;y — F(ndny)]
O'nj
1
= (ndnie " "ind,je " E ((1-Y,)?) 4+ F(ndp;) — F (ndy) F(nd,,;)
OniOngj
—ndpie """ E((1= Y )y, <nd,}) —ndnje”" " E (1=Y,) Ly, <na,.}))
1
= (ndme_”d”indnje_”d"j 1 —eMni (1 —emdni)(1 — e i)
OniOnj
— ndme’”d"indnje’”d"j — ndnje’”d"j ndm-e’"dm')

e—ndm—ndn]- (endm- 1= n2dm‘dnj)

OniOnj

Ha i < j, akkor a (3.3) feltétel szerint teljesiil a 3.3. Allitas (3.5) feltétele, mig i = j
esetben o, deﬁni?ic’)jabél kovetkezik, hogy E(g;;(Y;)) = 1. Tehat megmutattuk, hogy
teljesiilnek a 3.3. Allitas kovariancidkra vonatkozo feltételei. Mar csak az maradt hatra,
hogy bebizonyitsuk a (3.6) feltevés érvényességét. Haromszor parcialisan integralva

! o 12—2
B ~1P = [ (=yperdys [Cg-nperay =2
0 1

e

illetve

E[I{Yrgndnj} —F(?’Ldn])]g = (1 —F(ndm))?’P(Y} < ndm) + (O—F(ndnj>>3P(Y;~ > ndnj)

= 7% (1 — e7Mni ) 4 (7 Mni — 1)3eni = i (1 — e7ni ) (2T 1),

Ekkor az L3-norméara vonatkozé haromszog-egyenlStlenséget hasznalva

3 ndn; _pa . s 1 1/3
(Bl ()P) < T2 (BY =11%) P 4 (Elly, <,y —~ F(nd))
nj nj
i 12—-2e\% 1 1/3
= [nd —ndys ( e) +—[e_nd"j(l—e_nd”j)(ze_"d"j—1)]
Onj (& Onj
dn’ 12-9 1/3 —ndp; 1— —ndy;\11/3
g (Y )
Jnj (& O'nj

ahol 1/3 2 1
flz)= (55) T aent(loer)s x>0
Ver —1—a2 ’ '
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3.2. Elméleti eredmények

Tovabba a harom kiilénb6z6 tavolsdgszint sorozat mellett meg kell vizsgidlnunk, hogy az
E(]gn;(Y2)]?) = o(y/n) aszimptotika teljesiil-e. Rogzitett j mellett a tovabbiakban a ~
aszimptotikus ekvivalencia alatt azt értjiik, hogy a két oldal hdnyadosa egyhez tart, és
legyen z, = nd,,;. Amennyiben a d,; tavolsagszint sorozat kielégiti a (T1) feltétel, azaz
Tn — 0 és nx,, — 0o, akkor az e* ~ 14z, r — 0, aszimptotika mutatja, hogy
R A

Py ~ 2 I - oo,

1/6”
Tp— a2 Van  zl/

Vagyis

Elgm (V)P ~ —— = Vo).

1,12 (nx,)'/?

Ha a tavolsagszint sorozat a (T2) feltételt teljesiti, azaz

0 <liminf z, <limsupz, < oo,
n—0o0 n—00
akkor léteznek olyan 0 <a<b<oo valos szamok, hogy x,, € [a, b] minden n €N esetén. Mivel
f folytonos a pozitiv félegyenesen, ezért korlatos az [a, b] intervallumon. Ebbdl kovetkezik,

hogy
0 <limsup f(z,) < sup f(z) < occ.
n—00 z€[a,b]
Tehat Elg,;(Y;)|> = f3(x,) egy korlatos sorozat, amib6l kdvetkezik, hogy E|g,;(Y;)|* =
=o(y/n). Ha a tavolsagszint sorozat a (T3) feltételt teljesiti, azaz z,, — 0o és e™ /n — 0,
akkor

_n (19-9e\1/3 | an —a\L
oy 5
! V1—e o —g2e=on

aszimptotikus viselkedés lathato, vagyis

Elgus (VI = 13(0) ~ :(7) ().

Igy mindharom esetben igaz az E (|g,;(Y;)|*) = o(v/n) nagysagrend.
Sikeriilt megmutatnunk, hogy a (gn1(Y;),. .., gun(Ys)) szériasorozatra teljesiil a 3.3.
Allitas 6sszes feltevése. Ekkor az allitasbol kévetkezik, hogy

(gnl(}/l)a s agnJ(}/l)) +- (9n1(Yn), s 7gnJ(Yn))
Vvn

Mivel RLJ),RW) és RS;) maradéktagok sztochasztikusan nulldhoz konvergélnak minden

j=1,...,J esetén, a (3.9) felbontasbol azonnal kovetkezik a tétel allitasa. Ezzel a 3.2.

Tételt bebizonyitottuk. ]

(Mnla-'~7Mnn) = i>./\/’(](072)

3.5. Kovetkezmény. Specidlisan tegyiik fel, hogy J >2 és 0 < J; < Jy < J olyanok, hogy
minden j < Jy esetén a d; tdvolsdgszintek (T1) tipusiak, és minden j > Jy esetén pedig
(T3) tipusiak. Tovabbd tegyiik fel, hogy teljesiilnek az aldbbi feltételek :
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3.2. Elméleti eredmények

(i) Minden i < j < .Jy esetén s;j :=1lim, o \/dyi/dy; € R létezik.
(11) Minden J, <j<Jy esetén cj:=lim,_,o nd,; €R szintén létezik. Ekkor J; <i<j<.J;

esetén '
(e“ —1—cic))

\/(eci—l—cf)(ecf —1—c§).

(111) Minden Jy <1< j esetén pedig s;; == lim,_, € —ldnj—dni)/2 € R §s létezik.
Legyen tovdbbd s;; := s;; és sjj == 1. Ekkor a (3.4) konvergencia érvényes, a

Sij =

Xy 0 0
Y= 0 X 0
0 0 X3

blokkdiagondlis kovarianciamdtrizszal, ahol X1, 3o és X3 blokkok rendre Jy X Jy, (Jo —
—J1) X (Jo—J1) és (J—Jo) x (J —Jy) dimenzidsak. A ¥ mdtriz blokkjaiban taldlhato
komponensek a fent definidlt s;; értékek.

Bizonyitds. A 3.5. Kovetkezmény bizonyitasa a 3.2. Tételbsl kivetkezik azéltal, hogy
ellendriziik az

e~ dni=ndng (endni — 1 —n2d,.d,,;) B e"mni — 1 —n2d,;d,,;

)
Oninj \/(endm- —1—n2d2)(emdi — 1 —n2d2,)

Snij ‘=

1 <i<j < J, sorozat konvergencidjat. Ehhez elég azt megmutatni, hogy s,;; ~ s;;. El6-
szor legyen mindkét tavolsagszint sorozat (T1) tipusi. Hasznédlva az e —1 ~ x, x — 0,
aszimptotikus ekvivalenciat és az (i) feltételt, a kovetkezd aszimptotikus relaciot kapjuk:

ndm—nQdmdnj . ndm 1- ndng i

\/(ndni—nQdii)(ndm—n2dflj) V= ndn)ndn;

Snij ™ Sij-

Amennyiben a tavolsagszint sorozatok kielégitik a (T2) feltételt, akkor az
(e% —1—c4cy)

\/(eci —1—c?)(e—1 —c?)

egyenlGség nyilvanvalo a (ii) feltétel miatt. Amennyiben a tavolsagszint sorozatok a (T3)
feltételt teljesitik, akkor hasznalva az e *x* — 0, z — oo, konvergenciét, tovibba a (i74)
feltételt, azt kapjuk, hogy

. Ve~ nni g=ndn; gnhni (1— e ndni —ednin2d, . d,,;)
" \/(1 — e~ ndni — e=nni (nd,,;)2) (1 — e~"ni — =i (nd,,;)?)
B \/M(l — e~ "ni — emnind, n(dy; — dpg) — " (ndy;)?)
- \/(1 — e~ ndni — e=ndni (nd,,;)2) (1 — e~"dni — =i (nd,,;)?)

@n(dni*dnj) ~ Sij-

Snij ™~ = Sij,
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3.2. Elméleti eredmények

A kiilonbo6z6 tipusi tavolsagszint sorozatok esetén az s,;; sorozatoknak nulldhoz kell tar-
taniuk. Az alabbi harom esetben jel6lje mindig i az els6, j pedig a masodik feltételt
kielégits tavolsagszint sorozatot. A (T1) és (T2) feltételt teljesits tavolsagszint sorozatok
esetén ismét hasznaljuk az e* —1 ~ z, x — 0, aszimptotikat. Ekkor

ooy n ndp;c; _ ndn;(1—c¢;j) 0.

\/(ndm—nQdii)(ecﬁ'—l—c?) \/(1—dm-)(ec]-—1—c§)

Ha a tavolsagszint sorozatok (T1) és (T3) tipusiuak, akkor
nd P — TLQdm'dnj
Snij ™~
’ v (ndy; —n2d2,)edni (1 — e=dni — e=dni (nd,,;)?)
nd,y; (1—nd,;)V e ndni 00
(1 =ndni) \/1—e s — e~ (nd,,;)2 11

Ha pedig (T2) és (T3) tipustak, akkor
(% —1—cind,;)

\/(eci —1—c?)(endni —1—n2d2))
(e —1—cindy,;) Ve i

= — 0.

\/(eCi —1—c2)(1—e i — i (nd,,;)?)

Ezzel bebizonyitottuk a 3.5. Kovetkezményt. [

Snij ™~

Csorgd és Wu [23| mutat jol viselkedd tavolsagszint sorozatokat mindharom tipushoz,
nevezziik ezeket tipikus sorozatoknak. A 3.5. Kovetkezményt fogjuk alkalmazni ezekre a
tipikus sororozatokra. Azaltal, hogy a sorozatokban 1év6 paramétereket jol valasztjuk,
diagonélis kovarianciamétrixot kapunk. Egy tipikus (d,,),—12, . tévolsagszint sorozat (T1)
esetben a d,, =n~“ sorozat tetszéleges o € (1,2) paraméterrel. J; darab ilyen d,; =n=%,
J < Ji, sorozatot véve, oy > g > -+ > vy, paraméterrel a kovarianciamatrixban s;; = 0
adodik minden ¢ < j < J; esetén. Ennek az az oka, hogy

e 1 —n2pin %
e \/(e”"_ai —1—n2(n=%)?)(em 7 —1—n2(n"%)?)
e T 1 —pl-aipl-a;
B \/(6”17% —1— (nl—"‘i)2) (e”lﬂj —1— (nl_af)Q)
en' T en -1
~

1

\/(enl’ %Y 1) er —1
nl_o‘i 1 o 1 a; 1 o
~ elfa-< n naﬂ O‘l—>0
e 7 (1— T(1-qy)

27




3.2. Elméleti eredmények

ahol a gyok alatti sorozat viselkedését a [.’Hospital-szabaly segitségével vizsgaltuk. Ha-
sonloan egy tipikus (d,),—12. . tavolsagszint sorozat a (T3) esetben a d,, = B(logn)/n
sorozat tetszéleges 3 € (0,1) paraméterrel. Igy a d,; = B;(logn)/n, j > Jp, sorozatok, a
Brst1 < Brt2 < --- < By paramétervilasztassal szintén a s;; = 0 értékeket eredményezik
minden J, < i< 7 < J esetén, mivel

efilleen) 1 — 3 (log n)B;(logn)
Snij =
(A0 1 (5, logm))2) (¢ 1 — (5 (log m) ?)
_ nPi —1— B;(logn)B;(log n)
\/(nﬁi —1—(B;(logn))?) (n —1—(B;(logn))?)
nf (1 —n=P —n=Pp;(logn)B;(log n))
\/nﬁi (1—n=fi—n=0(B;(logn))?)n% (1 —n=5 —n=5%(B;(logn))?)
~— =/ 5o
VnBinbi nbBi
Veégiil, legyen 0 < J,—J; <2, ami azt jelenti, hogy a 35 legfeljebb 2 x 2-es matrix. A Jo—
—J1 =0 esetben nincs (T2) tipusi tavolsagszint sorozat, mig a Jo—J; =1 esetén egy ilyen
tipusi sorozat van. Ezekben az esetekben 3.5. Kovetkezmény (i7) feltétele automatikusan
teljesiil. A Jo—J; =2 esetben pedig ha a ¢y, = (e“1+1 —1) /¢y, 41 Osszefiiggés teljesiil, akkor

algebrailag ellendrizhetd, hogy sj,41., =0, igy a 3.5. Kévetkezmény (i7) feltétele teljesiil.
Ezekkel a tipikus sorozatokkal a 3.5. Kévetkezmény a kovetkezs alakot 6lti.

3.6. Kovetkezmény. Az eldzd bekezdésben szerepld tdavolsdgszint sorozatok esetén
D
K, — N;(0,E)),
ahol E; a J dimenzids eqységmdtrix.

Jegyezziik meg, hogy diagonalis kovarianciamétrixot tavolsdgszintek mas sorozatara is
kaphatuk.

3.2.2. Adott intervallumon egyenletes eloszlasbdl szirmazé klasz-
terszamok egyiittes aszimptotikus viselkedése

Legyenek Vi, Vs, ..., V, fiiggetlen, egy ismert [a, b] intervallumon egyenletes eloszlast vé-
letlen valtozok, ahol a,b € R, a < b. Jelslje K%° := K%%(d,) az [a,b] intervallumbol
szarmazo Vi, Vo, ..., V,, mintdhoz és a d,, tavolsdgszinthez tartozéd klaszterszamot, amely

mennyiséget ugyantigy definialjuk, mint a [0,1] intervallumon a K%!(d,) = K, (d,) klasz-
terszamot. Tovabbra is a harom tipusbol szdrmazo tavolsdgszintekhez tartozo K®°(d,)
klaszterszamok egyiittes viselkedésével foglalkozunk. Ebben az esetben is belathato egy,
a 3.2. Tételhez hasonlo allitas.

Legyen J>1 természetes szam, és legyenek d,; <d,» <...<d,; tdvolsdgszint sorozatok.
A KZ}b(dnj) jeloli a megfelel6 d,; tavolsagszinthez tartoz6 klaszterszamot, j =1,...,J.
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3.2. Elméleti eredmények

Legyenek
2
ab _ ndnj ab _Q"dnj ndnj Tldnj
m,; =ne e, O, = 4| € e (e bma —1— (m , (3.11)
valamint
1 Ka,b(d a,b Ka,b d a,b T
Ka,b _ nl N1) — My nJ( TLJ) — My 3.12
n_\/_ a,b o a,b ) ( )
n On1 Ong

Ekkor igaz a kdvetkezo allités:

3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy a d,; sorozatok mindegyike kielégiti a (T1), a (T2) vagy a
(T3’) feltétel valamelyikét, ahol

ndy

(T3’) nd,; — 00, ne” s — o0.
Tegyiik fel tovdbbd, hogy létezik s;; valds szdm, amire

_ndp;  Mdnj ndni ndm ndnj b ab . .
e b-a ba <eba _1_b—ab—a [0 T = Sijs 1<i<j<lJ, (3.13)

és legyen s;; =1 és s;; 1= s,;. Ekkor érvényes a
D
K — N;(0,%) (3.14)
konvergencia a ¥ = (8;); j=1,..s kovarianciamdtrizszal.

Bizonyitds. A 3.7. Tétel kozvetlen kovetkezménye a 3.2. Tételnek, koszonhetSen az [a, b]
és a [0,1] intervallumok kozotti lineéris transzformalcionak. Természetesen mind a mintét,
mind a tavolsagszinteket transzformalni kell,

Vi—a 0,1 dp;
pr— d’. pr—
b—a’ "o h—a

Ui

aminek kovetkeztében az Gj valtozora az 0 tavolsagszint sorozatokkal teljesiilnek a 3.2.
Teétel feltételei, ekkor

dn
Kt = K2 (72 ) 22 A6(0.3),

amivel a tételt bebizonyitottuk. [

A 3.5. Kovetkezmény megfelelgjét ebben az esetben is be lehet bizonyitani.

3.8. Kovetkezmény. Teqyiik fel, hogy J > 2 és 0 < J; < Jo < J olyanok, hogy minden
J < i esetén a d,; tdvolsdgszintek (T1) tipusiak, és minden j > Jo esetén pedig (T3’)
tipusuak. Tovabbd tegyiik fel, hogy teljesiilnek az aldbbi feltételek:
(1) Minden i < j <.Jy esetén s;j :=1lim, o \/dni/dy; € R létezik.
(it’) Minden J; <j<J, esetén c;:=lim,_, % €R szintén létezik. Ekkor J<i<j<.J,
esetén
(e% —1—cc)

\/(eci—l—cg)(ecﬂ' —1—c§).

Sij -
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(111’) Minden Jy <1< j esetén pedig s;j :=lim,_, e Mdnj—dni)/2(b=a) c R 45 létezik.
Legyen tovdbbd s;; := s;; €s sjj == 1. Ekkor a (3.14) konvergencia érvényes, a

S 0 0
S=| 0 5 0 (3.15)
0 0 %4

blokkdiagondlis kovarianciamdtrizszal, ahol 31, 3o és X3 blokkok rendre Jy X Ji, (Jo —
—J1) X (Jo— 1) és (J—Jo) x (J —Jy) dimenzidsak. A X mdtriz blokkjaiban taldlhato
komponensek a fent definidlt s;; értékek.

3.2.3. Ismeretlen intervallumon egyenletes eloszlasb6l szarmazo
klaszterszamok egyiittes aszimptotikus viselkedése

Legyenek Vi, Vs, ..., V, fiiggetlen, egy ismeretlen [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasi
véletlen valtozok, ahol a,b € R, a < b, valamint legyen V) ,,...,V,, a hozzi tartozo
rendezett minta. A 3.2. és 3.7. Tételek megfelelGit keressiik tgy, hogy az intervallum
végpontjait becsiiljiik az a,, = Vi ,, legkisebb, és a by, = Von legnagyobb mintaelemmel.

Hasonloan az eddigi jelolésekhez, adott J > 1 természetes szam és adott d,; <---<d,s
tavolsagszintek esetén f(nj (dy;) jeloli a megfelel d,,; tavolsagszinthez tartozo klasztersza-
mot, j=1,...,J. Legyenek

2
R _ M R _9 A"d"hj "dnJ ndnj
Mpj = ne bn—in Onj= | € Fnon [ ebn-an —1— o
—Qa
n n

~ ~ T
K _ L <Kn1(dn1)_mnl KnJ(dnJ)_an>

On1

valamint

(3.16)

a-nJ
3.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 3.7. Tétel feltételei, és tekintsik az ott definidlt

Y kovarianciamdtrizot. Ekkor R
K, 25 N (0,%). (3.17)

A 3.9. Tétel bizonyitasa el6tt kimondunk két lemmét, amit hasznéalni fogunk. Az elsé
a Szluckij-lemma egy altalanositasa:

3.10. Lemma. Legyenck X, = (Xn1, Xpoy -, Xps) ', Ly = (Ln1, Lpo, ..., Lyy) " és S, =

=(Sn1, Sn2s -, Sny) T, n=1,2..., R7-értéki véletlen vektorokbol dllé sorozatok, és legyenek
Ln= (L1, ln2y - -y lng) " €8 8p="(5n1,5n2,...,507)" €ER’ determinisztikus sorozatok. Tegyiik

fel, hogy létezik Y R7-értéki véletlen vektor gy, hogy

<Xn1_ln1 XnJ_an)T D

ey —Y,
Snl SnJ

és tetszdleges 0 < j < J esetén (Lnj—1y;)/snj —p 0 €s Sy;/sn; —p 1. Ekkor

an - Lnl XnJ - LnJ i D
( Snl ’ 7 SnJ >
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3.2. Elméleti eredmények

Bizonyitds. A Cramér-Wold-lemma szerint elegendd azt bebizonyitani, hogy tetszéleges
c=(c1,...,c;)" € R’ vektor esetén

n n' D
gc] J I 2y

n]

A feltevésbdl kovetkezik, hogy
J
X —ln;
3 et 2, oy,

j=1 n

ekkor a Szluckij-lemma szerint elegendd azt belatni, hogy
J J

an - lnj an - Lnj
P IV ; A

Jj=1

P
—0,

A haromszog-egyenlétlenség alkalmazasaval a lemma feltételeibél kovetkezik, hogy
J J

N e

Lnj lnj Lnj ﬂ + an . ﬁ

Snj Snj Snj Snj Snj Snj

Snj Snj \Onj Snj Snj

 Xoj—Lu;
nj Snj

—= C]
7=1
J
Lyi—1,; Lpi—Li|| 8 X, — s .
<D ey ([t | P g | P g ) P
j=1 nj nj nj nj nj

amit bizonyitani akartunk. [

Tsmert, hogy az n(b—b,) és az n(a,—a) valtozoknak van nemdegeneralt hatareloszlasa.
Ennek bizonyitasa példaul megtalalhato [54]-ben. Ebbdl kovetkezik az alabbi lemma.

3.11. Lemma. Minden o <1 esetén
na(b—én)io és na(&n—a)i 0.
Most méar foglalkozhatunk a 3.9. Tétel bizonyitasaval.
A 8.9. Tétel bizonyitdsa. Vegyiik észre, hogy tetszéleges j esetén Ko;(dy;) = KZ}b(dnj).
Ekkor a 3.7. Tétel és a 3.10. Lemma szerint elegend6 azt megmutatni, hogy

~ a,b ~92
Mg — My , Onj .
— T P g i Py =1, (3.18)

s (07)?
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3.2. Elméleti eredmények

Mivel b, —a,, <b—a majdnem biztosan teljesiil, és a Lagrange-tétel miatt minden x <y
esetén e —e | < |x —yle”™ érvényes, igy a kovetkezd becslést kapjuk:

—ndy, i nd,, ‘ i
’mnj | =n |ebn- ar]L —e# nd”] ndnz o b‘i;
"h—a b, —a,
<nd,, b = — (b= )| s <2 nj’bn_b‘ﬂaiade‘%,
el (b—a)(bu )
Ennélfogva

bn—b nl = nJ
m nj an]% —a

1 e
2
\/—|b b|+|a an|ndnj d'” 6727;{”(3 ezdjlj_l_ ndnj
b — Gy b— a b—a

::V%Mn—bm+v%M—4%hp<n¢”)
(b — ) b—a)’

ahol p(z) = z/vVe*—1—22%, = > 0. Vizsgaljuk meg a ¢(x) folytonos fiiggvényt a (0, c0)
intervallumon. A I’Hospital-szabaly kétszeri alkalmazasaval

, x? . 2x ) 2
lim (o))" = lim g = lim o = lim 2= =0,

tovabba elemi hatirérték szamolasi modszerekkel

- xe
lim p(x) = lim ——— = lim =0
IHOOSD( ) v—00 /et — ] —g2 w00 \/l—e T —g2e 7

(SIS

Igy () egy korlatos fiiggvény. Ekkor a (3.18) formula elsé konvergencidja kovetkezik a
3.11. Lemmabol o = 1/2 paraméterrel.

A mésodik konvergencia bizonyitdsahoz legyen ¢(x) = x/(1 —e™® —z%e™), x> 0.
Szintén vizsgaljuk meg a 1 (x) folytonos fiiggvényt a (0,00) intervallumon. Elészor is,
mivel 1l —e ™ <x és 0 <zxe ™ <1, igy

T T 1
= > = >1, > 0.
() l—e®—22e* g—g2¢e* 1—ge® v

Masrészt, mivel a v fliggvény derivaltja folytonos fiiggyvény a pozitiv félegyenesen véges
hatarértékekkel a 0 és oo helyeken, ezért a derivalt korlatos fliggvény a (0, 00) interval-
lumon. Legyen K a |¢/| fiiggyvény egy korlatja. Ekkor a Lagrange-tételbdl kovetkezik,
hogy

[W(y) —v@)| < Kly—=|,  z,y>0,

tehat a ¢ fiiggyvény Lipschitz-folytonos a (0, 00) intervallumon.
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

Most méar foglalkozhatunk a (3.18) formula méasodik konvergencidjaval. Azt kapjuk,
hogy

ndp ndn j 2
9 6728”17&" ebn—an — ] — <M>
o°. bn—an
= -1

nj 1
b B i ; 2
P (L ()
_Andnj ) 2 _Andnj
—nd ( 1 _L) L—e bn-an — (%) e bnin
=€ "\ bp—an b-a rr 3 —1
1 7n(in]- ndnj 7n(in]-
—e b—a — — e b—a
b—a a1 1) ()
= _ e " n](i,n—&n_m>%_1
~ nd. -
bn —Qp, ¢(ﬁ)
TLdn]' _ Andnj
= Ab_a/ e_nd"j(l;nidn_ﬁ) w< b—a ) dd}(bn&n) + Ab_a e—ndnj (m_bia> 1
bn_dn ?ﬂ(%) bn_d"

Mivel mindharom esetben nd,,; <logn elég nagy n esetén, ezért a 3.11. Lemmabol kovet-
kezik, hogy

A

Ogndm (A 1 _bla) ,(b_a>_(i2n_&n)<10gn(b—i)n)—|—logn<dn_a) P

< = — 0.
(bp—an)(b—a) (bp—an)(b—a)
Ekkor a v fiiggvény tulajdonsiagai miatt a (3.18) mésodik konvergenciaja is teljesiil:

Tnj —l‘gAb_a e"d"j<5n1dn’71“>K-ndw‘< : b : )

(owh)? by, — i b—a b —a,

n— On

b—a o (e —ve) g

= n*‘in
~
bn —an

L0

Ezzel bebizonyitottuk a 3.9. Tételt. [J

3.3. Statisztikai eredmények és szimulicid

3.3.1. Tesztstatisztikak

Adott X, ..., X, minta egy ismeretlen F'(x), x€R, eloszlasfiiggvényii véletlen valtozobol.
Tesztelni szeretnénk azt az egyszert nullhipotézist, hogy

H()ZF:F(),

ahol most Fy a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét jeldli.
Tetsz6leges J > 1 esetén legyenek a d,; < ... <d,;, n €N, tavolsagszint sorozatok
olyanok, hogy mindegyik sorozat kielégiti a (T1), (T2) vagy (T3) feltételek valamelyikét.
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

Tovabba tegyiik fel, hogy a (3.3) feltétel teljesiil, és a 3.2. Tételbeli ¥ kovarianciamatrix
nem szingularis. Legyen K, a (3.1)-ben definialt vektor. Ekkor a (3.4) konvergenciabol a
nullhipotézis mellett kovetkezik, hogy a tesztstatisztika

C =K 'K, 212, (3.19)

ahol x% a J szabadsigi foka khi-négyzet eloszlas. fgy a C, probastatisztikaval tesztel-
hetjiik a Ho nullhipotézist. Ezt a tesztet nevezziink klaszterteszinek. A (3.19) formulabol
kovetkezik, hogy ennek a tesztnek az aszimptotikus kritikus értékei a J szabadsagi foku
khi-négyzet eloszlas kvantilisei. Mivel ez a konvergencia nagyon lasst, célszerd inkdbb a
tesztstatisztika empirikus kvantiliseit hasznalni. Errél részletesen a 3.3.2. fejezetben irunk.

Jelolje F a véges zart intervallumon vett egyenletes eloszlasok csaladjat. Tekintsiik
azt az Osszetett nullhipotézist, hogy a minta valamelyik egyenletes eloszlasbol szarmazik,
tehat

Ho: FeF.

Legyenek a d,; <...<d,;, n € N, tavolsagszint sorozatok olyanok, melyek kielégitik a
3.9. Tétel feltételeit. Ekkor teljesiil

C,=K'S 'K, 2y (3.20)

Ez alapjan gy tiinhet, hogy az dsszetett nullhipotézist lehet tesztelni az el6z6 bekezdéshez
hasonloan. A probléma az, hogy mivel nem ismertjiik az a és b pontos értekét, ezért a
Y kovarianciamatrix komponenseit se tudjuk meghatarozni, emiatt a C), statisztika egy
adott minta alapjan nem szamolhato ki. Eppen emiatt az Osszetett nullhipotézist egy
masik modszerrel fogjuk tesztelni. Egy lehetséges megoldas, hogy az adatokat a [0,1]
intervallumba transzformaljuk, ami a kovetkezd lemma alapjan lehetséges.

3.12. Lemma. Legyenek Vi,...,V, figgetlen, az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsi
véletlen vdltozok, és legyen Vi, <...<V,, a rendezett minta. Ekkor minden régzitett n
esetén

Vin_‘/ln Vn—ln_‘/ln D
— ., —— | =Uip2,..., Uy 0, 2), 3.21
(Vn,n_‘/l,n’ ’ Vn,n_‘/i,n ( L2 2 2) ( )
amely eloszldsbeli egyenldség jobb oldaldn a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi
Uy, ...,U,_5 vidltozokhoz tartozo rendezett minta dll.

Bizonyitds. Ezen eloszlasbeli egyenl@séget a mar hasznalt (3.8) egyenlGséggel bizonyit-

juk. Ehhez legyenek Y7, Vs, ... fliggetlen, A=1 paraméterd exponencialis véletlen valtozok,
(mint a 3.2. Tétel bizonyitasaban,) és jelolje Si:=Y]+---+Y} a részletosszegeket. Tovab-
ba Uy, < ... <U,, az Up,...,U, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazo

mintdhoz tartoz6 rendezett minta. Jegyezziik meg ismét, hogy ekkor

S Sh
(Ul,na"'aUn,n)g( ! 7"'7—)7

Sn—i—l Sn—i—l
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

és ebbdl kovetkezik, hogy

VQ,n*a Vl,n*a Vn—l,n*a Vl,n*a
<‘/2,n_‘/1,n Vn—l,n_‘/l,n) o < b—a  b—a b—a " Tbh—a >

e — — ey — —
Vn,n - ‘/1,n Vn,n - Vvl,n —Vrgn a_ —Vl’n a Vnn—a — —Vl’n a
—a b—a b—a b—a
Ss 8 Sn_1 S
D [ Snt1 Snt1 Snt1 Snt1 o }/2 }/2 +- 4 Ynfl
Sn _ _S1 ? Sn S }/'2_|__|_Yn’ ’ }/'2++Yn
Sn+1 Sn+1 Sn+1 Sn+1
D Sl Sn—2 o
= gy T —(Ul,n727--~7Un72,n72)7
Sn—l Sn—l

ami pontosan az, amit bizonyitani akartunk. [

Tetsz6leges J > 1 esetén tekintsiink a d,; < ... < d,; tavolsagszint sorozatokat gy,
hogy minden sorozat teljesiti (T1), (T2) vagy (T3) feltételek valamelyikét. Tegyiik fel,
hogy a (3.3) feltétel érvényes, és alkalmazzuk ra a (3.1) formuldban bevezetett statisztikat
az atskalazott ((Vgn —Vin)/Van = Vin), o o, (Vacin — Vin)/ (Van — V1n)) mintara. Te-
hat jelolje f(n,zj(dnj) a d,; tavolsigszinthez tartozo klaszterszamot az atskalazott minta
esetén, j=1,...,J, és legyen

. . T

~ 1 K, _91(dp1) —my,— K, s 5(dng)—my,_

K, i — 2,1(dn1) 21 2.7(dn.y) 2,J (3.22)
Vn On—2,1 On—2,J

az atskalazott mintahoz tartozo normalizalt klaszterszam vektor. Legyen tovabba I a 3.2.

Tételben definialt kovarianciamatrix az atskalazott minta esetén. Ekkor (3.21)-bél és a

3.2. Tételbdl a nullhipotézis mellett kovetkezik, hogy

crod = KT 5K,y 22 (3.23)

Ezek szerint a C™°4 probastatisztikaval tesztelhets a H, dsszetett nullhipotézis. Ezt nevez-
ziink mddositott klaszterteszinek. Mivel a (3.23)-beli konvergencia lasst, hasonléan C,,-hez,
ezért az empirikus kritikus értékek hasznélatat javasoljuk.

3.3.2. A tavolsagszint sorozatok optimadlis valasztasa és a kritikus
értékek

A C, és C™o tesztstatisztikak nullhipotézis melletti pontos eloszlasa ttl bonyolult ah-
hoz, hogy meghatérozzuk. Tovabbéa Csorgd és Wu [23] megmutattak, hogy a 3.2.1. fejezet
végén bevezetett tavolsagszint sorozatok esetén a K,;(d,;) statisztika konvergencia sebes-
sége O(n~*logn) vagy rosszabb. Igy a konvergencia minden j-re és emiatt egyiittesen
is nagyon lassi. Ezt tamasztja ald a szimulacios eredményeket tartalmazo 3.2. tablazat
is. Emiatt az aszimptotikus kritikus értékek nem alkalmazhatok a tesztelésre, és ezért
szimuldcioval hataroztuk meg a C,, és C™°4 tesztstatisztikdk empirikus kritikus értékeit.

Els6 korben azt vizsgaltuk meg, mely tavolsdgszint sorozatok mellett legnagyobb a
C,, ereje. Ehhez szamos esetet Gsszehasonlitottunk, a J értéke 2 és 6 kozott mozgott, a
kordbbiaknak megfelelGen J, — J; < 2, valamint a valasztott tavolsidgszint sorozatok 3.6.
Kovetkezménybeliek voltak. Az eredményeket a 3.1. tdblazat tartalmazza. A J, az o, a ¢
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

3.1. tablazat. A kritikus értékek (ugos) és a C, klaszter teszt ereje (%-ban megadva) a ¢
és go alternativikkal szemben kiilonbo6z6 J és kiillonb6zG paraméterd tavolsagszint
sorozatok esetén 0,05 szignifikanciaszint, n = 100 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett.

J‘ o c 5‘ U0,05‘917@:3/2‘927@:();9>j:5
21 1,5 - 05| 6,52 6 14
2 - 1 05| 6,75 9 o6
2115 1 -1 6,20 13 70
2113 1 - | 6,06 14 77
21,1 1 -1 641 16 84
31 1,5 1 05| 8,38 10 61
31 1,1 1 0,9 10,68 14 85
41 1,1 1 09
- 1,7 - 111,96 14 88
4111 0,5 09
- 1,3 - 112,34 16 88
4119 1 0,1
- - 0,91 12,01 13 85
6|19 05 0,1
1,1 1,3 09 16,65 16 87
61,9 1 0,1
1,1 1,7 09| 15,74 16 89

és a (3 oszlop a vélasztott paramétereket jeloli, mig az g5 oszlopban az adott paraméte-
rekhez és 0,05 szignifikanciaszinthez tartozé empirikus kritikus értékek talalhatok.

Ezek utan azt vizsgaltuk meg, hogy a kivélasztott paraméter beallitasok mellett a C),
tesztnek mekkora az ereje az alabbi két alternativaval szemben, melyeket strtiségfiige-
vényiikkel definialunk.

2¢71pt? ha 0<t<1/2
1. g1(t) = et e U= / ahol p > 0,
2071p(1—1)¢, ha 1/2<t<1,

2. ¢o(t) =1+ pcos(mjt),t € [0,1], ahol p € [-1,1].

Az elsé alternativat a 0=3/2, a masodik alternativat a p=0,9, j=5 paraméterrel vizsgaltuk.
A klaszterteszt %-ban kifejezett erejét a tablazat utolso két oszlopa tartalmazza. Lathato,
hogy a C, klaszter teszt a legnagyobb er6t a J=6¢s a1 =19, s =1,1,c =1, co =e—
—1,, =0,1, By = 0,9 paraméter valasztas esetén éri el. A C™° modositott klaszter teszt
hasonléan viselkedik.

El6zetes szimulacié utan meghataroztuk a C,, és C;?Od statisztikdk oy =1,9, as=1,1,¢1=
=1,co=e—1,5; =01, B = 0,9 paraméterekhez tartozd kritikus értékeit kiilonb6z6 min-
taméretek és szignifikanciaszintek mellett. Az eredményeket a 3.2. tablazat tartalmazza.
A tablazat utolso sora, az n = oo eset tartalmazza a x% eloszlasbol szarmazo kritikus
értékeket, ami a két teszt esetén megegyezik.
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

3.2. tablazat. A C, klaszter teszt és a C™°4 modositott klaszter teszt kritikus értékei
kiilonb6z6 mintaméret (n) és szignifikanciaszintek (0,10; 0,05 és 0,01) esetén, az
ismétlések szama 200 000.

Ch Cpned
n 090 095 0,99 n 0,9 095 0,99

20 13,05 15,69 21,86 20 16,29 19,32 25,90
o0 12,36 15,26 22,32 50 13,33 16,07 22,65
100 12,71 15,74 23,34 100 13,03 15,96 23,22
200 12,77 1598 23,68 200 1291 16,00 23,63
500 12,59 15,68 23,24 500 12,65 15,71 23,19
1000 12,34 15,38 22,64 1000 12,29 15,34 2234
oo 10,65 12,59 16,81

3.3.3. A tesztek ereje

A 3.1. tablazat tartalmazza a C, és C™°¢ statisztikik erejét a g, és go alternativikkal
szemben. A kovetkezd lépésben azt vizsgaltuk meg, hogy a teszteknek mekkora az ereje az
aldbbi tovabbi alternativakkal szemben. Minden alternativ eloszlast vagy a strtiségfiiggveé-
nyével (g3, g4) vagy a kvantilisfiiggvényével (G5 ') adunk meg. A kdvetkezd alternativakat
hasznaljuk:

3. g3(t) = c(Q(j))eZi:l Obe(®) ¢ € [0,1], ahol by fiiggvények Legendre-polinomok a [0,1]
intervallumon (ldsd Abramowitz és Stegun [1], 22.7.10), és 09 = (6,,...,0;) € R",
¢(AY)) normalizalo konstans.

4. Béta eloszlassal kontaminalt egyenletes eloszlas:
ga(t) =1=0+0(p+q)/(C(p) +T(" ' (1-t)"",  te01],  oe€[01],

5. G5 () =1/2+(t—(1—1)?)/2),t € [0,1], ahol o > 0.

Azért ezeket az alternativakat valasztottuk, mert 6ssze akartuk hasonlitani az aj C,
és Cmod teszteket az Inglot és Ledwina [48] altal bevezetett ,data driven smooth” Ny
teszttel, amir6l ismert, hogy szamos alternativaval szemben nagy er6t képvisel. A hipo-
tézisek vizsgalatat mi magunk nem hajtottuk végre, hanem a [48] cikkbdl a 2., 3. és 4.
tablazatokbol vettiik. Altalaban a ,data driven smooth” Ny teszt tiinik a legerésebbnek
a szimulacios eredmények alapjan. A klaszter és a modositott klaszter teszt egyenletesen
gyengébben teljesit, kivéve a nagyon oszcillalo stirtségfiiggvénnyel rendelkezd alternativak
esetében, ahol a klaszter tesztek majdnem olyan jol vagy jobban viselkednek mint Npy
teszt. Példaul p=1,00 és 7 =10 paraméterid g, alternativaval szembeni ereje a két klaszter
tesztnek 100% és 99% (lasd 3.3. tablazat).

Ezek utan megrajzoltuk a harom osszehasonlitott teszt 1. (3.1. Abra) és 5. (3.2. Ab-
ra) alternativaval szembeni erdfiiggvényét a jobb Osszehasonlithatosag céljabol. Mindkét
esetben az erdt az alternativa paraméterének fiiggvényében abrazoltuk a [0,3] intervallum
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

3.3. tablazat. Az Ny, C,, é&s C™°4 tesztek ereje (%-ban megadva) az go, g3 és gu
alternativiakkal szemben 0,05 szignifikanciaszint esetén, n = 100 mintaméret és 200 000
ismétlés mellett.

Alt o Jj p q 0 Np C, Cmd
g 045 1 78 15 12
g 060 4 7134 29
g 0,75 7 81 62 54
g2 1,00 10 75 100 99
73 2 (0,2-0,3) 73 12 9
g5 5 (0:0;0:0:0,4) 76 22 18
g3 8 (0;0;0;0;0;0;0;-0,5) 90 42 36
gs 0,25 2,0 10,0 73 16 15
gs 0,50 08 1,5 61 10 09
9. 0,10 0,1 0,1 68 36 26

300 helyen véve a paraméter értékét, 0,05 elséfaju hibavaloszintiség és n =100 mintaméret
mellett. Az 5. alternativa a p=0 esetben a [0,1/2] intervallumon egyenletes eloszlast, mig
a o=1 esetben pedig a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast ad, ezért adja a modositott

klaszter teszt mindkét paraméter érték mellett az els6faju hibavaloszintséget (lasd 3.2.
Abra).

0,81

0,6 -

0,44

0,29

0

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

3.1. abra. Az Np; (vastag vonal), a C, (pontozott vonal) és a C™° (szaggatott vonal)
tesztek ereje a g, alternativa p paraméterének fiiggvényében. Az elséfaju
hibaval6szintiség 0,05, a mintaméret n = 100, az ismétlések szama 200 000.

Mindkét klaszter teszt konzisztencaja nehéz kérdés, mivel egy Csorgd és Wu tipusi
tételt kellene bizonyitani nem egyenletes minta esetén. A szimulaciébol ugy tinik, hogy a
két 1j teszt konzisztens, mivel a ndvekvé mintaméret nagyobb er6t eredményez. Példaul
a C, teszt ereje a o = 0,80 és j = 8 paraméterii g, alternativaval szemben n = 20, 50 és
100 mintaméret mellett 26%, 48% és 75%; valamint ugyanezen alternativaval szemben,
0=1,00 és j =12 paraméterekkel, n =20, 50 és 100 mintaméret mellett 31%, 85% és 100%.

Az erévizsgalat konkluzitja, hogy a klaszter tesztek rosszabbul viselkednek, mint maés
egyenletesség tesztek, kivéve a nagyon oszcillalo alternativak esetében. Azok a mintak
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3.3. Statisztikai eredmények és szimulécio

természetiiknél fogva jol klaszteresednek, amelyek periodikus stirtiségfiiggvényti alternati-
vabol valok.

3.2. dbra. Az Ny, (vastag vonal), a C, (pontozott vonal) és a C™°4 (szaggatott vonal)
tesztek ereje a 5. alternativa ¢ paraméterének fiiggvényében. Az elséfaju
hibaval6szintiség 0,05, a mintaméret n = 100, az ismétlések szama 200 000.
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4. fejezet

Illeszkedésvizsgalat normalis
eloszlascsaladra

4.1. A kvantilis korrelacioteszt normalis eloszlascsalad
esetében

Ebben a fejezetben az a célunk, hogy a normalis eloszlascsalddhoz valo illeszkedést tesz-
teljiikk. Erre a célra a del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34|
altal bevezetett normalitastesztet fogjuk hasznalni, mely az eloszlasok L?-Wasserstein-
tavolsagan alapul. Jegyezziik meg, hogy ezt a tesztet altalanositotta del Barrio, Cuesta-
Albertos és Matran [33] nem normalis eloszlascsaladokra is.

Legyen Py(R) azon valdszintiségi mértékek halmaza R-en, melyeknek létezik a masodik
momentumuk. A Py és P, € Po(R) valoszintiségi mértékek L2-Wasserstein tavolsaga

W(Py, P) i=inf {[E(X; — Xo)*]"?: L(X)) = P, L(X,) = P},

ahol £(X) az X véletlen véltozo eloszlasat jeloli. Kvantilisfiiggvények segitségével ponto-
san szamolhato ez a tavolsag (lasd példaul Bickel és Freedman [7]):

1/2

e ey = | [ 70 -5 wpal

ahol F ' illetve F, ' a P illetve a P, eloszlasokhoz tartozo kvantilisfiiggvények.

Egy eloszlascsalad és egy adott eloszlas tavolsdgat ugy definidljuk, mint az adott el-
oszlasnak az eloszlascsalad tagjatol vett téavolsagainak infimumat. Legyen P € Py(R) tet-
sz6leges valoszintiségi mérték, és legyen az eloszlasfiiggvénye F, varhato értéke o és a
szordsa og. Jegyezziik meg, hogy ekkor

/01 F(t) dt:/_oo vdF(x)=po  és /01 (Fl(t))th:/_oo AP () = 02 412

o0 (0.9)
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4.1. A kvantilis korrelacioteszt

Ekkor a P eloszlas tavolsagnégyzete az N normalis eloszlascsaladtol
2

W?(P,N) :=inf{(W?(P, N*) : N* € N} = inf /1 (F-l(t) - (,u+cr<I>_1(t))> dt

neER

:iréufa{/ol <F1(’5))2dt—2/01 Fl(t)(u;@l(t)) dt+/01 (M+0<I>1(t))2dt}

= inf {(agwg) —2p10p1— 20 /U 1 FH ()27 (t) dt+(02+u2>}

- (/01 FHt)d (1) dt)2}

>0

— ;IGIIE {(MO—M)2+U§+ (0—/01 FL)d (1) dt)

o>0

. ( /0 1 F‘l(t)q)‘l(t)dt)

A szamolasbol lathato, hogy P ahhoz a normalis eloszldshoz van a legkozelebb, amelyik-
nek p = o a varhato értéke és o = fol F7Ht)®~1(¢)dt a szorasa. Megjegyezziik, hogy a
W?(P,N) /o2 hényadosra nincs hatassal P eltolas illetve skila valtozasa. Ennélfogva jo
mértéke lehet a nem-normalitdsnak, ugyanis minél nagyobb ennek a toértnek az értéke, a
P annél tavolabb van a normaélis eloszlascsaladtol.

Ha adott egy F' eloszlasfiiggvénytd Xy, ..., X, véletlen minta, akkor a Hy: FF € N
osszetett nullhipotézis ellendrzésére megadhaté a W(P, N) /oy hanyados empirikus valto-
zata. Az empirikus valtozatot gy definidljuk, hogy a P eloszlasat az empirikus eloszléssal
helyettesitjiik. Ekkor egy eltolas- és skalamentes statisztikat kapunk:

2 k 2
LW [hewetwd] [T X L e 0
nE T T 52 - 5 4
Erdekessége a tesztnek, hogy az illeszkedésvizsgalat két nagy osztalyahoz is tartozik. Egy-
részt agy tesztel eloszlascsaladhoz vald tartozést, hogy a mimimum tavolsag modszerét
hasznalja. Masrészt legyen v, = (V1p, ..., Vpp) ' & Ugy = (1;/_711)/71 oLty dt,k=1,...,n,
komponensekbdl allo vektor. Ekkor a 2.2.2. fejezetben hasznalt jeloléssekkel tekintsiik a

(n v, X,—1"v, - lTXn)2
(n v, v, — (1Tun)2) (n X)X, - (1TXn)2)

statisztikat. Mivel a standard eloszlas varhato értéke 0, teljesiil az 17w, = (72 ®71(t) dt=0
egyenl@ség, amibdl

2

2

:02<an Xn) =

(Zzzl anXk,n)Q

T, G2
nv,)v,Sz2

p2(’/m Xn) -

Mivel a p?(v,, X,,) egy korrelacioteszt, és mivel v v, — 1, ezért a ,spanyolok” T), tesztje
aszimptotikusan ekvivalens ezzel a korrelacioteszttel.

Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34] megvizsgaltik a
tesztstatisztika nullhipotézis melletti aszimptotikus viselkedését. Két alakban sikeriilt el6-
allitaniuk a hatareloszlast. Az elsé Brown-hid funkcionéljaként, a masodik véletlen valto-
z0k soraként. Jelolje ¢ a standard normalis stirtségfiiggvényét, ekkor az eredményiiket a
kovetkezd tételben foglaljuk Gssze.
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4.2. Szimulacio

4.1. Tétel (del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34]). Legyen

Ha F € N, akkor

a2 [ POEE O [ B0 )08,

R O () @*(271(t))
p 3 =Z-1
:_§+j23 P

ahol (Z;)%25 fiiggetlen, standard normdlis eloszldsi véletlen vdltozdk sorozata.

A kovetkezd fejezetben ennek a tesztnek az erGvizsgalata taladlhato.

4.2. Szimulacio

4.2.1. A hatareloszlas és a szimulalt kritikus értékek

A 4.1. Tételben szerepls hatar véletlen valtozo eloszlasfliiggvényét kétféleképpen szamitot-
tuk ki, mindkét esetben numerikusan a hatar véletlen valtozo6 soros alakjabol kiindulva.
Az els6 alkalommal a hatér valtozo karakterisztikus fiiggvényébdl indultunk ki, és de Wet
és Venter [31] technikdjat hasznaltuk. Meghataroztuk a hatar véletlen valtozo karakterisz-
tikus fiiggvényét, majd numerikus inverzidéval kaptuk a hatar eloszlasfiiggvényt. Jelolje ¢
az aszimptotikus karakterisztikus fiiggvényt. Ekkor a fliggetlenség, a majorans konvergen-
ciatétel és a x7 eloszlas karakterisztikus fiiggvényének alkalmazaséval

z2-1
z‘t<_§+2§°3 g ) 5 Tr i 77 S T 1
=3 g -3 —it t=L -3 —it
qS(t) = Fle =e 21t||ele' eI ) =e 2’t||ez1—’
-t
j=3 j=3 1—223

minden ¢ € R esetén. Szeretnénk olyan alakban felirni ezt a karakterisztikus fiiggvényt,
amely szamitogépes numerikus szamoléssal konnyebben megkaphatd. Ehhez keressiik
o(t)=7(t)e™® alakban, ahol r(t) = |¢(t)| az origotol valo tavolsaga és U(t) a ¢(t) komplex
szém iranyszoge. Elemi szamolasbol ellendrizhetd, hogy |(1—2it/j)Y?| = (1442 /)4,
tovabba sinh(x) =z ]2, (1+2?/(k*7?)), € R, (ldsd Abramowitz és Stegun [1], 4.5.68).
Ezekbdl azt kapjuk, hogy

r(t) = e’%”He (R —_ - - H<1+4 >_4
= (sinh(27))"F (2rt(14+4)(1+62))F,  teR.
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4.2. Szimulacio

Tovabba, mivel az ei3t, e ', (1 —2it/§)~'/? komplex szamokhoz rendre a —3t/2, —
—t/j,1/2arctan(2t/j) irdnyszogek tartoznak, ezért

3. 1 2t 2t

I(t) = —§t+ 3 ]z_; (arctan T 7) : teR. (4.2)
A r sugarfiiggvény alakjabol kénnyen lathato, hogy [, [¢|*r(¢)dt < oo minden k=12, ...
esetén, igy a H hatar eloszlasfiiggvény végtelen sokszor differencidlhato, és az inverzios
formula szerint elGall

_ 1 [e@®) gy g L [T .
H(y)—H(0) = o (1—e ™) dt = - /0 ; [sind(t) +sin (ty —I(t))] dt,
y € R, alakban. Ezt az integralt szamitogép segitségével szamoltuk ki kovetkez6 médon. A
¥ fiiggvényt a (4.2) sor elsé 10000 tagjaval kozelitettiik, és a fenti improprius integralt 0
és 100 kozott numerikusan integraltuk. Els6é kdrben y értékét kellGen nagynak valasztva,
kozelitleg megkaptuk 1— H(0) értékét, amibsl H(0) mar konnyen szamolhato volt. Ezek
utin a H fiiggvényt a [—5,5] intervallumon meg tudtuk hatarozni. Az eredményekbdl
kittinik, nem érdemes b&vebb intervallumon dolgozni, ugyanis H(—5) ~ 0 és H(5) ~ 1.

A masik ut, ahogyan a H eloszlasfiiggvényt meghataroztuk, maganak a 4.1. Tételbeli
hatar véletlen valtozonak a szimulicidja volt, természetesen a soros alakot hasznélva.
Szamitogépen legeneraltuk a valtozot 1000 000 példanyban gy, hogy a valtozot definialo
sor elsé 5000 tagjat vettiik, majd felirtuk a kapcsolatos empirikus eloszlasfiiggvényt. A két
eljarasbol szarmazd empirikus eloszlasfiiggvények 3 tizedes pontossaggal megegyeztek, ami
arra utal, hogy sikeriilt nagy pontossaggal meghatirozni a H elméleti eloszlasfiiggvényt.
A vizsgalat eredményeit a 4.1. dbra tartalmazza.

1 0,006

0,004 1

0,002 -

0 T T T T 1] T T T T

4.1. abra. Az aszimptotikus eloszlasfiiggvény (balra) és a siirtiségfiiggvény (jobbra)

Ezek utan a del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34] altal
bevezetett n(T,, —a,) tesztstatisztikat vizsgaltuk meg, melyet a tovabbiakban a szerzék
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4.2. Szimulacio

neve utan csak BCMR-probanak fogunk nevezni. ElGszor a tesztstatisztika empirikus el-
oszlasfiiggvényét hataroztuk meg, abbdl a célbol, hogy megkapjuk a statisztika kritikus
értékeit. Az n <500 mintaméretekre 1000000 generalast végeztiink, és ezek alapjan irtuk
fel az eloszlasfiiggvényt. Az 500-nal nagyobb mintaméretek esetén, a futési id6 kordaban
tartasa céljabol, az ismétlések szamat fokozatosan csokkentettiik, de minden mintaméret
esetén legalabb 5000-szer elvégeztiik. Az N oszlopa tartalmazza az ismétlések szamat. A
kapott empirikus eloszlasfiiggvényt a 4.2. abra, a kapcsolatos kritikus értékeket a 4.1. tab-
lazat tartalmazza. Az abran és a tablazatban az el6z8 bekezdésben kapott aszimptotikus
eloszlasfiiggvényt és kritikus értéket is feltiintettiik. Lathato, hogy a konvergencia sebessé-
ge mindenhol lassi. Ez kiilonGsen igaz, a kicsi kvantilisekre, de a tesztelés szempontjabol
fontos kvantilisek magas tartomanyaban is.

1 1
0,98 0.8 -
0,96 0,6 -
A
190000
0,94 0.4
100
0,92 02
0,9 0 T T T T
05 0 05 1 15 2 25 5 -3 -1 1 3 5

4.2. abra. Az n(T,,—a,) BCMR tesztstatisztika eloszlasfiiggvénye n = 10, 20 (pontozott
vonal), 50 mintaméret esetén és az A-val jelolt vastagabb vonal bal oldalon az
aszimptotikus eloszlasfiiggvény (balra). Ugyanez n = 100 és 100 000 mintaméret esetén

(jobbra).

Amint a 4.1. tablazatbol kittinik a 0,15, 0,10 és 0,05 szignifikanciaszintek esetén az
aszimptotikus kritikus érték alacsonyabb, mint az adott mintamérethez tartozo kritikus
érték. Ez azt jelenti, hogy a tesztelés soran az aszimptotikus kritikus értékeket hasznalva
az elvetések ardnya magasabb, mintha az adott mintamérethez tartozé egzakt kritikus
értékeket hasznalnank, vagyis a teszt els6faja hibaja nagyobb a tervezettnél. A kritikus
értékek hasonloan viselkednek a 0,01 szignifikanciaszint esetén, ha a mintaméret nagyobb,
mint 35. Mindez arra vilagit r&, hogy helyesebb az adott mintamérethez tartozé kritikus
értéket hasznalni.

4.2.2. A teszt erejének vizsgalata

Egy szimulacidos vizsgalatban kiértékeltiik a BCMR-teszt erejét, és hét masik normali-
tés teszttel hasonlitottunk Ossze. A hétbdl 6t tesztnek az erejét szimulécids tanulmény
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4.2. Szimulacio

4.1. tablazat. Az n(T,, —a,) BCMR tesztstatisztika kritikus értékei 0,15; 0,10; 0,05 és
0,01 szignifikanciaszintek esetén.

n N 085 0,90 0,95 0,99

10 1000000 -0,08 0,07 0,232 0,93
15 1000000 -0,15 0,02 0,31 1,02
20 1000000 -0,19 0,00 0,31 1,07
35 1000000 -025 -0,05 0,30 1,15
50 1000000 -0,28 -0,07 0,30 1,19
100 1000000 -0,33 -0,10 0,29 1,24
200 1000000 -0,37 -0,13 0,29 1,27
500 1000000 -0,40 -0,15 0,28 1,29
1000 200000 -0,42 -0,16 027 1,29
2000 100000 -0,44 -0,18 0,26 1,27
5000 100000 -0,45 -0,20 025 1,27
10000 100000 -0,46 -0,20 0,26 1,32
20000 100000 -0,46 -021 0,24 1,23
50 000 5000 -0,49 -0,22 0,21 1,17
100 000 5000 -0,49 -021 0,22 1,18
co 1000000 -0,63 -0,35 0,11 1,13

keretei kozott mi magunk vizsgaltuk meg, az utols6 két tesztre vonatkozo eredménye-
ket mas forrasbol gytijtottiik Ossze. Fzen tesztek koziil az els¢ Shapiro-Wilk W-tesztje
[65], amit n = 20 és n = 50 esetén hasznaltuk az Gsszehasonlitasban. Ez a teszt azért is
kiilondsen érdekes, mert a BCMR-teszt és W-teszt aszimptotikusan ekvivalens. Mivel a
W-teszt egyiitthatoi az n = 100 mintaméret esetén nagyon nehezen szamolhatok, ezért
ebben az esetben a Shapiro-Francia |63] W’ -tesztet hasznaltuk. Az EDF-tesztek koziil
a Kolmogorov—Smirnov [51| D-teszt Stephens [71]| altal javasolt modositott valtozatat,
és az Anderson-Darling [4] A2-tesztet valasztottuk. A negyedik teszt, amit bevettiink az
osszehasonlitasba, egy striiségbecslésre alapozott teszt, Bowman és Foster [9] integralt
négyzetes hiba ISE-tesztje fix maggal. Az 6todik teszt Epps és Pulley [38] BHEP-tesztje
a=1 paraméterrel, ami az empirikus karakterisztikus fiiggvényt hasznalja. Végiil bevettiik
az Osszehasonlitasba Kallenberg és Ledwina [50] ,data driven smooth” tesztjét és Cabana,
és Cabana [11] ,focused” tesztjét. Mivel az utolsé két publikicioban az alternativiknak
meglehetGsen széles halmazara szamitanak eréket, ezért n=20 és n=>50 mintaméret esetén
a megfelel6 Table V és Table 4 tablazatokbol vettiik az erdket.

A szimulécits vizsgalatba azon alternativ eloszlasokat vettiink be, amelyeket Shapiro,
Wilk és Chen [63] valamint Gan és Koehler [42] hasznaltak az ¢ szimulacids vizsgéla-
tukban. Jeldlje U illetve Z a [0,1] intervallumon egyenletes illetve a standard normélis
eloszlasu véletlen valtozot.

Az alternativ eloszlasok:
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4.2. Szimulacio

= W

w

10.

11.

12.

. Beta(p,q), p,q >0, jelolje a Béta eloszlast, melynek stirtiségfiiggvénye

_ Tlp+q)
0= T

ahol (o) = [ 2* e~ da, o € (0, 00).

(1—t)7 1 te(0,1),

. CN()\,0?%), 0< X <1 és 0 >0 paraméterekkel a kontaminalt normaélis eloszlas, amely

a kovetkez6 eloszlasfiiggvénnyel van definidlva

F(x)=(1=-X\)®(z)+\0(z/0), reR.

. A Gumbel-eloszlas, melynek eloszlasfiiggvénye F(x)=1—e"¢, z € R,
. A HalfN(0,1) eloszlas, amely a |Z| véletlen véltozo eloszlasa.
. A Laplace-eloszlas, melynek siirtiségfiiggvénye f(t) = e /2, t € R.

. A Lognormal (magyarul lognormél) eloszlés a e? véletlen valtozo eloszlasa.

A Logistic (magyarul logisztikus) eloszlas, melynek stirtiségfiiggvénye

fit)y=e'(1+e")72, teR.

. SB(7,9), v €R,d >0, egy korlatos Johnson-eloszlas, a e(Z=7/9 /(1 +eZ=7/%) vélet-

len valtozo eloszlasa, valamint SU(7, §) egy nemkorlatos Johnson-eloszlas, melynek
eloszlasa a sinh((Z —+)/d) véletlen valtozo eloszlasa.

. Két haromszog eloszlas, Triangle(I) és Triangle(IT), melyek rendre az alabbi stiri-

ségfiiggvényekkel vannak definialva:

f)y=1-1t|, te[-1,1], és ft)y=2-2t, te[0,1].

TruncN(a,b), a,b € R, a < b, legyen az a és b helyeken levagott standard normalis
eloszlas, a Z I,<z<yy eloszlésa.

T()\), A >0, a Tukey-eloszlas, az U* — (1 —U)* véletlen valtozo eloszlésa.

A Weibull(k), k > 0, eloszlas, melynek stirtiségfiiggvénye

F)=kt"e " t>0.

A bemutatott teszteket a fenti alternativakkal szemben egy olyan szimulécios vizsgalat
soran tanulményoztuk, ahol a szignifikanciaszint 0,10 és 0,05, a mintaméret n = 20, 50 és
100 volt, és 200000 mintat generdltunk le. A vizsgalt alternativak a /f; ferdeség és (3
lapultsag értékek alapjan lettek besorolva a tablazatokba.

Az alabbi tablazatokban talalhatok ezen szimulécios vizsgalat eredményei.
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4.2. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek szazalékban megadott
empirikus ereje szimmetrikus vékony széld, kozel normalis és vastag széld alternativakkal
szemben 0,05 szignifikanciaszint esetén, n = 20 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett.

Alternativak /8, B, BCMR W ISE BHEP D A?

Beta(0,5;0,5) 0 1,50 67 73 50 47 32 59
Beta(1;1) 0 1,80 16 20 14 13 10 16
Beta(1,1;1,1) 0 1,85 13 16 12 11 8 13
Beta(1,3;1,3) 0 1,93 9 11 9 8 7 9
Beta(1,5:1,5) 0 2,00 78 71 6 6 8
Beta(2;2) 0 2,14 4 5 5 5 5 5
T(0,7) 0 1,92 9 11 9 8§ 7 10
T(1,5) 0 1,75 21 25 17 16 12 20
T(3) 0 2,06 5 6 5 5 5 6
SB(0;0,5) 0 1,63 38 44 30 28 19 35
SB(0; 0,707) 0 1,87 12 14 11 10 9 13
Triangle(I) 0 2,40 3 3 3 3 4 4
TruncN(-1;1) 0 1,94 8 10 8 8 7 9
TruncN(-2;:2) 0 2,36 4 3 4 4 4 4
TruncN(-3;3) 0 2,84 4 4 4 4 5 4
T(0,1) 0 321 6 6 6 6 6 6
SU(0; 3) 0 3,53 8§ 8 7 76 7
SU(0;2) 0 4,51 13 12 12 129 11
Logistic 0 4,20 13 12 11 11 9 10
Student(10) 0 4,00 10 10 9 9 7 9
T(10) 0 5,38 82 81 79 72 90 90
Laplace 0 6,00 28 26 28 27 22 26
SU(0; 1) 0 36,2 44 43 47 2 35 41
SU(0:0,9) 0 821 52 50 52 50 43 49
Cauchy 0 oo 88 87 88 87 84 87
Student(2) 0 oo 55 53 54 53 45 51
Student(3) 0 oo 35 34 34 34 26 32
Student(4) 0 oo 25 24 23 23 18 22
Student(5) 0 9,00 20 19 18 18 13 16
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4.3. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4zalékban megadott
empirikus ereje aszimmetrikus vékony- és vastag sz¢éld alternativikkal szemben 0,05
szignifikanciaszint esetén, n = 20 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a * jeloli a

100% empirikus erdt).

Alternativik /B B, BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(2;1) -0,57 2,40 28 30 25 26 18 18
Beta(3;2) 029 2,36 707 7 77 5
TruneN(-2;1)  -0,32 2,27 8 10 9 9 7 6
TruncN(-3:1) 0,55 2,78 14 14 12 12 9 7
TruncN(-3;2) -0,18 2,65 4 4 4 4 5 3
Weibull(4) -0,09 2,75 4 4 4 5 5 4
Weibull(3,6) 0,00 2,72 4 4 4 4 5 4
Weibull(2,0) 0,63 3,25 15 15 14 15 10 18
SB(0,533;0,5) 0,65 2,13 69 72 59 59 44 70
SB(1;1) 0,73 291 29 30 27 29 19 34
SB(1;2) 028 2,77 6 6 6 6 6 8
Half N(0:1) 0,97 3,78 43 44 37 30 24 44
SU(1;1) -5,37 93,4 73 73 T2 73 61 62
SU(1;2) 0,87 5,59 91 20 20 91 15 12
Triangle(IT) 0,57 16,4 28 30 25 26 18 32
Gumbel 1,14 5,40 31 32 31 29 20 17
X 283 15,0 98 98 95 96 88 98
Exp(1/2) 200 9,00 83 84 76 78 53 84
XZ 1,41 6,00 52 53 48 50 33 56
Lognormal 6,18 1139 93 93 90 91 79 93
Weibull(0,5) 6,62 87,7 * % 99 99 98 *
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4.2. Szimulacio

4.4. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4dzalékban megadott
empirikus ereje szimmetrikus vékony széld, kozel normaélis és vastag széld alternativakkal
szemben 0,05 szignifikanciaszint esetén, n = 50 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a

* jeloli a 100% empirikus erct).

Alternativak /B, B BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(0.5,0.5) 0 1.50 % 98 98 80 99
Beta(1,1) 0 1.80 68 88 58 54 26 56
Beta(l.1,1.1) 0 1.85 58 81 50 16 22 47
Beta(1.3,1.3) 0 1.93 39 65 37 33 16 33
Beta(1.5,1.5) 0 2.00 27 50 28 24 12 24
Beta(2,2) 0 2.14 12 27 16 13 8 13
T(0.7) 0 1.92 40 67 38 34 17 34
T(1.5) 0 1.75 80 94 67 63 32 66
7(3) 0 2.06 21 45 18 15 8 16
SB(0,0.5) 0 1.63 9% 99 &9 87 55 90
SB(0,0.707) 0 1.87 52 75 48 43 21 44
Triangle(I) 0 240 4 9 6 5 4 5
TruncN(-1,1) 0 1.94 39 64 33 29 14 30
TruneN(-2,2) 0 2.36 410 6 5 5 5
TruncN(-3,3) 0 2.84 3 5 5 4 5 A4
T(0.1) 0 3.21 7 6 6 6 6 6
SU(0,3) 0 3.53 11 8 8 9 7 8
SU(0,2) 0 4.51 23 16 16 18 12 17
Logistic 0 4.20 22 14 15 16 12 16
Student(10) 0 4.00 16 12 11 13 9 12
T(10) 0 5.38 x g9 98 x x
Laplace 0 6.00 55 42 b4 52 44 H4
SU(0,1) 0 36.2 78 67 75 76 65 75
SU(0,0.9) 0 821 8 79 85 8 76 85
Cauchy 0 oo * 99 * * 99 X
Student(2) 0 o0 87 81 86 8 78 85
Student(3) 0 o0 66 56 59 61 49 60
Student(4) 0 oo 19 38 40 43 31 41
Student(5) 0 9.00 37 28 29 31 21 30
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4.2. Szimulacio

4.5. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4zalékban megadott
empirikus ereje aszimmetrikus vékony- és vastag sz¢éld alternativikkal szemben 0,05
szignifikanciaszint esetén, n = 50 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a * jeloli a

100% empirikus erdt).

Alternativik /3 8, BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(2,1) -0.57  2.40 81 90 69 72 46 64
Beta(3,2) 0.29  2.36 18 30 19 20 12 14
TruncN(-2,1) -0.32  2.27 29 47 26 27 15 20
TruncN(-3,1) -0.55  2.78 43 53 30 35 20 24
TruncN(-3.2) -0.18  2.65 5 8 6 6 5 4
Weibull(4)  -0.09  2.75 4 6 6 5 5 4
Weibull(3.6) 0.00 2.72 3 5 5) 4 5 4
Weibull(2.0) 0.63 3.25 40 44 30 36 21 38
SB(0.533,0.5) 0.65 2.13 * 99 98 98 90 99
SB(1,1) 073 2.91 T84 67 T2 47T 75
SB(1,2) 0.28  2.77 9 12 10 11 8 12
Half N(0,1) 0.97 3.78 93 9 79 83 57 &9
SU(1,1) -0.37 934 98 97 97 98 94 96
SU(1,2) -0.87  5.59 44 39 36 41 28 30
Triangle(II) 0.57 164 81 90 69 71 45 77
Gumbel(0,1) 1.14  5.40 68 68 57 65 44 50
% 283 15.0 x ok x k%
Exp(1/2) 2.00  9.00 £ 99 £ 96 *
X2 1.41  6.00 94 96 87 91 70 93
Lognormal 6.18 113.9 ook * oox ok
Weibull(0.5)  6.62  87.7 £k ok x %
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4.2. Szimulacio

4.6. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4dzalékban megadott
empirikus ereje szimmetrikus vékony széld, kozel normaélis és vastag széld alternativakkal
szemben 0,05 szignifikanciaszint esetén, n = 100 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett
(a * jeloli a 100% empirikus erét).

Alternativak /B, B BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(0.5,0.5) 0 150 B x g9 *
Beta(1,1) 0 1.80 *96 95 95 39 96
Beta(1.1,1.1) 0 1.85 98 89 &9 89 50 90
Beta(1.3,1.3) 0 193 90 70 76 6 36 75
Beta(1.5,1.5) 0 2.00 76 49 61 62 26 59
Beta(2,2) 0 2.14 40 18 35 34 15 32
T(0.7) 0 1.92 92 72 77 78 37 77
T(1.5) 0 1.75 * 99 98 98 69 99
T(3) 0 2.06 69 39 42 2 15 43
SB(0,0.5) 0 1.63 x ok x gy *
SB(0,0.707) 0 1.87 96 84 87 87 48 87
Triangle(I) 0 240 8 3 9 8 5 8
TruncN(-1,1) 0 194 90 69 73 72 31 72
TruneN(-2.2) 0 2.36 10 3 10 9 6 9
TruneN(-3,3) 0 2.84 3 2 5 5 5 5
T(0.1) 0 3.21 79 6 7T 6 7
SU(0,3) 0 3.53 15 18 9 10 8 10
SU(0,2) 0 4.51 36 41 23 27 17 26
Logistic 0 4.20 33 37 22 25 16 24
Student(10) 0 4.00 25 28 14 17 11 16
T(10) 0 5.38 R * x4
Laplace 0 6.00 81 84 82 80 70 82
SU(0,1) 0 36.2 96 97 95 95 89 95
SU(0,0.9) 0 821 98 99 98 98 96 98
Cauchy 0 oo oK * koox X
Student(2) 0 o0 99 99 98 99 96 98
Student(3) 0 oo 89 90 84 86 73 85
Student(4) 0 oo 7376 62 67 49 65
Student(5) 0 9.00 28 63 43 50 33 48
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4.2. Szimulacio

4.7. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4zalékban megadott
empirikus ereje aszimmetrikus vékony- és vastag sz¢éld alternativikkal szemben 0,05
szignifikanciaszint esetén, n = 100 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a * jeloli a
100% empirikus erdt).

Alternativik /3 8, BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(2,1) -0.57  2.40 ook 97 98 82 97
Beta(3,2) -0.29 2.36 49 30 40 45 23 35
TruncN(-2,1) -0.32  2.27 77 55 55 61 30 53
TruncN(-3,1) -0.55  2.78 87 76 59 69 28 59
TruncN(-3,2) -0.18  2.65 8 4 8 8 7 6
Weibull(4)  -0.09  2.75 5 3 7 7 6 5
Weibull(3.6) 0.00 2.72 4 2 6 5 b )
Weibull(2.0) 0.63  3.25 77 67 53 66 39 67
SB(0.533,0.5) 0.65 2.13 * kA x ok *
SB(1,1) 0.73 291 99 98 95 97 81 98
SB(1,2) 0.28 2.7 18 13 15 19 13 20
Half N(0,1) 0.97 3.78 % 98 99 91 *
SU(1,1) 537 93.4 £ % I
SU(1,2) -0.87  5.59 70 71 56 66 48 56
Triangle(II) 0.57 164 * 99 97 98 82 99
Gumbel(0,1) 1.14  5.40 94 92 &4 92 73 84
% 283 15.0 x ok £k
Exp(1,/2) 2.00  9.00 O x ok x
v 141 6.00 x99 x g5 %
Lognormal 6.18 113.9 ook * oox ok

T * % %

Weibull(0.5)  6.62  87.7
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4.2. Szimulacio

4.8. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek szazalékban megadott
empirikus ereje szimmetrikus vékony széld, kozel normalis és vastag széld alternativakkal
szemben 0,10 szignifikanciaszint esetén, n = 20 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett.

Alternativik  /B; f BCMR W ISE BHEP D A?

Beta(0.5,0.5) 0 1.50 82 8 68 68 48 74
Beta(1,1) 0 1.80 31 36 27 27 19 28
Beta(1.1,1.1) 0 1.85 26 30 23 23 17 24
Beta(1.3,1.3) 0 1.93 19 21 18 18 14 19
Beta(1.5,1.5) 0 2.00 15 18 15 15 12 15
Beta(2,2) 0 214 11 12 12 11 10 12
T(0.7) 0 1.92 20 23 18 19 14 19
T(1.5) 0 L75 37 42 32 32 21 33
T(3) 0 2.06 12 15 12 12 10 12
SB(0,0.5) 0 1.63 o7 63 48 48 32 51
SB(0,0.707) 0 1.87 24 28 23 23 17 23
Triangle(I) 0 2.40 T8 8 7 8 8
TruncN(-1,1) 0 1.94 18 21 17 17 13 17
TruncN(-2,2) 0 2.36 8§ 8 8 § 9 9
TruncN(-3,3) 0 2.84 9 9 9 9 9 9
T(0.1) 0 3.21 12 11 11 11 11 11
SU(0,3) 0 3.53 14 13 13 13 12 13
SU(0,2) 0 4.51 20 19 19 19 16 18
Logistic 0 4.20 19 18 18 18 15 17
Student(10) 0 4.00 16 16 15 16 13 15
T(10) 0 5.38 89 88 &6 80 95 94
Laplace 0 6.00 37 35 38 36 32 36
SU(0,1) 0 36.2 52 50 52 51 44 50
SU(0,0.9) 0 82.1 60 58 60 58 53 58
Cauchy 0 oo 91 90 91 90 88 91
Student(2) 0 oo 61 60 61 60 54 59
Student(3) 0 oo 43 41 42 41 35 40
Student(4) 0 oo 33 31 32 31 26 30
Student(5) 0 9.00 27 26 25 25 21 24
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4.2. Szimulacio

4.9. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4zalékban megadott
empirikus ereje aszimmetrikus vékony- és vastag sz¢éld alternativikkal szemben 0,10
szignifikanciaszint esetén, n = 20 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a * jeloli a

100% empirikus erdt).

Alternativik /3 8, BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(2,1) 057 2.40 43 46 38 40 28 29
Beta(3,2) 029  2.36 14 15 14 15 13 11
TruncN(-2,1) -0.32  2.27 17 19 17 17 14 12
TruncN(-3,1) -0.55 2.78 24 25 22 23 17 14
TruncN(-3,2) -0.18  2.65 9 9 9 9 9 8
Weibull(4)  -0.09 2.75 9 9 9 9 10 8
Weibull(3.6)  0.00 2.72 8 7 9 9 9 9
Weibull(2.0)  0.63  3.25 24 25 23 24 18 29
SB(0.533,0.5) 0.65 2.13 82 84 73 74 58 81
SB(1,1) 0.73  2.91 43 45 40 43 30 48
SB(1,2) 028 2.77 13 12 12 12 11 15
Half N(0,1) 097 3.78 57 59 50 52 36 60
SU(1,1) 537 93.4 79 79 79 80 70 70
SU(1,2) 0.87  5.59 29 29 28 29 23 19
Triangle(II)  0.57 16.4 43 46 38 40 28 47
Gumbel 114 5.40 41 42 39 41 30 26
% 2.83  15.0 99 99 98 98 94 99
Exp(1/2) 2.00 9.00 90 90 85 8 70 90
2 141 6.00 64 65 60 62 45 68
Lognormal  6.18 113.9 96 96 94 94 86 96
Weibull(0.5)  6.62  87.7 ok * 99 ¥
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4.2. Szimulacio

4.10. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek szazalékban megadott
empirikus ereje szimmetrikus vékony széld, kozel normalis és vastag széld alternativakkal
szemben 0,10 szignifikanciaszint esetén, n = 50 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett.

Alternativik /B; f BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(0.5,0.5) 0 150 £ £ g9 99 91 *
Beta(1,1) 0 1.80 84 95 73 73 42 72
Beta(1.1,1.1) 0 1.85 76 91 66 65 36 63
Beta(1.3,1.3) 0 1.93 59 80 53 52 28 49
Beta(1.5,1.5) 0 2.00 45 68 42 41 23 38
Beta(2,2) 0 2.14 25 43 27 25 16 23
T(0.7) 0 1.92 60 82 54 53 29 50
T(1.5) 0 1.75 91 98 &0 80 49 80
T(3) 0 2.06 38 64 30 29 16 28
SB(0,0.5) 0 1.63 99 * 95 95 72 94
SB(0,0.707) 0 1.87 70 88 64 63 35 60
Triangle(I) 0 2.40 9 19 11 11 9 10
TruncN(-1,1) 0 194 58 80 49 48 25 46
TruncN(-2,2) 0 2.36 10 20 13 12 10 11
TruncN(-3,3) 0 2.84 7 10 9 9 10 9
T(0.1) 0 3.21 13 11 12 12 13 12
SU(0,3) 0 3.53 18 13 14 15 13 15
SU(0,2) 0 4.51 31 22 25 2% 20 26
Logistic 0 4.20 30 20 24 25 20 25
Student(10) 0 4.00 24 17 19 20 16 19
T(10) 0 5.38 Xk 99 x
Laplace 0 6.00 64 50 65 63 56 64
SU(0,1) 0 36.2 83 T4 82 82 74 81
SU(0,0.9) 0 821 90 83 &9 89 83 &9
Cauchy 0 oo oK * ook X
Student(2) 0 oo 90 85 90 00 84 89
Student(3) 0 oo 72 62 68 68 50 68
Student(4) 0 oo 56 45 50 52 41 51
Student(5) 0 9.00 46 35 38 40 31 39
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4.2. Szimulacio

4.11. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek szazalékban megadott
empirikus ereje aszimmetrikus vékony- és vastag sz¢éld alternativikkal szemben 0,10
szignifikanciaszint esetén, n = 50 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a * jeloli a

100% empirikus erét).

Alternativik /3 8, BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(2,1) -0.57  2.40 91 96 81 84 61 77
Beta(3,2) 0.29  2.36 32 46 31 33 21 24
TruncN(-2,1) -0.32  2.27 A7 65 39 42 25 32
TruneN(-3,1) -0.55  2.78 60 69 44 50 31 37
TruncN(-3,2) -0.18  2.65 11 16 12 12 11 9
Weibull(4) -0.09 2.75 9 12 11 11 10 9
Weibull(3.6) 0.00 2.72 8 11 10 9 10 9
Weibull(2.0) 0.63 3.25 o4 59 42 49 32 52
SB(0.533,0.5) 0.65 2.13 ooF 99 99 95 *
SB(1,1) 0.73 291 88 92 79 83 61 86
SB(1,2) 0.28  2.77 17 21 17 19 15 21
Half N(0,1) 0.97 3.78 97 98 88 91 71 94
SU(1,1) -0.37 934 99 98 98 99 96 98
SU(1,2) -0.87  5.59 53 A7 46 51 39 40
Triangle(II) 0.57 164 91 96 81 83 60 87
Gumbel(0,1) 1.14  5.40 77 76 68 75 57 61
% 283 15.0 x ok S
Exp(1/2) 2.00  9.00 £k £ 98 %
X2 1.41  6.00 97 98 92 95 81 96
Lognormal 6.18 113.9 ook * oox ok
Weibull(0.5)  6.62  87.7 £k ok x %
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4.2. Szimulacio

4.12. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek szazalékban megadott
empirikus ereje szimmetrikus vékony széld, kozel normalis és vastag széld alternativakkal
szemben 0,10 szignifikanciaszint esetén, n = 100 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett.

Alternativik  /B; f BCMR W ISE BHEP D A?

Beta(0.5,0.5) 0 150 BEE R
Beta(1,1) 0 1.80 £ 99 98 98 76 99
Beta(1.1,1.1) 0 1.85 99 96 95 96 67 95
Beta(1.3,1.3) 0 1.93 96 86 86 88 53 86
Beta(1.5,1.5) 0 2.00 88 70 75 78 42 74
Beta(2,2) 0 2.14 59 35 50 53 27 47
T(0.7) 0 1.92 98 88 &8 90 55 88
T(1.5) 0 1.75 £ x99 99 84 *
T(3) 0 2.06 85 61 o8 61 27 60
SB(0,0.5) 0 1.63 I £ 97
SB(0,0.707) 0 187 99 94 91 95 66 94
Triangle(D) 0 2.40 19 8 16 16 10 15
TruncN(-1,1) 0 1.94 96 85 83 86 48 &4
TruncN(-2,2) 0 2.36 21 9 19 19 12 17
TruncN(-3,3) 0 2.84 7T 5 10 9 10 9
T(0.1) 0 3.21 14 16 12 13 12 13
SU(0,3) 0 3.53 22 26 16 18 14 17
SU(0,2) 0 4.51 45 51 33 38 27 36
Logistic 0 4.20 42 47 32 35 25 34
Student(10) 0 4.00 33 38 23 26 19 25
T(10) 0 538 £k % £k
Laplace 0 6.00 87 90 89 87 80 88
SU(0,1) 0 36.2 97 98 97 97 93 97
SU(0,0.9) 0 82.1 99 99 99 99 98 99
Cauchy 0 oo ook * Kook X
Student(2) 0 oo 99 99 99 99 98 99
Student(3) 0 o 92 93 8§89 90 81 &9
Student(4) 0 oo 79 82 70 75 60 73
Student(5) 0 9.00 66 71 5%} 60 45 59
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4.2. Szimulacio

4.13. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sz4dzalékban megadott
empirikus ereje aszimmetrikus vékony- és vastag sz¢éld alternativikkal szemben 0,10
szignifikanciaszint esetén, n = 100 mintaméret és 200 000 ismétlés mellett (a * jeloli a
100% empirikus erét).

Alternativik /3 8, BCMR W ISE BHEP D A2

Beta(2,1) -0.57  2.40 ook 99 99 91 99
Beta(3,2) -0.29 2.36 67 48 55 61 37 50
TruncN(-2,1) -0.32  2.27 89 74 70 76 45 68
TruncN(-3,1) -0.55  2.78 95 88 73 81 53 73
TruncN(-3,2) -0.18  2.65 17 10 15 16 13 12
Weibull(4) -0.09 2.75 10 7 13 13 12 11
Weibull(3.6)  0.00  2.72 8§ 5 11 11 10 10
Weibull(2.0) 0.63 3.25 87 81 67 78 53 79
SB(0.533,0.5) 0.65 2.13 x kA x ok x
SB(1,1) 0.73 291 * 99 98 99 89 99
SB(1,2) 0.28 277 20 23 25 30 21 31
Half N(0,1) 0.97 3.78 ook 99 * 96 *
SU(1,1) 537 93.4 £k ok I
SU(1,2) -0.87  5.59 77T 78 66 75 59 65
Triangle(Il) 057 16.4 x99 99 91 *
Gumbel(0,1) 1.14  5.40 97 96 90 95 82 90
% 283 15.0 x ok S
Exp(1/2) 2.00  9.00 Xk x ok x
2 141 6.00 x k% x 98 %
Lognormal 6.18 113.9 ook * oox ok

% % X X X X

Weibull(0.5)  6.62  87.7
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4.2. Szimulacio

A tablazatokbol lathato, hogy a teszteknek ereje 0,10 szignifikanciaszint mellett na-
gyobb, mint 0,05 szignifikanciaszint esetében, de a viselkedésiik nagyon hasonlé. Ezért a
tesztek Osszehasonlitasat csak 0,05 szignifikanciaszint mellett fogjuk elvégezni. Ebbdl a
célbol a 4.14. tablazatban rendeztiik a teszteket az atlagos erejiik szerint az alternativik
fenti 6t csoportjara. A W és W’ tesztek kombinacidja és a BCMR-teszt tiinik a legjobb,
a D-teszt a legrosszabb teljesitménytinek. Erdekes kivétel a T(10) alternativa, amellyel
szemben viszont a D-tesztnek van a legnagyobb ereje. Az n = 20 esetben a W-teszt va-
lamivel nagyobb erével bir a szimmetrikus vékony széli alternativiakkal szemben mint a
BCMR-teszt, a BCMR-teszt pedig jobb, mint a tobbi. A szimmetrikus kézel normalis és
vastag széld alternativakkal esetében a BCMR-teszt teljesit kicsivel jobban, mint a tébbi
teszt. Aszimmetrikus alternativiakra a legjobb teszt a W-teszt, amihez a BCMR-teszt is
nagyon kozel van. Az n = 50 mintaméret esetén a tesztek viselkedése nagyon hasonl6 az
n=20 esethez; valojaban a vezetd tesztek els6bbsége még inkabb erdsodik. Erdekes kivétel
az n=>50 esetben, hogy a W-teszt hatraesik és a BHEP-teszt erGsebbé valik a szimmetrikus
kozel normalis és vastag széld alternativikkal szemben. Az n = 100 mintaméret mellett a
BCMR-tesztnek van a legnagyobb ereje a szimmetrikus vékony széld alternativakkal szem-
ben és a W'-teszt teljesit a legjobban minden szimmetrikus k6zel normalis és vastag szélii
alternativaval szemben. A tobbi teszt teljesitménye kozel hasonlé egymashoz, kivéve a
D-tesztet szimmetrikus alternativak esetén, amely teszt kisebb erdével bir. Aszimmetrikus
alternativak ellen a legjobb teszt, n = 100 mintaméret mellett, a BCMR-teszt.

A két nem szimulalt teszttel 6sszehasonlitva a BCMR-tesztet, a kivetkezs eredménye-
ket kaptuk. Az n = 20 mintaméret mellett Cabana és Cabana [11| megfelels  focused”
tesztjének jobb az ereje a szimmetrikus vékony széli alternativakkal szemben, mint a
BCMR-tesztnek. Ellenben a BCMR-teszt teljesit jobban a szimmetrikus vastag széld és
aszimmetrikus alternativikkal szemben. Az n = 50 mintaméret esetében a BCMR-teszt
atveszi a vezetést még a szimmetrikus vékony széld alternativikkal szemben is. Kallen-
berg és Ledwina [50] megfelels ,data driven smooth” tesztjének a teljesitménye gyengébb
mint a BCMR-teszté szimmetrikus vékony széld alternativak esetében, de épp forditott a
helyzet szimmetrikus vastag széli alternativakra. Aszimmetrikus alternativakkal szemben
nagyon hasonld a két teszt viselkedése.

A jobb Osszehasonlithatésag céljabol a 4.3. abran felvettiik a hat tesztnek a konta-
minalt normélis alternativikkal szembeni erejét a A\ paraméter fliiggvényében. A szignifi-
kanciaszint 0,05; a mintaméret n = 20 mindkét esetben. A BCMR-teszt egyenletesen a
legjobb teszt a CN (A, 4) alternativa esetén, de a CN(\,9) esetében az [SE-teszt legy6zi
A > 0,3 paraméterértékekre.

A szimulaciés vizsgalat altalanos konklizidja hogy a BCMR-teszt altalaban jobban
teljesit, mint mas tesztek, kivéve a Wilk—Shapiro- és Shapiro—Francia-teszteket. Valamint
a legtobb esetben a W-W' kombinalt teszt tulajdonsagai és a BCMR kvantilis korrelacio-
teszt tulajdonsagai, amikor a pontos kritikus értékeket hasznaluk, nagyon hasonlitanak
egymashoz. Nem meglepd modon, hiszen a két teszt aszimptotikusan ekvivalens.
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4.2. Szimulacio

4.14. tablazat. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek sorrendje atlagos erejiik
alapjan a kiilonbo6zé alternativa csoportokra.

1 2 3 4 5 6
n=20
szimmetrikus vékony széli W BCMR A? ISE  BHEP D
szimmetrikus kozel norméalis BCMR W ISE  BHEP A? D
szimmetrikus vastag széli BCMR  ISE W A2 BHEP D
n=>50
szimmetrikus vékony széli W BCMR  ISE A? BHEP D
szimmetrikus kozel norméalis BCMR BHEP A? ISE W D
szimmetrikus vastag széli BCMR BHEP A? ISE W D

n—100

szimmetrikus vékony szélid BCMR  ISE  BHEP A2 W’ D
szimmetrikus kdzel normalis W’ BCMR BHEP A? ISE D
szimmetrikus vastag széli W’ BCMR BHEP A2 ISE D
n—=20

aszimmetrikus vékony széld W BCMR A? BHEP ISE D
aszimmetrikus vastag szélid W BCMR BHEP ISE A? D
n=>50

aszimmetrikus vékony széld W BCMR BHEP A2 ISE D
aszimmetrikus vastag széld W BCMR BHEP A2 ISE D
n=100

aszimmetrikus vékony széli BCMR BHEP W’ A? ISE D

aszimmetrikus vastag széld  BCMR W’ BHEP A? ISE D
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4.2. Szimulacio

0,2 0,45

0,175 A

0,15 1

0,125 A

0 0,2 0.4 0,6 08 1 0 0,2 0,4 0,6 08 1

4.3. abra. A BCMR, W, ISE, BHEP, D és A? tesztek ereje a CN(), 4) alternativa A
paraméterének fiiggvényében (balra) és ugyanez a C'N(\,9) alternativara (jobbra),
jelolések: 1=BCMR-teszt; 2=W -teszt; 3=ISE-teszt; 4=BHEP-teszt; 5=D-teszt;
6—A%-teszt

61



5. fejezet

Illeszkedésvizsgalat logisztikus
eloszlascsaladra

5.1. Stlyozott kvantilis korrelacié tesztek

Ebben a fejezetben a logisztikus eloszlascsaladhoz valé illeszkedést szeretnénk tesztelni. A
4.1. fejezetben bemutattuk a del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez
[34] valamint del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33] 4ltal bevezetett kvantilis korrela-
cio tesztet, mellyel normalitast teszteltiink. A tovabbiakban ennek a tesztnek a silyozott
valtozatat ismertetjiik, majd alkalmazzuk logisztikus eloszlascsalad esetére. A sulyfiige-
vény hasznalatat a tesztstatisztikdban egymastol fiiggetleniil de Wet [28, 29] valamint
Csorgd S. [19, 20] javasolta. Csorgs és Szabo [21, 22| szamos eloszlascsaladra bevezette az
1] tesztet.

Két tipusu eloszlascsalad, eltolas-skila valamint eltolas esetére vezetjiik be ezeket a
stlyozott teszteket. Létezik a skdla eloszlascsaladra is silyozott kvantilis korrelacio teszt,
de ezt mi nem hasznéljuk a késGbbiekben. Adott G(x), x €R, eloszlasfiiggvényre valamint
0 €R és 0 >0 eltoléds és skala paraméterekre legyen GY(z) = G((z—0)/0), x € R, tovabba
tekintsiik a kovetkezd eltolas-skala és eltolas csaladokat:

G.={G":0cR,0>0}, G={GI:0cR}.
Jelolje
Qat) =G '(t)=inf{r e R: G(z) > t}, 0<t<l,
a G kvantilisfiiggvényét. Legyen a w : (0,1) — [0,00) stlyfiiggvény olyan, amely a
fol w(t) dt =1 feltételt kielégiti, és definidljuk az r-edik silyozott momentumot :

[e.9]

ilGow)i= [ (@al) wt)at= [ o' (G(@)aG(a).

A tovabbiakban feltessziik, hogy u1(G,w) és uo(G,w) véges, és definidljuk a suilyozott
szorasnégyzetet is:
V(G w) = pa(G,w) _M%(Ga w) >0

Két eloszlasfiiggvény, F és G, sulyozott L?-Wasserstein-tavolsagat definialjuk a

1
2

Wi, = [ [ Qe - Qo) wit ]
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5.1. Silyozott kvantilis korrelacio tesztek

mennyiséggel. Tovabb4 jeldlje
Wa(F,G)) :=inf{W,(F,G) : G € G} ¢ Wy(F,G,) :=inf{W,(F,G):G € G}

az F' eloszlasnak a G illetve G ¢ csaladtol vett a silyozott L?-Wasserstein-tavolsagat.
Csorgd S. [20] megmutatta, hogy

WAEG) = [ (@r()-Qalo)wlt)ar- { / <QF<t>—QG<t>)w<t>dt}

— U, w)+ (G, w) 2 / Qr (1)Qa(B)w(t)dt+ 241 (F, w)ps (G, w),

illetve )
Wi(F.Gu) _ | I QrOQeu(0dt—m(Fw)n(G.w)]
v(F,w) v(F,w)v(G,w) '
Tekintsiink egy Xi,..., X, véletlen mintit egy ismeretlen F' eloszlasfiiggvénnyel, és

legyen G egy rogzitett eloszlasfiiggvény. Szeretnénk tesztelni a H, : ' € G, nullhipoté-
zist. Ebb6l a célbol definialni fogjuk a W2 (F, G )/v(F,w) hanyadosnak az empirikus
valtozatat a kovetkez6 modon:

| Qe = (Gow) Qultyu(t)de]
(G, w) [ Jy @w(t)ae— ( fy Qu(tye(t)dr) 2}
[ X {2 Qaltyutidt— (G w) [E, witar)]

v(G,w) {Zzzl Xl?,n fﬁ;l w(t)dt — (ZZ:1 Xim fk%l w(t)dt> 2] .

Hasonlé modon a Hy : F' € G, nullhipotézis tesztelésére a W2 (F, G;) empirikus valtozatat
definialjuk:

=1- (5.1)

- [ 1@ut-atp wina- [ [ 1.0 —@G@)}w(wdtr
V(G w +ZX,M/ 1 dt—[ZX,m/ lwtdtr
—QZXM{/ Qu(tyw(t)dt— (G, w)/H (t)dt}.

n

3l :

Jegyezziik meg, hogy a V,, eltolas- és skadlamentes, a W, pedig eltolasmentes. A G elosz-
lasfiiggvény segitségével legyen

—00 <ag:=sup{zx € R: G(z) =0} <inf{x e R: G(x) =1} =: bg < o0,

vagyis ag = inf(supp(G)), bg =sup(supp(G)), ahol supp(G) a G tartdja, azaz az a legszii-
kebb supp(G) C R halmaz, melynek mértéke G szerint 1. Legyen Y, ... Y, a G eloszlés-
tiiggvénybdl szarmaz6 minta, és jelolje Y, < ... <Y, , a kapcsolatos rendezett mintat.
Csorgotl [20] szarmazik a kovetkezd eredmény a V, és W, statisztikdk aszimptotikus
viselkedésérsl. A [20] 2. és 3. Tételének azt a részét idézziik, amelyet hasznélni fogunk.
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5.2. Elméleti eredmények

5.1. Tétel (Csorgs [20]). Legyen w eqy nemnegativ, a (0,1) intervallumon integrdlhato
fiigguény, amelyre fol w(t)dt=1. Tegyiik fel, hogy G olyan eloszldsfiggvény, amelynek van
véges sulyozott mdsodik momentuma, és kétszer folytonosan differencidlhats az (ag,bg)

nyitott intervallumon, tovdbbd g(x)=G'(x) >0 minden x € (ag, bg) esetén, legyen tovabbd
B a Brown-hid. Ha a

H1-D]g/(Qu(t)) Ly
S T Qa) - /092<@G‘<t>> (£)df < co, (52)

€s az
1

n /Ommn—QGu)]Qw(t)dtLo, n / [Yoon — Qe (1)) w(t)dt—-0, (5.3)

n

n+1

feltételek teljesiilnek, akkor a kévetkezd dllitasok érvényesek:

(i) Ha F o G dltal generdlt G, eltoldscsalddhoz tartozik, akkor

Do [ B [ BB ]
W 2w [ Qe [/ (QolD) “)dt] '

(i1) Ha F a G dltal generdlt G, s eltolds-skdla csalddhoz tartozik, akkor

p.. 1 B [ BB ]
Y G {/ a0 | soame o] }

B 1 1B(t)Qg(t)w - m(Giw) 1) . 2
[’/(Gaw>/0 9@e) "I G /0 70c) <t>dt} . (5.4)

A kovetkezGkben ennek a tételnek a segitségével fogjuk a logisztikus eloszlascsaladhoz
tartoz6 kvantilis korrelacio teszt aszimptotikus viselkedését bizonyitani.

5.2. Elméleti eredmények

5.2.1. Siulyozott kvantilis korrelaci6 tesztek logisztikus eloszlascsa-
ladok esetén

A logisztikus eloszlast a
1

1+e 2’
eloszlasfiiggvénnyel definidljuk. A G logisztikus novekedési gorbét a 19. szazad kozepén
populaciddinamikai munkajaban Verhulst 73| vezette be. A logisztikus eloszlas els§ tisz-
tan statisztikai értelmezése Gumbel [46] nevéhez fiizdik, aki 1944-ben megmutatta, hogy
szimmetrikus folytonos eloszlasbél szarmazé X, < X, ,, <...< X, , rendezett minta ese-
tén az X1, + X, ,mid-range” aszimptotikus eloszlasa logisztikus. Balakrishnan [5] egy
konyvet szentelt a logisztikus eloszldsnak, amely konyv tartalmaz a logisztikus eloszlasra

G(x) z €R, (5.5)
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5.2. Elméleti eredmények

vonatkozo teszteket is a 13. fejezetben. Ezek kozott a szokasos technikak is megtalalha-
tok: x2-teszt, EDF-tesztek valamint a regresszio- és korrelaciotesztek. Tovabbi teszteket
javasolt Aguirre és Nikulin [2] és Meintanis [58] a logisztikus eloszlashoz valo illeszkedés
vizsgalatara. Mi a silyozott kvantilis korreladcid tesztet szeretnénk bevezetni logisztikus
eloszlascsaladhoz valo illeszkedés vizsgalatara.

A logisztikus eloszlas stirtiségfiiggvénye és kvantilisfiiggvénye

—x

/
‘ r€R, & Qu(t)=ln——, 0O<t<l. (5.6)

)= e i~

A G, jelolje a logisztikus eltolas-skala csaladot, és a G; jelolje a logisztikus eltolascsaladot
az el6z6 fejezetbeli definiciokkal. De Wet [29] eltolascsaladok esetében javasolt egy w(t) =
= L) (Q¢(t))/1; alaku altalanos stlyfiiggvényt, ahol

Li(z) := _gg(/x(f)’ r €R, és L= /RL/l(x)g(x) dz.

A logisztikus esetben azt kapjuk, hogy

(e‘x(—l)(l +e®)2—e7"2(1 —1—6_””)6_””(—1))/(1 +e )t 1—e®

L = — —
1(z) o= /(1+e—)2 ltea’

a derivaltja pedig L) (x) = 2¢(z). Ekkor egy parcialis integralas utan

e” e” 2 (Y
L= |2 dz = lim = (=3)(1+e ) e (—1)d
= et ) [ e ey
: 2 - —z\—3 Y : 1 Y —\—=3 _—x
= lim [ze *(14+e77) +lim - [ (=2)(14+e™ ") e *(—1)de
y—oo | 3 —y y—o0 3 J_,
o7 1
= lim |Z(1+e7)2] =_
yggo{ (1+e™) 11/ 1

ami a

=6t(1—t), O0<t<l, (5.7)

silyfliggvényt eredményezi.

Megjegyezziik, hogy de Wet kiilonb6z6 sulyfiiggvényeket javasolt eltolas-, illetve ska-
lacsaladok esetén. Motivacidja az volt, hogy a tesztstatisztika hatareloszlasénak soros
elgallitasaban ,szabadsagifok vesztést” idézzen elG, amit az eloszlascsalad paraméterének
Cramér-Rao értelemben aszimptotikusan hatékony becslésével ért el. Mi most az altala
javasolt eltolascsaladhoz gyartott (5.7) stlyfiiggvényt szeretnénk az eltolas-skala csalad
esetében is hasznéalni.

Ahhoz, hogy a tesztstatisztikdkat bevezethessiik, el6szér meghatarozuk a sulyozott elsé
és masodik momentumot. Az els6 momentum értékének meghatarozésahoz vegyiik észre,
hogy a t — 1 —1 helyettesités alkalmazasaval az

/1 In(£)6t(1 —t) dt = /1 In(1—t)6t(1—t) dt
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5.2. Elméleti eredmények

egyenlGség teljesiil. Tovibbé egy parcidlis integralas és a LL’Hospital-szabaly segitségével
kapjuk, hogy

/ In() —t|dt—/1(—1)ln(t)t(1—t)dt§(—1)/11n(t)tdt

21 e 1
= lim {( 1)Int— ] +/ ——dt=—,
0 2 . 0

igy az els6 momentum értéke az (5.5) és (5.7) formulak behelyettesitésével, a logaritmus
tulajdonsagainak segitségével a kovetkezGképpen adodik:

pl(G,w):/Olln (%_t) 6t(1—t)dt:/Olln(t)6t(1—t)dt—/olln(l—t)Gt(l—t)dt:0.

A maéasodik momentumot elGszor két parcialis integralas segitségével alakitjuk at. Ehhez
vegyiik észre, hogy a kovetkezd Gsszefiiggések érvényesek. Az elsG parcidlis integralashoz

(3t —2t3) = 6t(1—1t) és ((m (%))2) =21In (%) t(ll—t)’

tovdbba a méasodik parcidlis integralashoz

(t—1)—Im(1—py =2 (m(L))/: L

1—t 1—t t(1—t)

Ezutan sziikségiink lesz egy ¢ — 1 —1t helyettesitésre, és az

Int  Int _lnt
tit—1) t—1 ¢

felbontésra. Végiil a masodik momentum egy fontos részét az

Lnt
/Ldt

azonossag adja, ami megtaldlhatd Abramowitz és Stegun [1] 4.1.55 alatt, és sziikség lesz
még a ((Int)?) =2Int/t deriviltra. A parcialds integralds soran kapott kifejezések hatarér-
téke nullava valik, mivel lim._,geIne=0 és lim. o In(1—¢) Ine=0. Ahhoz, hogy ez lathato
legyen, elGszor alakitsuk at ezeket a tagokat a logaritmus tulajdonsagait hasznalva, majd
helyettesitsiink be és vonjunk 6ssze, ekkor

lim [(m (%) ) " 32— 2% 21 (%) (t(t— 1)~ In(1— 1)) — (In?)?

—1lim | ((Int)>—2IntIn(1—t)+ (In(1—1))? ) (32 — 2¢%)

~2(Int=In(1=)) (t(t = 1) ~In(1-1)) — (n )’ |
—1lim | (In$)> (322 — 263 — 1) —2IntIn(1—¢)(3t2 — 2% — 1) + (In(1 — 1)) (3t — 26> — 2)

e—0 L

1—e

1—e

£

2 1)t(1— 1) + 2 (1 —1)¢(1—1)] o

£
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5.2. Elméleti eredmények

= lim { (In(1-¢))? (3(1—¢)*—2(1—¢)*—1) —2In(1—¢) Ine(3(1 —&)* —2(1—¢)* — 1)
+(Ine)* (3(1—e)*—2(1—e)*—2) —2In(1—¢) (1—e)e+2Ine(l—e)e
—(Ine)® (3 —2e®—1)+2Ineln(l—e)(3e2 =23 — 1) — (In(1—¢))* (3e2 — 2% — 2)
+2(ln5)5(1—5)—21n(1—5)5(1—5)}

= lim { (In(1—e))® (=32 +2¢%) — 2In(1 — ) Ine(—3¢2 +2¢%) + (Ine)? (— 362 +22° — 1)
—(Ine)*(3e2 =2 —1)+2Ineln(l —e)(3e? — 2% — 1) — (In(1 —¢))* (3e2 — 2% — 2)
—4In(l—¢) (1—¢e)e+41Ine(l —6)6}

= lim { (In(1—¢))? (—6e2 +42% —2) —21In(1 — &) In e(—62 + 4% + 1) + (In)? (— 622 + 4¢%)

~4ln(1—¢) (1—6)€+41n5(1—5)6} — 0.

Ekkor

1(G, w) :/01 (m (%))2675(1—25) dt = lim :_6 (m (%))2615(1—75) d
e "
(e (5

~+

+2 /Ht(f S (t-1)-1n1- t>)dt}
L)) a2 (1) (t<t1>1n<1t>)]:€

w7 () o
)) (3¢°—2t°) 21n(1ft) (t<t1>1n<1t>)<lnt>2]:5}

Ebbdl kovetkezik, hogy v(G,w) =72/3 —2.
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5.2. Elméleti eredmények

Az (5.1) eltolas-skala mentes V,, tesztstatisztika logisztikus eltolas-skala csaladra

n 2
[Z ak,nXk,n]

k=1

k
n 1
— 32— 23— dt
:|Ic—1 /kl( )t(l—t)

n

|

L)—ln(l—t)—t?H]

1-t¢ k=1

k%(3n—2k) k (k—1)2(3n—2k+2) k—1
= In — In
n3 n—=k ns n—k+1

] -
+nn—/’ﬁ—l n? n’
k
n 2k—1 2(—3k%+3k—1
bon i [ 6t(1—pyar = SCE=D) | 2A=SA 3R L)
7 k=1 n? n3

5.2. Megjegyzés (de Wet [29]). Megjegyezziik, hogy az eltolismentes tesztstatisztika lo-
gisztikus eltoldscsaldd esetében

2
2 n n n
Wp=|—=—-2)+ E b X7, — E bin Xen| —2 E nXkns
( 3 ) k=1 ; o k=1 " ; ] k=1 ak’ ;

ahol ay,,, €s by, a fent definidlt egyiitthatok. Ekkor de Wet a kivetkezdt dllitja: Ha F € Gy,
akkor . . )
6B (t
nW, =W ::/ ®) g U 6B(t) dt} (5.8)
o t(1—t) 0

Csorgd |20] aszimptotikus eredményének a kévetkezményeként kapjuk a V,, tesztsta-
tisztika hatareloszlasat. Ez az 0 eredmény:

5.3. Tétel. Ha a minta F eloszldsfigguénye a G, s logisztikus eltolds-skdla csalddhoz tar-

tozik, akkor
. 1 L 6B2(t) ! 2
= - B
e =t = LRI

- [m /0168(15) In (1%15) dtr, (5.9)

ahol hatdrérték 1 valosziniséggel létezik.
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5.2. Elméleti eredmények

Vegyiik észre, hogy a {} zardjelben pontosan az (5.8) formulaban definialt W valtozo
jelenik meg. Ahhoz, hogy az 5.3. Tétel bizonyitasaval folytathassuk, sziikségiink van a
koévetkezd lemmaéra.

5.4. Lemma. Tetszdleges k > 0 esetén

n/onlﬂ (ln (n%))kt(l—t)dt: (—1)’“%%%9 (%) :
n/l (m @?))ktu—wdt: (—1)’f2f—+!1%+0 (%) |

n+1

€s

Bizonyitds. El6szor az x=nt/(1—t) helyettesitést alkalmazzuk, amely leképezés szigori-
an novekvé modon képezi bele az (0,1/(n+1)) intervallumot a (0,1) intervallumba, ezzel
azt kapjuk, hogy

n/0+ (ln (n%))kt(l—t)dt:%/ol (m:@’“ﬁdx

Hasznélva, hogy 0 < x < 1, a kovetkezG becslést kapjuk

}1— (T+2) 1+ (1+2)| |1+ (1+2)?]
1+2[*

‘1—(1+
(1+2)4

2 1 1
x_Z S—'3-5=—5,
n n n

242° 4
n

amely becsléssel

1t 1 [ 1 [t 1—(14+2)
—/ (nz)" ——— —/ z (Inxz)* —/ x(lnx)kﬁdx
nJo (1 nJo nJo (1+3)*

Parcialisan integralva az

1 . 72 5 1 1,2 ey 1 ko[l .
/ z(lnz)" de=1lim | — (Inz) —/ —k(lnx) _l—dx:——/ z(nz) " do
; 2 ) v 2/

e—0
g
rekurzio érvényes, ami azt jelenti, hogy

1 Lot k!
k o k . k
/0 z(lnz)" dz=(-1) 2—k/0 rdr=(-1) S

Ezzel bebizonyitottuk az allitas els6 egyenlségét. A masodik egyenlség a ¢t +— 1 —1t he-
lyettesitéssel jon az els6 egyenlGséghdl. [
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Az 5.8. Tétel bizonyitdsa. A konvergencia eredmény bizonyitaséhoz az (5.2) — (5.3) fel-
tételeket kell ellendrizniink. Az (5.6) formulak alkalmazasaval azonnal kapjuk, hogy

t(1—1)|g t t(1—=t))t(1—t)(1 -2t
p (D@0 _ =01 =00 -20]
0<t<1 7*(Qc(t)) 0<t<1 t?(1-1)
és
/1 t1—t) (t)dt /1 t1=*) 6t(1—t)dt =6
—_—W = _— —_ = s
o 9*(Qa(t)) o 1A(1—1)?
tehat az (5.2) feltétel teljesiil. Mar csak az (5.3) feltétel ellenérzése van hatra. Tetszéleges
F eloszlasfiiggvénytd Xy, ..., X,, minta és minden x € R esetén
P(min{Xy,...,X,} >z)=P(N_ {X;>z})=(P(X;>x))"=(1-F(x))".
és

Pmax{Xy,..., X, } <z)=P(N_{X;<z})=(P(X; <x)"=(F(x))".

Ekkor az
A, =Y, +lnn és B, =Y,,—Inn n=12,...

véletlen valtozok sorozatara

1 n
P(A,<z)=P(Yi,+Inn<z)=Pmin{V,...,Y,} <z—Ilnn)=1- (1 —)

_1+€—$+lnn
e n \" 1 e
:1—<—) =1l-— > 1—e°,
14+e *n (e—+1)

n

és

1 n
P(B, <z)=P(Y,,—Inn<z)=Pmax{Y:,...,Y,} <z+lnn)= (H—l)
6756'71177,

——1 e
(1)

Ennélfogva (A,)n=12.. és (By)n=12.. sorozatok sztochasztikusan korlatosak, amibgl kivet-
kezik az 5.4. Lemma miatt

s, t \1?
n/ [Yl n—In (—)] 6t(1—1t)dt
0 ’ 1_t

1 2
n+1 t
:n/ ’ {YLn—i—lnn—(lnn—Flnl—t)} 6t(1—t)dt
0

1

oazn [t - o () e
=6A.n t(1—t)dt—12A,n In(n - t(1—t)dt
0 0 -

T ¢ 2
. _
1 1 1
e (Cro(E)) ra (Cro(E)) 2o (L) B,
n n? n n? 2n n?
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hasonléan

1 ¢ 2
Yon—In{—— | 6t(1—t)dt
f, [ (e5)] w00

1 2
:n/ [Ynm—lnm (1nn—ln%)] 6t(1—t)dt
1 1 1
—p(2io(E)) B (2ro(L))+2r0(L) 2o
n n2 n n? 2n n2

Ezzel kész a bizonyitis, mivel a feltételeket ellenériztiik. [

5.2.2. A hatareloszlas végtelen soros alakja

A 4. fejezetben bemutattuk del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33] BCMR norma-
litdstesztjét, és a 4.1. Tételben megadtuk a tesztstatisztika hatareloszlasat egyrészt egy
Brown-hid funkcionaljaként, masrészt fiiggetlen x? eloszlast valtozok végtelen lineéris
kombinacidjaként. Del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33] a végtelen soros alakot
f6komponens analizis segitségével hataroztak meg, mely modszer ebben az esetben a szto-
chasztikus folyamatok Karhunen—Loéve-sorfejtésére épiil. Errél a sorfejtésrsl altalanosan,
részletesen Shorack és Wellner [66] 5. fejezetében olvashatunk. Hasonlé moédon de Wet
[29] megmutatta, hogy az (5.8) formulaban definialt W véltozora

[iS;

w

kz k;(k;+1)Zk’ (5.10)

2

ahol (Z;)%2, fiiggetlen, standard normalis eloszlast véletlen valtozok végtelen sorozata,
és a sor 1 valoszintiséggel konvergal. A tovabbiakban szeretnénk meghatarozni az (5.9)
formulaban definialt V' valtozo végtelen soros alakjat, és bebizonyitjuk a kovetkezs tételt:

5.5. Tétel. A V hatdreloszlds felirhato

2

- 3VAl+1
il o (5.11)

1
m2/3—2 ; I+ 1)(20—1)(20+1)

[iS;

V

1 > 6
> 7 —
/32 k(k+1)

alakban, ahol (Z,,)°_, figgetlen, standard normdlis eloszlisu véletlen vdltozdk végtelen
sorozata, €s a sor 1 valdsziniséggel konvergdl.

Vegyiik észre, hogy az (5.11) formuldban megjelenik a de Wet altal megadott sorfejtés,
ami nem megleps annak tiikrében, hogy a V' valtozo (5.9) formulaban szerepls definicio-
az els6 tag sorfejtése a (5.10) formula alapjan azonnal jon. A teljesség kedvéért mi most
mégis levezetjiik (5.10) formulat is, ugyanis erre az eredményre sziikségiink van az (5.9)
formula méasodik tagjaban szerepld kifejezés sorfejtéséhez. Ezért a tétel bizonyitasahoz
el6szor a

Z(t) .= ———=B(t), 0<t<l1, (5.12)
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Gauss-folyamat Karhunen-Loéve-sorfejtését fogjuk meghatarozni, aminek a kovariancia-
fliggvénye
min(s,t) — st

Vi —t)s(1—s)
Ez a K kovarianciafiiggvény eleme az L? ((0,1)?) térnek, de nem terjeszthetd ki folytono-
san a zart [0,1]? egységnégyzetre. Ez azért baj, mert a standard Karhunen-Loéve-sorfejtés
(Shorack és Wellner [66] Section 5.2.) csak olyan kovarianciafiiggvényt folyamatokra alkal-
mazhat6, melyek kovarianciafiiggvénye a [0,1]? egységnégyzeten négyzetesen integralhato,
tehat elelme az L? ([0,1]%) térnek. Anderson és Darling [4] bizonyos regularitasi feltételek
mellett kiterjesztette az elméletet olyan mértékben, ami mar a Z folyamatot is lefedi.
Cikkiikben a Z folyamat meg is jelenik egy példaként. Az altalanos eset, vagyis silyozott
Brown-hidak Karhunen-TLoéve-sorfejtése Deheuvels és Martynov [32] cikkében talalhato.
A kovetkezd tételt bizonyitottéak:

K(s,t):=Cov(Z(s), Z(t)) (5.13)

5.6. Tétel (Deheuvels és Martynov [32]). Legyen ¥ (t),t € (0,1), pozitiv és folytonos fiigg-
vény, melyre

1
1}%1 th(t) = lggl(l —t)(t)=0  és /0 t(1—1)*(t) dt < oo. (5.14)
Tekintsik a Z(t) :=(t)B(t),t € (0,1), folyamatot.

(i) Léteznek A\, >0 konstansok és fi(t),t € (0,1), valds figgvények, k=12, ..., tovibbd
Zy, Lo, ... fliggetlen, standard normdalis eloszldsiu véletlen vdltozok, hogy

Z(t) = i VARZifiut),  te(0,1), (5.15)

majdnem biztosan.

(i1) Tetszdleges k=12, ..., esetén az fy figguény megkaphatd fi.(t)=yx(t)(t), t€(0,1),
alakban, ahol az yi a (0,1) intervallumon kétszer folytonosan differencidlhato, és
megolddsa az

1
differencidlegyenletnek az y(0) = y(1) = 0 kezdetiérték feltételek mellett.

Itt valojaban Ay és fx(t),t€(0,1), k=1,2,..., a Z(t) folyamathoz tartozo kovariancia
operator sajatértékei és sajatfiiggvényei. Legyen T : L?*(0,1) — L?(0,1) operator, amely
minden f € L?(0,1) esetén a

Tf(t):/o K(s,)f(s)ds,  te(0,1),

hozzarendeléssel van megadva, ahol a K fiiggvény a Z folyamat kovarianciafiiggvénye.
Ekkor a T operatornak megszamlalhato sok, egymastol kiilonb6z6 Ax > 0, A\, | 0, sajat-
értéke és a hozza tartozo fi(t),t € (0,1), L*(0,1)-beli sajatfiiggvénye van, melyek teljes,
ortonormalt megoldasrendszere a T fi.(t) = A\, fe(t), t € (0,1) egyenletnek.
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A mi esetiinkben ]

t) = —— 5 te 071 ’ 5.17
W)= tEOD (5:17)
a silyfiiggvény. Erre az esetre alkalmazva az 5.6. Tételt a kovetkezd allitas érvényes.
5.7. Allitas. Tekintsik a
1

Z(t) = mB(t), te(0,1)

folyamatot. Ekkor létezik (Zy)72, figgetlen, standard normdlis eloszldsi véletlen vdltozdk

sorozata 1ugy, hogy
2k+1 (k+1) S
P 2t—1)\/t(1—t 5.18
,/,m\/ PRV, (518)

ahol P,gl’l)( ),x€(—1,1), k€N, a k-adik, (1,1) paraméteri Jacobi ortogondlis polinomokat
jeloli.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasahoz el@szor az (5.14) feltételt kell ellendrizniink. Az
(5.17) definiciojabol kapjuk, hogy a

lim t ———— lim(l —t)————==lim4/—— =0

10 ,/ —t uo 1—t m t(l—t) 1 t

/0 H1—1) (ﬁ) di=1 <

feltételek teljesiilnek. Ekkor az 5.6. Tétel szerint léteznek olyan A\, > 0 sajatértékek fi(t),
te(0,1),k=1,2,..., sajatfiiggvényekkel, melyek megkaphatok az

és

1

f(t) :y(t)m

formulabol, tovabba az y fiiggvényt definialo (5.16) differencidlegyenlet az

J'(t) —i—%t(ll_t)y(t) —0 (5.19)
alakot olti a
y(0)=0 & y(1)=0 (5.20)

kezdetiértek feltételekkel. A ¢ = £ és u(x) = y(%Eh) helyettesitéssel a (5.19) differencial-
egyenlet az

_xQu(x) =0, -l<z<l, (5.21)
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alakra hozhat6. Ez az egyenlet a Jacobi egyenlet az a =1 és § = 1 paraméterekkel, és
u(—1)=u(1) =0 kezdetiérték feltételekkel. Abramowitz és Stegun [1], 22.6.2 szerint ennek
az egyenletnek pontosan akkor van megoldasa, ha a A

1
1,2

A = k= 5.22
k ]{I(k—i-l)’ 34 ) ( )

alakd. Tovabba ennek a kezdeti érték probléménak a teljes megoldéshalmaza felirhato a
Pk(l’l)(x), x€(=1,1), k=0,1..., Jacobi ortogonalis polinomok kifejezéseként

w(z) = (1—x)(1 +x)P,§1’1)(x), z € (—1,1),

formaban (lasd Abramowitz és Stegun [1], 22.6.2). Ennélfogva az (5.19)-(5.20) eredeti
kezdetiérték probléma megoldasa

y(t) =2(1—1)2tPV (2t —1), e (0,1).

Abramowitz és Stegun [1], 22.2.1 alapjan

! 2 2 k41
PIV(@)) (1=a)(1+2) de = T
/_1( e (@) (=z)+a)de=gma s,
amibdl azonal szérmaztathatok az
2%k +1)(k+1
fk(t)z\/( bt l)c( i >p,§1§>(2t_1) t1—t), k=12,..., (5.23)

ortonormalt sajatfiiggvények az (5.22) sajatértékekkel.

Tovabba, az 5.6. Tétel szerint létezik (Z;)72, fiiggetlen, standard normadlis eloszlasi
véletlen valtozok sorozata tgy, hogy a Z sztochasztikus folyamatnak van Karhunen-Loéve
kiterjesztése. Ezzel belattuk az allitast. [

Sziikséglink van még a kovetkezd lemmara ahhoz, hogy meghatarozzuk a V' eloszlasa-
nak végtelen soros reprezentacidjaban szerepld egyiitthatokat.

5.8. Lemma. A kivetkezd formula érvényes:

1 8 _
/ P(l’l)($)(1—x2> In (1+l’) do — Okt 1)(2k13) (k1 2)’ ha n—2k+1,
S -z 0, ha n=2k.

Bizonyitis. A lemma bizonyitasahoz sziikséglink van az (1,1) paraméterd Jacobi-
polinomok generatorfiiggvényére, ami Abramowitz és Stegun [1], 22.9 alapjan irhato fel:

- 4
P(l,l) n_
> EM )z ROA—z2+R)(1+2+R)’

n=0

z,z € (—1,1), (5.24)

ahol

R=R(z,2) =V1-2z2+22=/(x—2)2+(1—22) €R.
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5.2. Elméleti eredmények

Tekintsiink az
14z

11—z

) = (1=a?)n

fiiggvényt. Az Abramowitz és Stegun [1], 4.1.28 alapjan kapjuk a kidvetkezs sorfejtést

1+ . 2
] =) = g+ <1. 5.25
n(l—x) ;2l+1x o el (5:25)

Ekkor minden —1 < x < 1 esetén

=0

), —1l<z<l,

Legyen
1
an ::/ P () f(x)de, n=0,1,...,

a keresett integrél, és legyen az ag, aq, ... valos sorozat generatorfiiggvénye
[e.e]
:Zanz”, -1<z<1. (5.26)

Mivel Abramowitz és Stegun [1], 22.14.1 alapjan |P\"(2)| < n+1, —1 <z <1, ezért
la,| < 4(n+1), tehat ez a hatvanysor abszolut és egyenletesen konvergens a [—1/2,1/2]
kompakt halmazon. Rogzitsiink egy z € (0,1/2] szamot. Ekkor az (5.24) azonossag és a
majorans konvergenciatétel alkalmazasaval kapjuk, hogy

Z/ P ()2 f (x dx—/ ZP“) (z) dz

B 4 B 4(1—z)(1+x) 1+
‘/_1 RA— s+ R+t k) W‘/_l ri i (i) o

Ahhoz, hogy megtalaljuk ennek az integralnak az értékét, alkalmazzuk az u=+1—2zx + 22
helyettesitést. Ekkor
e z2+1—u2’ L (u—z—i—l)(u—l—z—l)7 ltg— (utz+1)(1+2z—u)
2z 2z 2z

Y

valamint az x = x(u) leképezés szigoruan csokkens modon képezi bele az [1 — 2,1+ z]
intervallumot a [—1,1] intervallumba. Azt kapjuk, hogy

T

—z

A kovetkez§ 1épésben egy parcialis integralast végziink el. Ehhez vegyiik észre, hogy

(22(u—1)—§(u—1)3>’ (utz—1)(z+1—wu)

Y

23 23
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(ln (Eiiﬁ;ﬁiiiiﬁ)) - (u2—(z—|—1)§)u(22— (1—2)2)

A parcialis integralds utan azt kapjuk, hogy

— lim 2u—1)—z(u—1)° N (z+1+4u)(z+1—u) Ihee
9(Z>_l—>0{ 23 l <(U_Z+1>(u+2_1)>:|lz+s
_ B 22(u—1)—%(u_1)3 Suz e o (D — ol
/1—z 23 (uQ—(z+1)2)(u2_(1_z)2)d = 91(2) = 92(2)

Az els6 tagra azt kapjuk, hogy
20, )L, _ 3 2149245 2 2z —
91(2):limZ (2=¢)—35(z=¢) In (2422 —¢c)e +In —( +¢)(22—¢)
e—0 28 (2—¢e)(2z—¢) (2—2z+¢)e

Pa=e)—d=ef ((2+g)(2+22—g)> :%m (1—|—z> |

(2—¢e)(2—2z+¢) 1—z

= lim
e—0 23

illetve a masodik tag parcialis tortekre bonthato, és

) /”Z 8  223-122 1 N 1
zZ)= ———
92 I—z 322 323 ut+z+1 u—z+1

n 8 1 1 +2 1 n 1 d
— — — U
323 \u+z+1 u—z+1 3\ut+z—1 u—2z-1

_ 8 223 —12z
:llg(l) {—@u—Tln((u—i—z—i—l)(u—z%—l))
8 u+z+1Y\ 2 feme
S (EET) L5 ) (u—z—1
+323n(u_2+1>+3 ollutz—1)u—2 >>11—z+5
16 223—12z 142 8
_ 1 Z n((142)(1—2)).
3z 323 n(l—z)+3z3 n((1+2){1-2))

A fentiek Osszegzése azt adja, hogy

4 1
9(2) = — 4224 (P =32)In (2 ) 2 (1+2)(1—-2)|, =€ (0,1/2).
3z3 1—=2
Ezutan az (5.25) sorfejtést ismételten alkalmazva
g(z):— 4Z2+(Z3—32)i 2 Z21+1_2i_L22l+2
323 £ 2l +1 < 20+2
_ 161 8 1 21+1 —~ 8 21—1 16 1 21-1
~3 z+;321+1z ZX(;QlJrlZ +IZ; 3212
161 /8 1 8§ 8 1 o1 o1 81
== - _ b 84—
32+kz_0 (32/<;+1 2k+3+3k+2>z 2 32
o0 ZQk-‘rl
=38 .
— (2k+1)(2k+3)(k+2)
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Ebbdl és az (5.26) formulabdl azonnal kévetkezik, hogy

8

Ezzel belattuk a lemmét. [

A 5.5. Tétel bizonyitdsa. Az (5.15) Karhunen-Loéve-sorfejtés a Z folyamat L?(0,1)
Hilbert-térben megadott sorfejtése az (fx)72, ortonormalt bézisra nézve. A Parseval-
azonossagot alkalmazva

[yt = 12 = SR =3 s 7

k=1

Vegyiik észre, hogy fi(t) = v6+/t(1—1),0 <t <1, igy
1 1 1
/ B(t)dt:%/ \/ 6t —t dt_ Z f1 \/ Zl,
0 0

amibdl

2

Uol B(t)dt] = é)\lzf.

t
=+/t(1—-1)1 — t<1
V(). o<,

fiiggvényt, ami az L?(0,1) tér eleme. El6szor meghatarozzuk a h fiiggvény sorfejtését. Az
egyiitthatokat az 5.8. Lemma segitségével kapjuk meg:

Tekintsiik a

(o = [ MO
= [ v () EEED ) i

_ \/(2k+1]i(k:+1)§/1 P12 In G+a:> .

— X
k 0, ha k—1=2l.

4145 B
_ \/ 20+1)2 2l+2+21+3)(l+2) ha k=242,
0, ha k=20+1,

tehat

N al+5
t 0<t<l.
ZZ;\/ 20+1)? 2l+2)(21+3)(1+2)2f21+2( ); <t<
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Es végiil az 5.7. Allitasbol és a Parseval-azonossagbol azt kapjuk, hogy

/OlB(t)ln (%—t) dt:/OlZ(t) (1—t)ln<1t ) dt—/olZ(t)h(t)dt

AL+5
(Z,h) 12 Z
S = Z\/2z+2 )(20+3) 2”2\/(21+1)2(2l+2)(2z+3)(z+2)2

%

E 2U(1+1) (21— )(21+1)Zﬂ'

Osszekapcsolva a fenti eredményeket a megfelels konstans egyiitthatokkal, az (5.11) vég-
telen soros reprezentaciot kapjuk. [

5.3. Szimulacio

5.3.1. Az nV, és nW, tesztstatisztikik eloszlasai és aszimptotikus
eloszlasai

A hatar véletlen valtozok eloszlasfiiggvényét numerikusan szamitottuk ki az (5.10) és
(5.11) végtelen soros reprezentacidkat hasznalva. A W és V hatar véletlen valtozokat
200000 példanyban generaltuk le, a valtozokat definidlo sorok els§ 10000 tagjat vettiik,
¢és numerikusan szamitottuk ki a H; és H; ; hatareloszlasfiiggvények empirikus valtozatat.
Ezeket a mennyiségeket (ismétlések szaméat, levagas helyét) tgy véalasztottuk meg, hogy
ezen paraméterek mellett a H; és H;, hatareloszlasfiiggvények empirikus valtozatai két
tizedesjegy pontossaggal stabilizalodtak. A 5.1. 4bran lathatok a hatareloszlasok.

1 1
0,8 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2
OO 2 4 6 8 10 12 00 2 4 6 8 10 12

5.1. 4bra. A W hatar véletlen véltozo eloszlasfiiggvénye (balra) és ugyanez a V' véletlen
valtozora (jobbra).

Kiilénb6z6 mintaméretek mellett, n =20-t6l n =500-ig, az nW,, és nV,, tesztstatiszti-
kak empirikus eloszlasfiiggvényét szimulaltuk ugyancsak 200 000 ismétléssel. Amint a 5.2.
abran lathato, a konvergencia mindenhol nagyon gyors. A 5.1. tablazat részletesen mu-
tatja az nW, és nV,, tesztstatisztikdk empirikus kritikus értékeit 0,15,0,10,0,05 és 0,01
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szignifikanciaszintek mellett. Az utolso6 sor, az n=o00, mindkét teszt aszimptotikus kritikus
értékeit tartalmazza, melyeket a W és V' valtozok eloszlasabol hataroztunk meg.

5.1. tablazat. Az nW, és nV,, tesztstatisztikak empirikus kritikus értékei kiilonb6z6
mintaméretek és kiilonb6z6 szignifikanciaszintek mellett.

n 0,15 0,10 0,05 0,01 n 0,15 0,10 0,05 0,01

20 4,60 543 7,00 11,40 20 2,07 2,34 283 4,02
50 4,52 525 6,66 10,76 50 221 249 299 4,17
100 4,49 520 6,50 10,40 100 2,24 2,52 2,99 4,13
200 4,48 5,15 6,39 9,87 200 224 252 299 4,14
500 4,47 513 6,31 9,39 500 2,23 251 2,97 4,06
0o 447 512 6,26 898 oo 2,22 249 295 4,02

A konvergencia gyorsasdga miatt kis mintaméret esetén is hasznélhatoak az aszimp-
totikus kritikus értékek. A kovetkezd fejezetben bemutatunk egy tovabbi szimuléacios ta-
nulményt, melyben az nW,, és nV,, tesztstatisztikik néhany alternativaval szembeni erejét
vizsgaljuk. Ezen tanulmanyban a véges kritikus értékeket hasznaltuk.

5.3.2. Az nV, és nWW, tesztek ereje

Elvégeztiink egy szimulacids vizsgalatot, hogy meghatarozzuk a tesztek erejét néhany
folytonos alternativaval szemben. Az eloszlasok pontos definicioja talalhato a kovetkezd
listdban, ahol Z ~ N(0,1) a standard normaélis véletlen valtozot jelli.

Az alternativ eloszlasok:

0,8

0,6

0,4

0,2

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

5.2. abra. (balra) Az nW,, tesztstatisztika eloszlasfiiggvénye n = 20 mintaméretnél
(pontozott vonal) és a W hatareloszlasfiiggvénye (vastagabb vonal), valamint (jobbra) a
nV,, tesztstatisztika eloszlasfiiggvénye n = 20 mintaméretnél (pontozott vonal) és a V'
hatéareloszlasfiiggvénye (vastagabb vonal).
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10.

11.

12

. Beta(p,q), p,q >0, jelolje a Béta eloszlast, melynek stirtiségfiiggvénye

T+ iy e
£ = F T st<
ahol T'(«) = [;° 2 te ™ dz, a € (0,00).

. A Cauchy-eloszlas, melynek stirtiségfiiggvénye

1 1

o1 0

f(t)

. Az Egyenletes eloszlas, melynek striségfiiggvénye f(t) =1, 0 <t <1.
. Az Exponencialis(\) eloszlas, melynek siiriiségfiiggvénye f(t) = Ae™, t > 0.

. A Gamma(a, \), a, A > 0, eloszlas, melynek siirtségfiiggvénye

_ )\a a—1_—Xt
f(t)—r(a)t e t>0.

. A x2-eloszlas az

Xi+X5+ -+ X,
eloszlésa, ahol n>1, és X7, X, ... X, fiiggetlen standard normalis véletlen valtozok.

A Laplace-eloszlas, melynek stirtségfiiggvénye f(t) = e 112, t € R.

. A Lognormal eloszlas a e? véletlen valtozo eloszlasa.

. A Negativ Exponenciélis eloszlas, melynek stirtiségfiiggvénye f(t) = AeM, ¢t <O0.

Az Student(n)-eloszlas az
Y

[ X2+ X3+ -+ X2
n

eloszlésa, ahol n > 1, és Y, X3, Xy, ... X, fliggetlen standard normalis véletlen val-
tozok.

Két haromszog eloszlas, Triangle(I) és Triangle(II), melyek rendre az alabbi strd-
ségfiiggvényekkel vannak definidlva:

f)y=1—1t|, —1<t<1, és  f(H)=2—2t, 0<t<1.

A Weibull(k), k > 0, eloszlas, melynek stiriiségfiiggvénye

f)=kt"'e ", t>o0.
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5.3. Szimulacio

Minkét teszt és minden mintaméret esetében az adott mintamérethez tartoz6 empi-
rikus kritikus értékeket hasznaltuk. Az empirikus erék 200000 ismétlésbdl szarmaznak
minden mintaméret (n = 20,50 és 100) és mindkét teszt esetében. A részletek a 5.2. tab-
lazatban talalhatok. Osszehasonlitottuk az uj nV,, tesztet eltolas-skala csalad esetében
az empirikus karakterisztikus fliggvényre és empirikus momentum-generalo fiiggvényre
alapozott Meintanis-tesztekkel [58]. Az Gsszehasonlitashoz a Table 3 értékeit hasznaltuk
a 58] cikkbdl. Ez a tablazat a Meintanis-tesztek ereje mellett tartalmazza a klasszikus
EDF-tesztek (Kolmogorov—Smirnov, Cramér—von Mises, Anderson—Darling, Watson) ere-
jét n =20 és n =50 mintaméret, valamint 0,10 szignifikanciaszint mellett. A |58 cikkben
minden teszt esetén az eltolas és skila paramétereket momentum vagy maximum likeli-
hood médszerrel becsiilik, ezaltal valnak alkalmassa Gsszetett nullhipotézis tesztelésére.
A Cauchy és Laplace alternativakkal szemben az 0j nV,, tesztnek a legnagyobb az ereje.
Ugyanezen alternativik esetében az EDF-tesztek jobban teljesitenek, mint a Meintanis-
tesztek. Az Osszes tobbi alternativa esetében a Meintanis-tesztek a legerésebbek és az 1j
tesztnek van a legkisebb ereje.

Ha a logisztikus eltolas csaladot teszteljiik az nW,, teszt segitségével, akkor jobb eréket
kapunk, mint a logisztikus eltolas-skala csalad esetében, kivéve a Gamma, Lognormal és
X7 alternativakkal szemben.

Altalanos konkluzioja ennek a szimulaciés vizsgalatnak, hogy minkét esetben kony-
nyen szamolhato tesztstatisztikaval és akar az aszimptotikus kritikus értékekkel is dolgoz-
hatunk. A logisztikus eltolas csaldd esetében erdsebb, mialatt a logisztikus eltolas-skala
csaldd esetében kevésbé erés tesztet kapunk.

5.2. tablazat. Az nW,, és nV,, tesztek %-ban megadott empirikus ereje néhany
alternativaval szemben, n = 20, 50 és 100 mintaméret és « szignifikanciaszint mellett (x a
100% empirikus erét jeldli).

‘ nW, ‘ nW, H nV, ‘ nV,
Mintaméret |20 50 10020 50 10020 50 100|20 50 100
N(0,1) a7 99 *[22 96 *| 5 6 8|2 2 4
Egyenletes * * ox * 113 47 93] 5 29 82
Cauchy 88 99  * |8 99  *FI88 99  * |8 99 *
Laplace 27 76 97|12 61 93|26 39 55|17 29 43
Exp(1) 88 169 %70 99 *56 97
Triangle(I) | * S * x4 7T 132 3 6
Triangle(I) | * R *o*xl21 61 97|11 43 91
Beta(2;2) * R * o o*llb6 15 40 2 7 24
Weibull(2) * R * *ll12 25 54| 5 15 38
Gamma(2,1) |25 83  *[10 62 99|40 81 99|27 69 98
Lognormal | 80 * * 161 * * 1 86 * 179 * *
Student(5) |27 82 99|11 67 98|16 19 21|10 12 13
X% 88 * * 171 * * 1l 94 * * 1 88 * *
Negativ Exp | 88 * x| 69 *ox|l69 99 *|56 97 F
a | 0,10 0,05 [ 0,10 0,05
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Bevezetés

A disszertacidoban illeszkedésvizsgalattal kapcsolatos eredményeket taglalunk. Legyen
Xi,..., X, minta (fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok) egy ismeretlen F'(z), x €
€ R, eloszlasfiiggvényti véletlen valtozobol. Tobb kiilonb6z6 modszerrel, tobb eloszlas ese-
tén tesztelni szeretnénk azt az egyszerd nullhipotézist, hogy

H()IF:F(),

ahol Fy(z), x €R, egy rogzitett eloszlasfiiggvény, valamint azt az Osszetett nullhipotézist,

hogy
Ho: FeF,

ahol F egy eloszlascsaladot jelol.

A disszertacio a kdvetkez6képpen épiil fel. A 2. fejezetben a disszertacié szempontjabol
fontos torténeti el6zményeket gyiijtottiik dssze. A 3. fejezetben egy eljarast javasoltunk
egyenletes eloszlas esetén egyszert, illetve Osszetett illeszkedésvizsgalatra, valamint az j
teszteket megvizsgaljuk egy szimulacios tanulmanyban. A 4. fejezetben az L2-Wasserstein
tavolsagot hasznalo del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34] altal
bevezetett normalitds teszt szimulacios vizsgalatat mutatjuk be. Az 5. fejezetben Csorgd
S. [19], [20] altal kidolgozott sulyozott kvantilis korrelacio tesztet vezetjiik be logisztikus
eloszlascsalad esetében, és bemutatjuk az Gj teszttel kapcsolatos szimulacids vizsgalat
eredményét.

Torténeti el6zmények

Az els§ alfejezetben felidézziik az els6 modszereket, amelyekkel rogzitett eloszlashoz vald
illeszkedést lehet tesztelni valamint azt is, hogy hogyan taldltdk meg ezen tesztstatiszti-
kik hatareloszlasat. Az elsé illeszkedésvizsgalatra hasznalt eljaras a Pearson-féle y2-teszt,
amely aszimptotikusan y? eloszlast a nullhipotézis teljesiilése mellett. Majd az empirikus
és a hipotetikus eloszlasfiiggvény kiilonb6z6 tavolsdgait hasznalo tesztek, az EDF-tesztek
bemutatasa kévetkezik hatareloszlasaik izgalmas megtalalasaval. A mésodik alfejezetben
a szamunkra érdekes els6 Osszetett illeszkedésvizsgalati modszereket és hatareloszlasukat
elevenitjiik fel. Az elsé vizsgalatok normalis eloszlascsalad esetében torténtek. Majd bemu-
tatjuk, hogy az els§ alfejezetbeli rogzitett eloszlashoz valo illeszkedésvizsgalatra hasznalt
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modszerek alkalmasak parametrikus eloszladcsaladhoz valé illeszkedés ellenérzésére. A pa-
raméterek becslése utan egy a becsiilt paraméterd eloszlashoz valo illeszkedést kell vizs-
galni, illetve a becsléses tesztstatisztikdk aszimptotikus viselkedését. Végiil a regresszio-,
illetve korrelacioteszteket idézziik fel. Bemutatjuk a Wilk—Shapiro normalistastesztet |65],
ennek tovabbi valtozatait, valamint, hogy hogyan sikeriilt meghatérozni a hatareloszlasat.

Illeszkedésvizsgalat egyenletes eloszlas esetében

A 3. fejezet tartalmazza a Krauczi [59] cikk eredményeit. Egy eljarast vezetiink be egyen-
letesség tesztelésére klaszterszamok segitségével. Legyenek Uy, ..., U, fiiggetlen, a [0,1]
intervallumon egyenletes eloszlasi véletlen valtozok, egy minta. Emellett adott egy deter-
minisztikus d,, € (0,1) tavolsagszint minden mintamérethez. A [0,1] intervallumon hizzuk
végig ezt a tavolsagszintet, és figyeljiik meg, hogy a rendezett minta elemei hany osztalyba
esnek. Egy klaszterbe azok az elemei tartoznak a rendezett mintanak, amelyekre teljesiil
az, hogy az egymast kovets elemek tavolsdga nem nagyobb, mint d,,. Egy adott mintahoz
és tavolsagszinthez tartozo osztalyok szamét nevezziik klaszterszamnak.

Az elsé alfejezetben felelevenitjiik, hogy Csorgs S. és Wu [23] harom kiilénb6z6
asszimptotikus viselkedést tavolsagszint sorozat mellett bizonyitottak a klaszterek szama-
nak aszimptotikus normalitasat, és még ratat is adtak az eloszlasfiiggvények konvergenci-
ajanak sebességére. Ennek a tételnek bizonyitjuk a tébbdimenzios valtozatait kiilonb6zé
intervallumon egyenletes eloszlasok esetében, majd hasznaljuk egyenletesség tesztelésére
ismert és ismeretlen intervallumon.

A maésodik alfejezet az elméleti eredményeket tartalmazza. Ebben bebizonyitjuk a
Csorgs—Wu-féle, kiilonboz6 tavolsagszintekhez tartozo klaszterszamok egyiittes aszimpto-
tikus normalitasat harom esetben: ha a minta a [0,1], ha az ismert [a, b], illetve ha egy
ismeretlen intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazik.

Tekintsiink J > 1 darab d,,; < d2 < ... < d,j, n € N, tavolsagszint sorozatot. Ha a
minta a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazik, akkor K,;(d,;) jelolje a d,;
tavolsagszinthez tartozo klaszterek szamat minden n és j esetén. Tekintsiik a

Kn . 1 (Knl (dnl) —Mn1 Knj(dn]> _an) ' s ne N’

Sy
On1 OnJg

a véletlen vektorvaltozok sorozatat az my,; = ne " s

centralizal6 és normalizalo sorozattal. Tegyiik fel, hogy a tavolsagszint sorozatok mind-
egyike kielégiti az alabbi feltételek valamelyikét:

(T1) nd,; — 0, n*d,; — oo;

(T2) 0 < liminf, nd,; <limsup, nd,; < 0o;

(T3) nd,; — oo, ne~"i — oa.
Tovabbé, tegyiik fel, hogy léteznek

—ndp;—ndn i ( ,ndp; 2 . .
sy = lim © A =nduidn) g i<y

n—oo OniOnj
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hatarértékek, és legyen s;; :=1 és s;; := s;;. Vezessiik be X := (s;;); j=1,.. s matrixot. Ezen
feltételek mellett a 5
Kn —)NJ(O, 2)

konvergenciat bizonyitjuk. Tovabbé bebizonyitjuk egy kovetkezményben, hogy diagonalis
kovarianciaméatrixi normélis hatareloszlas is kaphatd megfelel6 tavolsagszint sorozatok
esetén.

Ha a minta ismert [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazik, akkor bebizo-
nyitjuk az [a,b] és [0,1] intervallumok kozotti lineéris transzformacio segitségével, hogy a
transzformalt klaszterszam vektor ugyancsak normalis eloszlast lesz megfelelGen transz-
formalt feltételek mellett.

A harmadik esetben a minta egy ismeretlen intervallumon egyenletes eloszlasbol szér-
mazik. Legyenek Vi, V5, ..., V, fiiggetlen, egy ismeretlen [a,b] intervallumon egyenletes
eloszlasu véletlen valtozok, ahol a,b € R, a <0, valamint legyen Vi ,,...,V,, a hozza
tartozo6 rendezett minta. Az intervallum végpontjait becsiiljiik az a,, = V1, legkisebb, és
a b, = Von legnagyobb mintaelemmel. Jelélje f(nj(dnj) a megfelels d,; tavolsagszinthez
tartozo6 klaszterszamot, j =1,...,J. Legyenek

2
R _ A”dnj R _9 A"dnj Andn]- ndn]
mn] = ne bn—an s O'n] = [ bp—an ebn—an — 1 _— 8—/\
—a
n n

~ ~ T
K 1 <Kn1 (dnl) - mnl KnJ(dnJ) - mn])

valamint

n \/ﬁ
Ekkor ugyanazon feltételek mellett, mint a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbol szér-
mazo6 minta esetében bebizonyitjuk, hogy

== N P =
Onl OnJ

K, 25 N (0,%).

A harmadik alfejezet a statisztikai eredményeket és a szimulaciot tartalmazza. Az el-
méleti eredményekbdl adodoan aszimptotikus y2-tesztet kapunk egyszeri, illetve dsszetett
nullhipotézis ellenGrzésére.

Adott Xy, ..., X,, minta egy ismeretlen F'(z), x € R, eloszlasfiiggvényi véletlen valto-
zObo6l. Tesztelni szeretnénk azt az egyszeri nullhipotézist, hogy

HU P = F071,

ahol most Fy; a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét jeloli. Ezen
nullhipotézis és a megfelels feltételek mellett azt kapjuk, hogy a tesztstatisztika

Cp=K YK, 213,

Jelolje F a véges zart intervallumon vett egyenletes eloszlasok csaladjat. Tekintsiik
azt az Osszetett nullhipotézist, hogy a minta valamelyik egyenletes eloszlashol szarmazik,
tehat

Ho: FeF={F,p:a,beR a<b},
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ahol F,; az [a,b] intervallumon vett egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvényét jeloli. Ekkor
ezen nullhipotézis és a megfelels feltételek mellett

=~ ST 1gr D
C, =K/STK, — 2.

Ez alapjan gy tiinhet, hogy az dsszetett nullhipotézist lehet tesztelni az el6z6 bekezdéshez

hasonléan. A probléma az, hogy mivel nem ismerjiik az a és b pontos értékét, ezért a X

kovarianciamatrix komponenseit se tudjuk meghatarozni, emiatt a C), statisztika egy adott

minta alapjan nem szamolhato ki. Eppen emiatt az Osszetett nullhipotézist egy mésik
modszerrel fogjuk tesztelni. Egy lehetséges megoldés, hogy a tetszéleges intervallumbol

szarmazo6 Vi, ..., V, mintat a [0,1] intervallumba transzforméljuk a kovetkezGképpen:
(‘/2,n_‘/1,n an,n_‘/l,n>
Vn,n - ‘/1,11 ’ ’ Vn,n - ‘/1,n

Jeldlje Kn_g’j(dnj) a d,; tavolsagszinthez tartozo klaszterszamot az atskildzott minta
esetén, j=1,...,J, és legyen

N N T
K o 1 (Kn—Q,l(dn1) —Mp_21 Kn_2,1(dny)— mn—2,J>
n—2 -— Yoty

Vn On—2.1 On—2,7

az atskalazott mintdhoz tartozo normalizalt klaszterszam vektor. Tovabba jeldlie & a
kovarianciamétrixot az atskalazott minta esetén. Ekkor

crod = KT STK, 525y

Az igy kapott tesztstatisztika mar szamolhato, és ezaltal Gsszetett nullhipotézis ellendr-
zésére alkalmas.

Meghataroztuk a tesztek erejét kiilonbozs [0,1] intervallumon folytonos alternativak-
kal szemben szimulacioval, valamint Osszehasonlitotjuk az 1) tesztek erejét az Inglot és
Ledwina [48] altal bevezetett data driven smooth teszttel.

Illeszkedésvizsgalat normalis eloszlascsaladra

A 4. fejezet tartalmazza a Krauczi [52] cikk eredményeit. Az L?-Wasserstein tévolsagot
hasznalo del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34] altal bevezetett
normalitas teszt szimulacidés vizsgalatat mutatjuk be. Egy eltolas- és skdlamentes teszt-
statisztikat kaptak, amely egyrészt gy tesztel normalis eloszlascsaladhoz val6 tartozast,
hogy minimalis tavolsagot keres kvantilisfiiggvények tavolsdganak segitségével; mésrészt
aszimptotikusan ekvivalens egy korrelacidteszttel.

Legyen Py (R) azon valoszintiségi mértékek halmaza R-en, melyeknek létezik a masodik
momentumuk. A Py és P, € P(R) valoszintiségi mértékek L2-Wasserstein tavolsaga

W(Py, P) i=inf {[E(X, — X2)*]"%, L(X,) = P, L(Xo) = P},

ahol £(X) az X véletlen valtozo eloszlasat jeloli. Kvantilisfiiggvények segitségével ponto-
san szamolhato ez a tavolsag:
1/2

e ey = | [ #00 -5 wpal
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ahol ;! illetve Fy ' a Py illetve a P, eloszlasokhoz tartozé kvantilisfiiggvények. Egy
eloszléscsalad és egy adott eloszlas tévolsagat tgy definidljuk, mint az adott eloszlasnak
az eloszlascsalad elemeitdl vett tavolsagainak infimumat. Legyen P € Po(R) tetszileges
valoszintiségi mérték, és legyen F' az eloszlasfiiggvénye, 1o a varhato értéke és oy a szoérasa.
Ekkor a P eloszlas tavolsagnégyzete az N normalis eloszlascsaladtol

2

W?(P,N) :=inf{W?(P,N*), N* € N} = 0} — (/01 F‘l(t)<1>‘1(t)dt> :

ahol ®~! a standard normalis kvantilisfiiggvényt jeloli. Ha adott egy F eloszlasfiiggvényii
Xi,..., X, véletlen minta, akkor a Hy : F' € N 6sszetett nullhipotézis ellenérzésére meg-
adhato a W(P,IN) /oy hanyados empirikus valtozata. Ekkor egy eltolas- és skalamentes
statisztikat kapunk:

2 k 2
WAELN) | Que ()] Y X [ (1) ]

ahol S? az empirikus szorasnégyzet.

Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34] megvizsgaltak a
tesztstatisztika nullhipotézis melletti aszimptotikus viselkedését. Két alakban sikeriilt el6-
allitaniuk a hatareloszlast. Az elsé Brown-hid funkcionéljaként, a masodik véletlen valto-
z6k soraként. Jelolje ¢ a standard normalis eloszlas siriiségfiiggvényét, és legyen

Ha F € N, akkor

s [ PO ]| ]

o PHPTH(D)) ot ©*(271(2))
» 3 & Zj?—l
2_ §+j; ;

ahol (Z;)32; fiiggetlen, standard normélis eloszlast véletlen valtozok sorozata.

Ennek a normalitastesztnek szamos alternativaval szembeni erévizsgalatat végeztiik el
szimulacio segitségével, valamint 6sszehasonlitotjuk mas normalitastesztek viselkedésével.
Mivel a Wilk-Shapiro-teszttel aszimptotikusan ekvivalens a ,spanyolok” [34] tesztje, nem
meglepd az erévizsgalat eredménye.

Illeszkedésvizsgalat logisztikus eloszlascsaladra

Az 5. fejezet tartalmazza Balogh és Krauczi [6] cikk eredményeit. Del Barrio, Cuesta-
Albertos, Matran és Rodriguez-Rodriguez [34], valamint del Barrio, Cuesta-Albertos és
Matran [33] altal bevezetett kvantilis korrelacié teszt silyozott valtozatat vezetjiik be
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logisztikus eloszlascsalad esetében. A silyfiiggvény hasznalatat a tesztstatisztikdban egy-
mastol fiiggetleniil de Wet [28], [29] és Csorgd S. [19], [20] kiilonb6z6 motivaciobol javasol-
ta. Mi a Csorgd-féle [20] eredményt a de Wet altal eltolas eloszlascsalad esetére javasolt,
konkrét sulyfiiggvénnyel bizonyitjuk logisztikus eltolas-skéla eloszlascsalad esetében.

Adott G(x), x € R, eloszlasfiiggvényre valamint 6 € R és o > 0 eltolas és skala para-
méterekre legyen GY(z) = G((x—0)/0), x € R, valamint tekintsiik a

Gs={G%:0cR,0>0}

eltolas-skala csaladot. Jelolje Qg (t) = G71(¢),0 <t < 1, a G kvantilisfiiggvényét. Legyen
aw : (0,1) = [0,00) silyfiiggvény olyan, amely a fol w(t)dt =1 feltételt kielégiti, és
definialjuk az r-edik silyozott momentumot

o0

1
(G = [ Qe ut)dt= [ w(G@)Gw)
0 —00
A tovabbiakban feltessziik, hogy u1(G,w) és uo(G,w) véges, és definidljuk a silyozott
szOrasnégyzetet is:
V(G w) = e (G, w) — 13 (G, w) >0 .

Két eloszlasfiiggvény, F és G, stulyozott L?-Wasserstein-tavolsagat definialjuk a

1
2

W(F.G) = [ [ @e0-eto? wioya

mennyiséggel.

Tekintsiink egy Xi,..., X, véletlen mintit egy ismeretlen F' eloszlasfiiggvénnyel, és
legyen G egy rogzitett eloszlasfiiggvény. Szeretnénk tesztelni a Hy: F' € G; , nullhipotézist.
Ebbél a célbol definidljuk a minta empirikus eloszlasa és a G, s eltolas-skala csalad stlyozott
L?-Wasserstein-tavolsagabol szarmaztatott

1) Qe — 1 (Gyw) [} Qutyult)dr]
G |} @autoae— (] @uutoar) |
[ X {2 Qo) —m (G, w) [, w(tyar}]

n

k k 2
(G) |2 X S w0t (S X S, wlt)r) |

—1—

tesztstatisztikat, ahol @), az empirikus kvantilisfiiggvényt jeldli.
A logisztikus eloszlas esetében G; 5 jelolje a logisztikus eltolds-skala csalddot. De Wet
[29] eltolascsaladok esetében javasolt

w(t) =6t(1—1t), 0<t<l,
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silyfiiggvényét fogjuk hasznalni. Ekkor a tesztstatisztika a logisztikus eltolas-skila csa-
ladra

ahol az ay, 6s by, egyiitthatok explicit modon szamolhatok. Csorgs S. [20] aszimptotikus
eredményének a kovetkezményeként kapjuk a V), tesztstatisztika hatareloszlasat. Bebizo-
nyitjuk, hogy ha a minta F' eloszlasfiiggvénye a logisztikus eltolés-skéila csaladhoz tartozik,

akkor
nV, 2V ::Wz/;_Q {/01 156(]192—(?) - Uol o0 dt} 2}

- {m /01 6B(1)In (%) dtr,

ahol hatarérték 1 valoszintiséggel létezik.

Del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [33]-ben a tesztstatisztika hatéareloszlasat
megadtak stulyozott Brown-hidak Karhunen-Loéve-sorfejtéseként. Ugyanezen technikaval
meghatarozzuk az altalunk kapott hatareloszlas soros alakjat. Bebizonyitjuk, hogy a V'
hatareloszlas felirhato

I < 6 ) 1 < 3VAal+1 ’
ﬂ2/3—2;k(k+1)zk _[7T2/3—2;l(l+1)(2l—1)(2l+1) ”]

D

Vv

alakban, ahol (Z,,)%_, fiiggetlen, standard normalis eloszlasu véletlen valtozok végtelen
sorozata, és a sorok 1 valészintiséggel konvergalnak.

Majd ugyancsak egy szimulaciés erévizsgalatot hajtottunk végre, valamint Gsszeha-
sonlitottuk az 1j teszt erejét az empirikus karakterisztikus fiiggvényre és az empirikus
momentum-general6 fliggvényre alapozott Meintanis-tesztekkel [58].
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In the thesis the results connected with goodness of fit are covered. Let Xi,..., X,, be a
sample (independent identically distriduted random variables) from an unknown distri-
bution with distribution function F'. The simple hypothesis is

7‘[0 . F = F[] >
where Fj is a given distribution function, and the composite hypothesis is
Ho: FeF,

where F denotes the family of probability distributions.

The thesis is organized as follows. In Chapter 2 we collect the historical preliminaries.
In Chapter 3 we suggest a goodness of fit procedure to the uniform distribution on [0,1]
and to the uniform family, and we investigate the new tests in a simulation study. In
Chapter 4 we demonstrate a simulation study of the goodness of fit test to the normal
family, based on the L?-Wasserstein distance, proposed by del Barrio, Cuesta-Albertos,
Matran and Rodriguez-Rodriguez [34]. In Chapter 5 we introduce the weighted version of
the quantile correlation test proposed by S. Csorgd [19], [20] for the logistic family, and
we present the results of the simulation study connedted with the new test.

Historical preliminaries

For the overview in Section 2.1. for the overview we recall the first tests which are suitable
for goodness of fit to a fixed distribution paying special attention to the development of
the asymptotic theory of goodness of fit tests. The first goodness of fit procedure is the
x%-test proposed by Pearson [61]. Under the null-hypothesis, this test has asymptotic
distribution x2. The EDF-tests and the recovery of their asymptotic distribution have
received special attention. These tests use different functional distances to measure the
discrepancy between the hypothesized distribution function and the empirical distribution
function. Section 2.2. is devoted to the problem of the goodness of fit to the family of
distributions and their asymptotic theories. The first studies are occurred in the most
interesting case, for the Gaussian family. Then we adapt all the procedures considered
in the first subsection for the case of the parametric family. The simple idea is choosing
some adequate estimator of the parameter and replacing the fixed distribution by the
distribution with the estimated parameter. Finally we recall the regression and correlation
tests, the very popular Wilk—Shapiro-test of normality [65], it’s further modifications and
asymptotic results.
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Goodness of fit to the uniform family

The results of Chapter 3 are from Krauczi [59]. We suggest a goodness of fit procedure
to the uniform distribution on [0,1] and to the uniform family. The idea is the following:
let Uy, ...,U, be a random uniform sample (independent uniformly distributed on [0,1]
random variables). Moreover, there is a given deterministic distance level d,, € (0,1) for
all n. We push through this distance level on [0,1] and we observe how many nonempty
disjoint classes breaks up the elements of the order statistics into. The elements of the
order statistics belong to the same class, where the distance between any two neighbouring
elements is not greater than d,,. The classes belong to a given sample at a given distance
level is called the number of clusters.

In Section 3.1. we recall that Csérgé and Wu showed that the number of clusters is
asymptotically normal for three different distance level sequences. We extend the results
of Csorg6 and Wu [23] to multivariate limit theorems for uniform distributions on different
intervals. These theorems are applied for testing uniformity on a known and an unknown
interval.

Section 3.2. consists of the theoretical results. We prove that the joint cluster count
vector is asymptotically normal in three different cases: the sample comes from the uniform
distribution on [0,1], on a known [a, b] and an unknown interval.

Set J>1and let d,; <d, 2 <...<d,s, n €N, be distance levels. If the sample comes
from the uniform distribution on the unit interval [0,1], then K,,;(d,,;) denote the numbers
of clusters corresponding to the distance levels d,,; for all n and j. Consider the random
vector

-
Kn:L (Knl(dnl)_mnl7.”,Kn](dnJ>_an) ’ nEN,
with the sequences m,,; = ne " and
aij = ¢~ 2dni (gndni | —nQdij), j=1,...,J.

Suppose the distance levels satisfying one of the following conditions:
(T1) nd,; — 0, nd,; — 00;
(T2) 0 < liminf, nd,; <limsup, nd,; < co;
(T3) nd,,; — o0, ne~™ni — oo.

In addition the limits

) e—ndm-—ndn]- (endm- 1= n2dm‘dnj)
Sij = lim

eER, 1<i<j<J

exist, and let be s;; :=1 and sj; := s;;. Introduce the matrix ¥ := (s;5); j=1,...J-
Under the above notations and assumptions the convergence

K, 2 N;(0,%)

is proved.
One of the corollary of this theorem is that we can obtain the limiting distribution
with the diagonal covariance matrix ¥ for special distance level sequences. Csérgé and
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Wu give well-behaving examples called typical sequences. A typical sequence (d,,)n—1.2..
for the case (T1) is d,, =n~* for some « € (1,2). In the case (T2) the existence of the limit
¢ :=lim,_,o nd, € R gives the typical sequence (d,,),—12. . A typical sequence (d,),=1.2..
for the case (T3) is d, = S(logn)/n for some 3 € (0,1).

If the sample comes from the uniform distribution on the known interval [a, b] with
a,b e R, a <b, then we prove with applying a linear transformation of the interval [a, b]
onto the interval [0,1], that the transformed cluster count vector is also asymptotically
normal distributed under the correctly transformed assumptions.

Finally, the sample comes from the uniform distribution on the unknown interval. Let
Vi,...,V, be independent, uniformly distributed random variables on the interval [a, 0]
with @ < b being unknown and let Vi ,,...,V,, be the ordered sample. The endpoints
of the interval are estimated by a, = V1, and lA)n = V,n. In an analogue to the previous
notations, for given J > 1 and distance levels d,; < --- < d,s set

. ,M . ,24ndnj ndnJ ndnj 2
’[’]’Ln‘7 = ne bn*an’ O‘n] = (& bn—an ebn*un —1— B—A
—a
n n

2 . T
1 <Kn1 (dnl) - mnl KnJ(dnJ) - mrd)

and

K, = —— d
On1

Jn

Under the assumptions as on the interval [0,1] we prove that

OnJ

K, 2 N (0,%).

Section 3.3. consists of the statistical results and simulations. It follows from theoretical
results that we obtain asymptotically x? test for goodness of fit under the simple and the
composite null hypotheses.

First consider the simple null hypothesis asserting that a sample Xy,..., X, has the
uniform distribution on [0,1]. Under the simple null hypothesis and the convenient as-
sumptions we get

Cp =K 5K, 3.
Now, consider the composite null hypothesis asserting that a sample comes from the

family of all uniform distributions on R. Then under the simple null hypothesis and the
convenient assumptions we get

(f*n = KIE_IK,L 2, Xi‘

Accordingly it may seemed, that the composite hypothesis may be tested like the previ-
ous paragraph. The problem is that as we don’t know the explicit value a and b, so the
component of the covariance matrix > can’t be determined, hence the test statistics C,
can’t be counted based on a given sample. Therefore we test the composite null hypot-
hesis with another procedure. Here, we propose a possible solution based on the random

transformation of the sample Vi, ..., V,, coming from an unknown interval into the unit
interval as follows:
(‘/2,71_‘/1,71 Vn—l,n_‘/l,n>
Vn,n_‘/l,n’”., Vn,n_‘/l,n '
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Here f(n,gJ(dnj) denote the numbers of clusters corresponding to the distance levels d,,;
for the randomly transformed sample, 7 =1,...,J, and let

K, »=— e
\/ﬁ On—2,1 On—2,J

be a vector of normalized numbers of clusters of the randomly transformed sample. In
addition let X be the covariance matrix computed using the randomly transformed sample.
Then

. . T
~ 1 (an,l(dnl) —Mp_21 K2 5(dny) _mn2,J>

d T -1 D, .2
Cr =K, .2 K,_a — X7

Thus, these tests define asymptotically x? tests for a uniform distribution or for the
uniform family.

We simulated powers of the new tests against some continuous alternative distributions
on [0,1] and we compared these tests with the data driven smooth test introduced in Inglot
and Ledwina [48].

Goodness of fit to the normal family

Chapter 4 is devoted to the paper of Krauczi [52]. In this chapter we perform a simulation
study of the goodness of fit test to the normal family based on the L?-Wasserstein dis-
tance, proposed by del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran and Rodriguez-Rodriguez [34].
They obtained the location- and scale-free test statistic for the null hypothesis Hy : F €
€ N, where N denotes the normal family. This testing procedure belongs to the class of
minimum distance tests (using the distance of quantile functions); on the other hand it
is asymptotically equivalent with a correlation test. The name of this test derives from
these two different approaches: the quantile correlation test.

To describe their proposal, let Py (R) be the set of probabilities on R with a finite second
moment. For probabilities P, and P, in Py(R) the Lo-Wasserstein distance between Py
and P, is

W(P,, Py) = inf {[E(X1 — Xo)*]"%, L(X)) = P, L(Xs) = P},

where L£(X) denotes the probability distribution of the random variable X. It can be
explicitly obtained in terms of quantile functions:

W(P,, P) = [ / (- Fgl(t))zdt] "

where F; ' and F, ! are quantile function associated with the probabilities P, and P,.

If P is a probability distribution in P»(R) with distribution function F, mean puo and
standard deviation og, then Lo-Wasserstein distance-square between F' and the class of
all normal laws N is

2

W?(P,N) := inf{W?(P,N*), N* € N} = 02 — (/01 F‘l(t)CD‘l(t)dt) :

where ®~! is the standard normal quantile function. Thus, the law in N closest to F is
given by p = o and o = fol F1(t)® 1 (¢t)dt. The ratio W?(P,N) /o3 is not affected by
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location or scale changes of F'. Hence, it can be considered as a measure of dissimilarity
between F' and N.

Given a random sample Xi,..., X, from F', now the empirical version of the ratio
W(P,N)/oy may be obtained. Then the location- and scale-free BCMR-test statistic for
the null hypothesis Hy: F' € N is

k 2
WAELN) | [l @@t od] [ X fi e ) a]

Del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran and Rodriguez-Rodriguez [34] investigated the
asymptotic distribution of the test statistic under the null-hypothesis. They managed
to produce the limit distribution in two different forms. The first form is functionals of
the Brownian bridge, the second is a series of random variables. Let ¢ denote the standard
normal density function, and let

If F €N, then

iy [ PRt 208

Rz C (7)) ot P2(P1(1))
r 3 Zf—l
:—§+j§ T

where (Z;)323 is a sequence of independent standard normal random variables.

A simulation study was performed to evaluate the power of the BCMR-test and to
make comparisons with other tests of normality. Since under the null hypothesis the
asymptotic distribution for Wilk—Shapiro-test is the same as for the BCMR-test, thus the
result of the power study isn’t surprising.

Goodness of fit to the logistic family

The results of Chapter 5 are from Balogh and Krauczi [6]. In this chapter we present the
weighted version of the quantile correlation test statistics for goodness of fit to the logistic
family, introduced by del Barrio, Cuesta-Albertos, Matran and Rodriguez-Rodriguez [34],
and del Barrio, Cuesta-Albertos and Matran [33]. The use of weight functions in the test
statistics were suggested independently from each other by de Wet in [28] and [29] and
by S. Csorgd in [19] and [20]. It is an interesting fact that there the authors’ motivations
were considerably different. S. Csorgs showed that the suitably weighted versions of the
correlation tests have limiting distribution for more family of probability distributions; de
Wet expected ,the loss of degrees of freedom” in the limiting null distribution (in the case
of the normal family this means that the first two terms are missing in the infinite series
representation of the asymptotic distribution). We prove the results of S. Csorgs [20] for
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location and scale logistic family with the weight function for location family suggested
by de Wet.

For a given distribution function G(z), x € R, and for § € R and o > 0, let G%(z) =
=G((z—40)/0), x € R, and consider the location-scale family

gl,s:{GZZQER,0>O}.
Denote by Q¢ (t)=G~1(t),0<t <1, the quantile function of G. Consider a weight function
w : (0,1) — [0, 00) satisfying fol w(t)dt =1, and define the weighted r-th moment
1 00
1(Cw) = / (Qa()) w(t) dt / () AG ().
0 —o0

Assume that u1(G,w) and pus(G,w) are finite, and define also the weighted variance:
v(G,w) = pa(G,w) — pi(G,w) > 0.

The weighted L,-Wasserstein distance with weight function w of two distributions F' and
G can be defined as

1
2

war.) = [ [ Qe - Qo) win ]

Therefore the weighted Lo-Wasserstein distance W, (F, G, s) = inf{W,,(F,G) : G € G, s}
between F' and location-scale family G, ,, scaled to F'is

WaEG) | [ Qe (= (Fwyn (G )]

v(F,w) v(F,w)v(G,w) ’

as derived in |20].

Consider a random sample X7, ..., X,, with common distribution function F', and let
a fixed distribution function G. We would like to test the null hypothesis Hy : F' € G, ;.
Letting @),, be the sample quantile function, in order to define the following test statistics

Ly @uQa(tyw(t)dt (G, w) Qn<t>w<t>dt}2
(G, w) [ Jy @w(t)ae— ( fy Qu(tye(t)dr) 2}
[ X { [ QuOul)dt— (G, w) JEs wioar]]

n

n

V(Gw) | i X8, S w0t (S X L wioar) |

=1—-

derived from the weighted L?-Wasserstein distance between the empirical distribution of
the sample and the location-scale family G ;.
For the logistic location family G, de Wet suggested in [29] the use of the weight
function
w(t) =6t(1—t), 0<t<l.
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The above introduced location-scale-free test statistic specializes to

n 2
[Z ak,nXk,n]
k=1
7'('2 n ) n 2
(3 —2) > b Xi,— (Z bk,nXk,n>
k=1 k=1

where the coefficients ay,, and by, are given explicitly. We obtain the following limit
distribution of the test statistics V,, as a consequence to the asymptotic result by Csorgs
S. [20]. We prove that if the sample comes from the logistic location-scale family, then

o 2ovie [ S [ [ omrar] |

- [% /016B(t) In (%_t) dtr,

where the integrals exists with probability 1.

Del Barrio, Cuesta-Albertos and Matréan [33] obtained the asymptotic distribution as
the Karhunen-Loéve expansion of the weighted Brownian-bridge. With the same tech-
nique we determine the infinite series representation of our limiting distribution. The
limiting distribution V' can be represented alternatively as

2

1 > 6 1 > 3VAl+1
VE o=y Zi s 2 al
/32 & k(k+1) w2 /3—2 &= (I+1)(21—1)(21+1)

Vo=1-

)

where (Z,,)%°_,is an infinite sequence of independent identically distributed standard nor-
mal random variables, the series converge with probability 1.

Similarly to previous results a simulation study was performed to evaluate the power
of the tests. We compare the new test with the Meintanis-tests based on the empirical
characteristic function and the empirical momentum generating function from [58].
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