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1. Bevezetés

A disszertacié témaja a félcsoportelmélet témakoréhez tartozik, a téargyalt félcso-
portok az tgynevezett inverz monoidok (lasd Lawson [4] és Petrich [7] monografiait

a témaban). Ezen monoidokat a kovetkezd tulajdonsag definidlja: barmely z ele-
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mének létezik olyan egyértelmi x~! inverze, melyre zz 'z =z és z taza~ ! =z

teljesiil. Az inverz félcsoportok a csoportok altalanositasai. Tébbek kozott parcia-
lis szimmetriak absztraktciéjaként jonnek el6 — az inverz monoidok olyan szerepet
jatszanak a parcialis szimmetridk elméletében, mint a csoportok a szimmetridkéban.

A csoportokban ellentéteben az inverz monoidban nem igaz az, hogy zz ™' az
egységelem, viszont mindig idempotens. Ebbé&l adéddéan az inverz monoidok struk-
tardjaban az idempotensek fontos szerepet jatszanak, az M inverz monoid idempo-
tenseit E(M) jeloli. Az inverz monoidok fontos tulajdonsaga, hogy idempotensei
felcserélhetGek, azaz félhalot alkotnak. Minden inverz monoidon adott egy termé-
szetes részbenrendezés, amely a félhalo struktirabol adodo részbenrendezést terjesz-
ti ki. Formaélisan s < ¢ pontosan akkor, ha létezik olyan e idempotens, melyre
s = te. Nem nehéz latni, hogy egy inverz monoidot olyan kongurenciaval faktori-
zélva, amely minden idempotenst egybeejt, csoportot kapunk, melynek egységeleme
az idempotenseket tartalmazoé osztaly. Ezen kongruencidk koziil o jeloli a legkisebb
csoportkongurencidt, és igy M /o az M inverz monoid legnagyobb csoport homomorf
képe.

A disszertacio cimében is emlitett, tgynevezett E-unitér inverz monoidok de-
finici6ja az, hogy az idempotenseket tartalmaz6 o-osztaly csak az idemptenseket
tartalmazza. A McAlister-féle P-tételként ismert hires eredmény szerint minden FE-
unitér inverz monoid felépithets egy csoportbol, egy félhalobol és egy részbenrende-
zett halmazbdl. Emiatt az E-unitér inverz monoidok bizonyos értelemben ismertek.
Ez ad kiilonleges jelentGséget a McAlister-féle fedési tételnek, mely azt mondja ki,
hogy minden inverz monoidnak van E-unitér fedGje, azaz minden inverz monoid ho-

momorf képe valamely E-unitér inverz monoidnak, mégpedig olyan homomorfizmus

mellett, mely az idempotenseken injektiv (idempotens-szétvdlaszté homomorfizmus).



Szintén ismert, hogy minden véges inverz monoidnak van véges E-unitér fedgje.

A masik, a disszertacioban fontos szerepet jatszo félcsoportosztaly az F-inverz
monoidok osztilya. Egy inverz monoidot F-inverznek neveziink, ha minden o-
osztéalya tartalmaz legnagyobb elemet a természetes részbenrendezésre nézve. Az
F-inverz monoidok mindig E-unitérek. Jol ismert eredmény, hogy minden inverz
monoidnak van F'-inverz feddje, azaz minden inverz monoid idempotens-szétvalaszto
homomorf képe egy F-inverz monoidnak. Azt mondjuk, hogy az F' inverz mono-
id F-inverz feddje M-nek a G csoport felett, ha G izomorf M/o-val. A bizonyitas
azonban ez esetben mindig szabad csoport feletti F-inverz fed6t eredményez, és ez

mindig végtelen. A disszertaci6 f6 motivacioja a kovetkezs probléma:

Nyitott kérdés. Létezik-e barmely véges inverz monoidnak véges F-inverz fedGje?

A kérdést Henckell és Rhodes fogalmaza meg [3]-ban. A kérdésre adott igenls va-
lasz megoldott volna egy fontos sejtést a véges félcsoportok komplexitas-elméletével
kapcsolatban. Ez utobbi sejtést azota bizonyitottak [1], az F-inverz fedési kérdés

azonban maig nyitott.

A McAlister-féle fedési tétel alapjan elég F-unitér inverz monoidok esetén vizs-
galnunk a kérdést, ahogyan a disszertacio soran is tessziik. A kutatasunk 6 el§zme-
nye Auinger és Szendrei [2] cikke err6l a kérdéskorrsl. Ebben még egy lépéssel tovabb
mennek azt alkalmazva, hogy elegendd specilis F-unitér inverz monoidok, dgyne-
vezett Margolis—Meakin-kiterjesztések esetében megvélaszolni a kérdést. Ennek se-
gitségével Auinger és Szendrei grafok és lokalisan véges csoportvarietasok nyelvére

forditjak le az F-inverz fedési problémat.

A disszertacié 4j eredményeit a szerzd, illetve a szerz§ és témavezetGje a [9]
és [10] cikkekben publikalta. A [2]-ben bevezetett graftulajdonsagot vizsgaljuk [9]-
ben, [10]-ben pedig altalanositjuk [2] és [9] eredmeényeit inverz monoidok egy joval

szélesebb osztalyara.



2. ElGismeretek

A disszertacioban grafon iranyitott grafot értiink. A A graf csicsainak halmazat
Va, az éleinek halmazat Fa jeloli. Az e él kezd6pontjat e, végpontjat Te jeldli.
Elcimkézett (vagy egyszerden cimkézett) grafon olyan A grafot értiink, melyhez
adott egy A halmaz és Ea — A leképezés, amely az élek cimkéit jeloli ki.

A tovabbiakban nem szoritkozunk az iranyitott grafokon megszokott iranyitott
sétakra, ezért a I' grafot kiegészitjiik az élek forditottjaival a kdvetkez6 mddon: az e
él forditottjat jeldlje €', és adott A graf esetén legyen A az a graf, melyre Vix = Va
és Ex = Ea U Ear, ahol Ear = {€’ : e € Ea}. A sétakkal 6sszhangban a grafok
Osszefiiggséget is iranyitatlan értelemben értjiik. Az élek visszaforditasaért felel6s
" operaci6 természetes modon kiterjeszthets a forditott élekre és a A-beli sétakra.
Egy p séta esetén a p dltal feszitett (p) részgrdfon azon A azon élei altal feszitett
részgrafot értjilk, amelyen p valamely iranyban athalad.

(Kis) kategdridnak neveziink egy A grafot, ha adott az élein egy asszociativ, par-
cialis szorzas, amely a csatlakoz6 élparokon értelmezett, és egy 1; hurokél minden
i € Va csics koriil, amely lokalis egységelemként viselkedik. Kategoridk esetén mas
a szokasos terminologia, mint grafoknal:  csicsok” és ,élek” helyett rendre az ,ob-
jektumok” és ;morfizmusok” kifejezéseket hasznaljuk, melyeket egy X kategoriaban
rendre Ob X" és Arr X' jelol.

Az X kategoriat inverz kategdridnak nevezziik, ha barmely e € X (4, 7) morfizmus
esetén létezik egyetlen olyan f € X(j,7) morfizmus, melyre efe = e és fef = f
teljesiil. Ezt az f-et e inverzének nevezziik, és e~ '-gyel jeldljiik. Az inverz monoidok
felfoghatoak olyan inverz kategoriakként, melyeknek egy objektuma van, igy minden,
inverz kategoriakra megfogalmazott allitas inverz monoidokra is érvényes. Tovabba
az inverz monoidokra bevezetett alapvets fogalmaknak, mint példaul idempotensek
és természetes részbenrendezés, megvan az analogiaja inverz kategoriakra.

Legyen U inverz monoidok egy varietasa (specidlisan csoportvarietés), legyen
I graf, és legyen [plu a p &ltal meghatarozott elem az Fy(Er) relativan szabad

csoportban. Jelolje Fyu(T') a I'-n értelmezett szabad gU-kategdrdt [11], amelyet a
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kovetkezSképp adunk meg: az objektumok halmaza Vi, és barmely két i, j objektum

esetén az (i, j)-morfizmusok halmaza

Fyu(D)(i,4) = {(i, [pu, j) : p (i, j)-séta T-n},

csatlakozé morfizmusok szorzata pedig a kévetkez8képp definialt:

(i7 [p]UJ)(]v [Q]U7 k) = (i, [pq]U7k)~

A disszertéacio soran inverz monoidok szamos csaladjat konstrualjuk kategoridk
csoporthatasai segitségével. Példaul legyen GG olyan csoport, amely hat az X kate-
gorian kategoria-homomorfizmusokkal. Ez a hatas természetes moédon meghataroz
egy olyan, X /G-vel jelolt kategoriat, amely objektumai X objektumainak palyai,
Y

G-

i palyajat a szokott modon % = {% : g € G} jeloli, és tetszGleges %, % objektu-

mok esetén a (%, “j)-morfizmusok épp az olyan (i', j')-morfizmusok palyai, melyre

/

i'e G, Y

. Vegyiik észre, hogy ha G tranzitivan hat X-en, akkor X/G-nek
egyetlen objektuma van, azaz monoid. A [6, Propositions 3.11, 3.14] allitasok alap-
jan, ha G tranzitivan és fixpontmentesen hat az X inverz kategérian, akkor X' /G

inverz monoid, és izomorf barmely ¢ objektum esetén az (X /G); monoiddal, melynek

alaphalmaza {(e,g) : g € G és e € X(i,%)}, a rajta értelmezett szorzas pedig

(679)(f7 h) = (e . gfvgh)~

To6bbek kozott egy A-generalt G csoport M (G) Margolis—Meakin-kiterjesztése is
megkaphat6 ezen konstrukcié segitségével. Jeldlje I' a G csoport Cayley-grafjat, és
tekintsiik az Fys)(I') kategoriat, ahol Sl a félhalok varietasat jeloli. A G csoport hat
a sajat I' Cayley-grafjan balrol szorzassal, méghozza tranzitivan és fixpontmentesen,
és ez a hatés természetes modon kiterjeszthets Fysi(I')-re. Ekkor M(G) éppen az
Fys1(I")/G inverz monoidként kaphat6 meg. Alaphalmaza azon (X, g) parokbdl all,
melyre g € G és X olyan véges, Osszefiiggs részgrafja I'-nak, amely tartalmazza az

1 és g csticsokat. A szorzas természetesen a kovetkezSképp adhaté meg:

(X,9)(Y,h) = (XU, gh).
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Ha U csoportvarietas, akkor F,u(T')/G csoport, és GU a jele. Ez a legaltalano-
sabb” olyan A-generalt csoport, amely egy U-beli csoport G-vel vett bévitése.

3. Margolis—Meakin-kiterjesztések F-inverz fed&i

Auinger és Szendrei [2]-ben atfogalmazzak az F-inverz fedési problémat grafok és
csoportvarietasok segitségével. Eszreveszik, hogy elengends a fent emlitett Margolis—
Meakin-kiterjesztésekre megvalaszolni a problémat, ezek F-inverz fedgit duélis pre-
morfizmusok segitségével vizsgaljak.

Egy ¢: M — N inverz monoidok kozti leképezést dudlis premorfizmusnak neve-
ziink, ha (m) ™' = m ™14 és (mn)y > map - na teljesiil barmely m,n € M esetén
(az ilyen leképezések neve [4]-ben dudlis prehomomorfizmus, [7]-ben prehomomor-
fizmus). A csoportbdl inverz monoidba képezs dualis premorfizmusok egy fontos
osztalya szorosan kapcsolodik az F-inverz fed6khoz, ahogy a kdvetkezd tételben ol-

vashato6 ([7, VIL.6.11. Tétel]):

3.1. Tétel. Legyen H csoport és M inverz monoid. Ha a v: H — M dudlis
premorfizmusra teljestil, hogy

barmely m € M, esetén létezik olyan h € H, melyre m < hi, (3.1)
akkor

F={(m,h) e M x H:m < hy}

az M x H direkt szorzat inverz részmonoidja, és F-inverz feddje M-nek H felett.
Forditva, izomorfidtdl eltekintve M barmely H feletti F-inverz feddje ilyen mddon
konstrudlhatd.

Az ilyen, M(G)-be képezs dualis premorfizmusok olyan Fyu(I')/G — Fysi(T)
dualis premorfizmusok altal vizsgalhatdk, melyekre I' a G csoport Cayley-grafja, és
Y|l = idr.

Legyen I iranyitott graf, U pedig csoportvarietds. Az Fyu(T') kategoria minden

 morfizmusahoz hozzarendeljiik I' részgrafjainak a kovetkezd két sorozatat: legyen

Co(w) = ({(p) : (wp, [plu, 7p) = 2}, (3.2)
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és legyen Po(z) a Co(x) graf cx-et tartalmazo Osszefiiggs komponense. Ha C (), Pn ()

minden z esetén definialt, akkor legyen
Coy1(z) = [{Pa(z1) U+ UPy(zx) s k €N wy -2y =},

és legyen Pp41(x) ismét Cr41(z)-nek a wz-et tartalmazé Gsszefiiggd komponense.

A [2, Lemma 3.1] lemma alapjan pontosan akkor létezik olyan F,u(I')/G —
Fys1(T") duélis premorfizmus, melyre ¢|I' = idr, ha 72 € P,(z) teljesiil barmely z
és n esetén. Ha 7o ¢ P,(x) valamely x = (ip, [p]u, 7p) morfizmusra és n € No-ra,
akkor p-t szakadd sétinak nevezziik U felett.

Azt mondjuk, hogy a I" graf rendelkezik az U tulajdonsaggal, ha nincsen I'-
ban szakado séta U felett. A G csoport Cayley-grafja pontosan akkor rendelkezik
az (Su) tulajdonsaggal, ha az M (G) Margolis—Meakin-kiterjesztésnek van F-inverz
fedGje olyan csoport felett, mely valamely U-beli csoport G-vel vett bévitése —

réviden U-n keresztili F-inverz fedGje. Ennek kovetkezménye [2] egyik {6 tétele.

3.2. Tétel. Pontosan akkor van minden véges inverz monoidnak véges F-inverz fe-
ddje, ha minden véges, dsszefiiggd grif rendelkezik (Su)-val valamely lokdlisan véges

U wvarietds esetén.

A disszertacio 3. fejezetében és [9]-ben az (Su) tulajdonsagot vizsgaljuk. Bebizo-
nyitjuk, hogy adott U csoportvarietas esetén az (Syu) tulajdonsagot teljesits grafok
leirhatoak dgynevezett kizdrt minorokkal. Legyen T graf, és e egy (u,v)-éle, melyre
u # v. Azt az operaciot, mely az e él elhagyasabol és az u,v cstucsok ezzel egyideji
azonositasabol all, éldosszehizdsnak nevezzikk. A A graf minorje I'-nak, ha megkap-
hato beldle csiicsok és élek elhagyasaval, élek atiranyitasaval, és élosszehtizassal.

A kévetkez§ lemma kulcsfontossagu:

3.3. Allitas. Legyen T grdf és A egy minorja. Ekkor, ha A nem rendelkezik (Su)-

val, akkor I' sem.

Az allitas alapjan a nem-(Su) grafok felfelé zartak a természetes részbenrende-

zésben, igy leirhatok a minimalis elemeikkel, ahogy az a 3.1 abran lathat6. Robert-
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son és Seymour [8] mély grafelméleti tételének kovetkezménye, hogy mindig véges

sok minimalis elem van.

3.1. abra. A grafok részbenrenezett halmaza, és a kizart minorok

3.4. Tétel. Bdrmely U csoportvarietds esetén létezik véges sok olyan kétszeresen
€losszefliggd T, ..., [y grdf, hogy az U felett szakadd sétdt tartalmazd grifok éppen

azok, melyeknek minorja a I'1, ..., 'y, grifok valamelyike.

A kovetkezd tétel a fejezet f6 eredménye, és az Abel-féle varietasokhoz tartozo

kizart minorokat irja le.

3.5. Tétel ([9]). Egy grdf pontosan akkor tartalmaz szakadd sétdt nemtrividlis Abel-
féle csoportvarietds felett, ha minorként tartalmazza a 3.2 dbrdn ldthaté grafok va-

lamelyikét.

Ebbdl a graftulajdonsag és az F-inverz probléma kapcsolatanak visszafejtésével

kovetkezik:

3.6. Tétel. Egy G csoport M(G) Margolis—Meakin-kiterjesztésének pontosan akkor

van F-inverz feddje Abel-csoporton keresztil, ha G szabad vagy ciklikus.

Az el6z6 tétel leirja, hogy mely Margolis—Meakin-kiterjesztéseknek van F-inverz
fedGje Abel-csoportokon keresztiil. Feltehetjiik ugyanezt a kérdést altalanos inverz

monoidok esetén is. A disszertacio 4. fejezetében és [10]-ben bemutatunk egy, a
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3.2. dbra. A kizart minorok Ab esetén

[2]-belihez hasonlo elméletet, mely segitségével a kérdést E-unitér inverz monoidok

egy széles osztalyara vizsgaljuk.

4. Felfele véges monoidok F-inverz feddi

A kovetkezdkben [2] Margolis—Meakin-kiterjesztésekre vonatkozo eredmeényeit alta-
lanositjuk ugynevezett felfele véges E-unitér inverz monoidokra. Egy inverz mo-
noidot felfele végesnek neveziink, ha az m*” = {n € M : n > m} halmaz bar-
mely m € M esetén véges. TSbbek kdzott a véges inverz monoidok és a csoportok
Margolis—Meakin-kiterjesztései felfele végesek.

Legyen X inverz kategoria, A pedig tetsz6leges graf. Azt mondjuk, hogy X
kvdzi-A-generdlt, ha adott egy ex: A — X grafmorfizmus, amelyre a Aex U E(X)
részgraf generalja X-et, ahol E(X) jeloli X idempotenseinek részgrafjat.

4.1. Lemma. Minden felfele véges inverz monoid kvdzi-A-generdlt valamely A C
max M~ halmazra.

Egy ¢¥: Y — X, kvazi-A-generalt kategoridk kozotti dualis premorfizmust ka-
nonikusnak neveziink, ha ey = ex. A Margolis—Meakin-kiterjesztések F-inverz

fedsirdl sz6l6, [2]-ben talalhat6 okfejtéshez hasonldé modon kapjuk a kovetkezot:

4.2. Allitas. Legyen M kvizi-A-generdlt inverz monoid, ahol A C max M~ , jelélje
G az M/o csoportot, és legyen U csoportvarietds. Ekkor GU A-generdlt csoport,



9

és M-nek pontosan akkor van F-inverz feddje U-n keresztiil, ha létezik GY — M

kanonikus dudlis premorfizmus.

A GY kanonikus duélis premorfizmusok tanulmanyozasahoz az elsG lépés egy
Margolis—Meakin-kiterjesztéshez hasonlé struktira bevezetése M-re. Legyen M tet-
sz6leges E-unitér inverz monoid, jel6lje az M /o csoportot G. A konstrukcionkban
kulcsszerepet jatszik a kovetkezSképp definidlt Zps kategoria: az objektumok hal-

maza G, az (i, j)-morfizmusok halmaza
Irm(i,7) ={(E,m,5) EGX M XxG:i-mo=j} (i,j € G),
két csatlakozé morfizmus, (i, m,j) € Za(i,7) és (4,n, k) € Zn (4, k) szorzata pedig
(i, m,7)(4,n, k) = (i, mn, k).

Legyen p = eje2---e, séta Zy-on, ahol e; = (tej,m;,Te;) és m; € M minden
j (j=1,2,...,n) esetén, és tekintsiik a w = mima---m, € M sz6t. A p sétahoz
hozzarendeljiik M-nek a A\(p) = [w]nr elemét. Tetszbleges X véges, Osszefliggs, Zas-
beli részgraf és 4,5 € Vx esetén legyen A(; ;y(X) = A(p), ahol p egy X-et feszitd
(4, j)-séta. Belathato, hogy ez joldefinialt.

Legyen M kvazi- A-generalt E-unitér inverz monoid, melyre A C max M ~. Meg-
adjuk Zys egy kvazi-I'-generalt modelljét, ahol I a G csoport Cayley-grafja. Rogzit-
siik E(M)-nek egy olyan T részhalmazat, melyre AU T generalja M-et. Jelolje T' az
I graf azon élei altal feszitett részgrafjat, melyek kozéps6 komponense A U I-bél
val6. Bevezetiink egy lezarasi operatort I'' 8sszes részgrafjanak Sub(I') részben-
rendezett halmazan.

Tekintsiik I egy X részgrafjat, melyre i, € Vx, és legyen
X = U{Y € Sub(I'') : Y véges, osszefiiggs, 4,j € Vy,
es A (Y) = Ay (X))

amelyrél ismét belathato, hogy joldefinialt. Altalanosabban, tetszéleges X € Sub(I'Y)

részgraf esetén a kovetkezképp definialjuk az X< grafot:

X = LJ{YCl .Y véges Osszefiiggs részgrafja X-nek}.
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Konnyen ellendrizhets, hogy X — X©' lezéarasi operator Sub(I'')-n, és a szo-
kott modon az X részgrafot zdrtnak nevezziik, ha X = X°. Megjegyezziik, hogy
véges részgrafok lezartja altalaban nem véges. A T'T graf zart részgrafjainak hal-
mazéat ClSub(I'Y)-vel jeloljiik, a véges részgrafok lezartjat pedig ClSubg.(I')-vel.
Részgrafok barmely X; (j € J) halmaza esetén legyen \/,_; X; = (UJ.EJXJ-)CI. A
(C1Sub(T'Y); C) részbenrendezett halmaz teljes halot alkot a megszokott metszetre
és a fent definialt \/ egyesitésre.

Definialjuk az X (I') inverz kategoriat a kovetkezGképp: az objektumainak hal-
maza legyen G, az (4, j)-morfizmusoké (i,j € G) pedig

Xa(")(4,5) = {(5,X,5) : X € ClSuby(I) és 4,5 € Vx},
két csatlakoz6 morfizmus szorzata legyen
X, )0, Y, k) = (1, X VY, k).

Kénnyen lathato (lasd még [5]), hogy Xa(I'') — Znr, (i,X,75) = (4, A, j)(X), 5)
kategoria-izomorfizmus, igy X.(I'7)/G kanonikusan izomorf M-mel, mégpedig az
(X,9) = A1,¢(X) izomorfizmus mellett. Ez az M E-unitér inverz monoid P-
reprezentaciojat adja.

A fejezet célja, hogy ekvivalens feltételeket adjunk meg a GU — M kanonikus
duélis premorfizmus létezésével. Mivel GY = F,u(I)/G és M = X4(I'))/G, ez
természetes moédon megfelel az Fyu(T') — Xa(T'') kanonikus duélis premorfizmu-
soknak.

Hasonloan ahhoz, ahogyan [2]-ben lathattuk, az F,u(I") kategéria minden z

morfizmusahoz hozzarendeljiikk I'Y részgrafjainak két sorozatat. Legyen
ﬂ{ p (1z, 7x)-séta T-ban, melyre = = (v, [plu, 77)},

és legyen PS(z) a C§' () graf ta-et tartalmazé Gsszefiiggs komponense. Ha CZ(z), PS(z)

minden z esetén definialt, legyen

n+1 ﬂ{PCl 171 -V Pﬁl(mk) ck€No, z1,...,2 € Fgu(r)

csatlakoz6é morfizmusok, és z = 1 - - - a1 },
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és legyen PCL,(z) ismét CCL | (z)-nek a tz-et tartalmazo dsszefiiggd komponense.

Barmely = morfizmus és n index esetén CS(z) és P (x) zart részgrafok, mitobb,

PSl(x) bsszefiiggs és tartalmazza tz-et. A kovetkezd [10] egyik 8 tétele:

4.3. Tétel. Legyen M kvdzi-A-generdlt felfele véges E-unitér inverz monoid, melyre
A C max M~ legyen G = M/o, és U csoportvarietds. Jelolje G Cayley-grdfjdt T.

A kovetkezdk ekvivalensek:

(1) M-nek van U-n keresztili F-inverz feddje.

(2) Létezik G¥ — M kanonikus dudlis premorfizmus.

(3) Létezik G¥ — Xa(I'")/G kanonikus dudlis premorfizmus.
(4) Létezik Fyu(T) = Xa(T'7) kanonikus dudlis premorfizmus.

(5) Az Fyu(T) kategéria barmely © morfizmusa és barmely n € Ny esetén a P2 (z)

grdf tartalmazza Tx-et.

Példaképpen megadunk véges E-unitér inverz monoidoknak olyan csaladjat, ame-

lyeknek van véges F-inverz fedGje a 4.3 Tétel alapjan.

4.4. Példa. Legyen G csoport, amely hat az S egységelem nélkiili félhalon, melyre
barmely s € S esetén az s-nél nagyobb elemek halmaza véges. Tekintsiik az S x G
szemidirekt szorzatot, és legyen M = (S xG)' az az inverz monoid, melyet S x G-bél
egy kiils6 egységelem hozzdadasaval nyeriink. Ekkor M olyan felfele véges E-unitér
inverz monoid, amely nem F-inverz, de barmely nem-trivialis csoporton keresztiil

van F-inverz fedgje.

Ez a példa megvilagitja a konstrukcionk altalanossagat a [2]-ben talalhatoval
szemben. A 3.6 Tétel alapjan egy csoport Margolis—Meakin-kiterjesztésének ponto-
san akkor van Abel-csoporton keresztiili fedGje, ha a csoport ciklikus vagy szabad.
Ezzel szemben az el6z6 példa mutatja, hogy barmely G csoport esetén megadhato
olyan felfele véges F-unitér inverz monoid, melynek legnagyobb csoport homomorf

képe G, nem F-inverz, de van Abel-csoporton keresztiili F-inverz feddje.
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A koévetkezSkben a célunk a 3.6 Tétel altalanositasa felfele véges E-unitér inverz

monoidokra. A 4.3 Tétel egy egyszerid kovetkezménye a kovetkezd:

4.5. Allitas. Ha M olyan felfele véges E-unitér inverz monoid, melyre |M/o| < 2,
akkor M-nek van F-inverz feddje bdrmely nemtrividlis csoportvarietdson keresztiil.
Specidlisan, M-nek van F-inverz feddje elemi Abel-féle p-csoport felett barmely p

esetén.

Most tegyiik fel, hogy M felfele véges E-unitér inverz monoid, M /o legalabb
haromelemd, és létezik olyan o-osztaly, amelyben van legalabb két maximalis elem.
Valasszunk két ilyen a, b € M, aob elemet, és egy v € M /o osztalyt. Jelolje maxv av
o-osztaly maximdlis elemeinek halmazat, és tekintsiik idempotenseknek a kovetkezd
halmazat:

H(a,b;v) = {d "ab”'d : d € maxv}.
Ennek a halmaznak létezik legkisebb felss korlatja E(M)-ben, melyet h(a, b;v) jelol.
A kovetkez6 tulajdonsag fontos szerepet jatszik a disszertacié utolso tételében:
(©) c-h(a,b;v) - ¢ 'b £ a valamely ¢ € max v esetén.
A 4.3 Tétel alapjan a kovetkezd elégséges feltételt kapjuk arra, hogy M-nek ne

létezzen Abel-csoporton keresztiili F-inverz fedgje:

4.6. Tétel. Ha M olyan felfele véges E-unitér inverz monoid, melynek léteznek
olyan a,b € M, a c b elemei és olyan v o-osztdlya, amelyckre a (C) feltétel teljesiil,

akkor M-nek nincs F-inverz feddje Abel-csoporton keresztiil.
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