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Bevezetés

Az értekezés els§ felében olyan egy- és kétvaltozos trigonometrikus sorokkal
foglalkozunk, amelyek abszolit (és ebbdl kifolyolag egyenletesen is) konvergensek.
Ismert tény, hogy ilyen sorok 0Osszegfiiggvénye minden pontban létezik és folyto-
nos. Tovabba azt is tudjuk, hogy minden egyenletesen konvergens trigonometrikus
sor egyben Osszegfiiggvényének Fourier sora. Az els6 két fejezetben trigonometri-
kus sorok Osszegfiiggvényének simasagat targyaljuk. Pontosabban, elegend¢ felté-
teleket adunk arra vonatkozoan, hogy az Osszegfiiggvény egyvaltozos esetben vala-
mely lip(«), Lip(a) Lipschitz vagy zyg(«), Zyg(a) Zygmund osztalyba tartozzék, a
kétvaltozos esetben pedig valamely multiplikativ lip(«, 5), Lip(«, ) Lipschitz vagy
zyg(a, ) és Zyg(a, f) Zygmund osztaly eleme legyen.

A disszertaciéo masodik felében két 1j 6sszegezhetGségi fogalmat vezetiink be: ket-
t6s trigonometrikus sorok Riemann-, és kettds trigonometrikus integralok Lebesgue
szummalhatosagat. Az egyvaltozos esethez hasonloan (lasd [21]-ben) egy kettds tri-
gonometrikus sor Riemann GsszegezhetGségének definialasakor a sor mindkét valto-
z6ja szerinti kétszeri formalis integralasaval kapott fiiggvény szimmetrikus mésodik
derivaltjanak létezését koveteljiik meg. Belatjuk, hogy a Riemann szummaéalhatosag
a regularis konvergencia altaldnositasa, azaz ha egy ketts trigonometrikus sor regu-
larisan konvergens, akkor Riemann értelemben is 0sszegezhetd, és a két értelemben
vett Osszeg megegyezik. A bizonyitasokban kulcsfontossagu szerepet tolt be Robi-
son tétele (lasd [16]-ban), amely a végtelen dimenzi6ju korlatos-regularis matrixok
jellemzését adja meg.

A negyedik részben a Lebesgue szummalhatésag fogalmat vissziik at kettds tri-
gonometrikus integralokra. A trigonometrikus sorok Lebesgue OsszegezhetGségének
fogalmat Zygmund a sor egyszeri formalis integraldsaval kapott fiiggvény szimmet-
rikus derivaltjanak létezésével definialta (lasd [21, 1. kétet, 321. old.]). Olyan felté-
teleket mutatunk, amelyek teljesiilése garantélja hogy a kettds integral Pringsheim
értelemben vett Osszege megegyezzen a Lebesgue Osszegével.

A disszertacit a szerzé alabbi cikkeiben publikalt eredményeire épiil:

L. Krizsdn and F. Moricz, Generalization of Zygmund’s theorem on the
smoothness of the sum of trigonometric series, Acta Sci. Math. (Szeged),
78 (2012), 155-164.



L. Krizsan and F. Moéricz, A two-dimensional extension of Zygmund’s
theorem on the smoothness of the sum of trigonometric series, Acta Sci.
Math. (Szeged), 79 (2013), 49-62.

L. Krizsan and F. Moricz, The Lebesgue summability of double trigono-
metric integrals, Math. Inequal. Appl., 17 (2014), 1543-1550.

L. Krizsan, On the Riemann summability of double trigonometric series,
Math. Pannonica, 25/1 (2014-2015), 135-145.

1. Egyvaltozé6s trigonometrikus sorok Osszegfiiggvé-
nyének simasaga

Definicié. Legyen {c,},., C C olyan sorozat, amelyre

Z |en| < 0.

ne”L

Ekkor a

§ Cn eznz

nez
trigonometrikus sor abszolit és egyenletesen konvergens. Jeloljiik az Osszegét f(z)-

szel:
(1.1) fle):=> e,  weT:i=[-mmn).
nez
Az egyenletes konvergencia kovetkeztében az f(z) fiiggvény folytonos.
Definicié. Tekintsiik a periodikus f:T — C fiiggvényt, ahol T tovabbra is a [—m, 7)

toruszt jeloli. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a Lip(«) Lipschitz osztélyhoz tar-

tozik valamely a > O-ra, ha létezik olyan csakis az f fiiggvénytdl fiiggé C' konstans,

hogy
|Af(z,h)|:==|f(z+h)—f(z) < Ch®

teljesiil minden x € T és h > 0 esetén.

Az f fiiggvény a lip(«) kis Lipschitz osztélyhoz tartozik valamely « > O-ra, ha a

lim 27 [ f(z+h) = f(z)] =0

konvergencia egyenletes x-ben.



Az f fiiggvény a Zyg(a) Zygmund osztalyhoz tartozik valamely o > 0O-ra, ha

folytonos és létezik olyan csakis az f fliggvénytdl fliggé C' konstans, amelyre
|Af(x,h)| = [ f(z+Dh)—2f(2)+ f(z —h)| < Ch®

fennéll minden x € T és h > 0 esetén.
Azt mondjuk, hogy f a zyg(a) kis Zygmund osztalyhoz tartozik valamely a > 0-

ra, ha folytonos és
lmh™|f(z+h)—2f(x)+ f(x—h)|=0
h—0
egyenletesen teljesiil x-ben.
Zygmund elegendd feltételeket adott arra vonatkozoan, hogy az (1.1)-ben defi-
nialt f(x) osszegfiiggvény a Zyg(1), illetve a zyg(1) osztalyba tartozzék (lasd [21,
1. kbtet, 320. oldal]). Ezen tételek altalanositottuk tetszdleges 0 < o < 2 esetére. Uj

eredményeinket a kovetkezd tételekben foglaltuk Ossze.

1.1. Tétel. Legyen {c,}, ., C C. Ha valamely 0 < o < 2 esetén létezik olyan C,

konstans, amelyre teljestil, hogy

1 2
(1.2) e d e <Ca (N=12,...),

2—«
[n|<N

akkor az (1.1) sor abszolit és egyenletesen konvergens, és az f(x) dsszegfiigguény a

Zyg(a) osztdlyhoz tartozik.

1.2. Tétel. Legyen {c,}, ., C C. Ha valamely 0 < o < 2 értékre teljesiil, hogy

ne”L

1
(1.3) lim —— Z n?|c,| =0,

akkor f(z) € zyg(a).

Megjegyzés. Ha 0 < a < 1, akkor

Lip(er) = Zyg(a) és lip(a) = zyg(a),
és ezaltal az is igaz, hogy az (1.2) feltétel mellett f(x) a Lip(a), az (1.3) feltétel
mellett pedig a lip(a) osztalyba is beletartozik.

Az a=1 esetben azonban a Lip(1) C Zyg(1) szigoru tartalmazasi relacio all fenn.

Ezért a kovetkezd tételben az f(z) € Lip(1) tartalmazasra adtunk elegendd feltételt.

1.3. Tétel. Ha a {c,},., C C sorozat kiclégiti a

Z Ine,| < oo

nel

feltételt, akkor f(x) € Lip(1).



2. Kétvaltozos trigonometrikus sorok osszegfiiggvé-
nyének simasaga

Definicié. Legyen {cpm n }(mn)ezz CC komplex szamok olyan kettds sorozata, amelyre

(2.1) ZZ|cmn| < 00.

meEZ neZ
Ekkor az
(2.2) F@y)=> " cnne™ ™ (z,y) €T
meZ nel

trigonometrikus sor abszolut és egyenletesen konvergens, kovetkezésképpen az f(z,y)

Osszegfiiggvény egyenletesen folytonos.

Definici6. A fenti f Osszegfiiggvény simasaganak vizsgalatdhoz vezessiik be a

Af(.??,y;h,k) :f(x+h,y+k;)—f(x+h,y)—f(x,y+k)+f(x,y)
operatort.

Definicié. Egy folytonos f fiiggvény a Lip(a, 8) multiplikativ Lipschitz osztaly-
hoz tartozik valamely «, 5 > O-ra (lasd [11|-ben), ha létezik olyan kizardlag az f

fiiggvénytdl, valamint az a és 8 szdmoktol fiiggé C' konstans, melyre fennall, hogy
(2.3) IAf (z,y;h, k)] < Ch®KP minden xz,y é h, k>0 esetén.

Amennyiben
lim A=k PAf (z,y; h, k) =0

h,k—0
is teljesiil, méghozza z-ben és y-ban egyenletesen, akkor azt mondjuk, hogy f a
lip(av, ) multiplikativ kis Lipschitz osztalyhoz tartozik.

A folytonos f fiiggvény a Zyg(«, §) multiplikativ Zygmund osztalyhoz tartozik
valamely «, 8 > O-ra (lasd |2|-ben), ha

(2.4) }AQf (x,y; h, k)‘ <Ch%k" minden z,y és h,k>0 esetén,
ahol C' ismét csak az f fliggvénytol, a-tol és B-tol fiigg. Ha raadasul
; —a.—B A2 . _
hl,illloh k A f (:U7 Y; h‘7 k) - O

is fennall z-ben és y-ban egyenletesen, akkor f a zyg(«, 5) multiplikativ kis Zygmund

osztalyhoz tartozik.



A kovetkez§ tételekben fogalmaztuk meg a legf6bb eredményeinket.

2.1. Tétel. Legyen {cmn} C C komplex szdmok olyan kettds sorozata, amelyre
(2.5) Z |emo] <00 és Z |con| < 00.
meZ neL
Ha valamely 0 < o, 8 <2 és C, 3 konstansokra
1
(26) W Z Z m2n2 |Cm,n| S Ca,ﬁ (M, N = 1,2, - )
[m|<M |n|<N
fenndll, akkor (2.1) teljesil és a (2.2)-ben definidlt f dsszegfiggvény a Zyg(a, f3)

osztilyhoz tartozik.

2.2. Tétel. Ha a {cymn} C C sorozat teljesiti a (2.5) és a (2.6) feltételeket valamely

0<a,fp <2 esetén, és raaddsul

2,2
s 30 D el =0

Im|<M |n|<N

is fenndll, akkor a (2.2)-ben definidlt f figgvény a zyg(«a, B) osztdlyhoz tartozik.

Az el6z6 két tétel feltételeinek erdsitésével hasonlo elegenddségi tételeket mond-
tunk ki az f Osszegfiiggvény Lip(a, 3) és lip(a, B) osztalyokba vald tartozasara
0<a,B <1 esetén.

2.3. Tétel. Legyen {cpn} C C olyan sorozat, amelyre (2.5) teljesil. Ha valamely
0<a,pB <1 szdamokra és C 5 konstansra fenndll, hogy

1 3
(27) W Z Z \mncmm\ < Cévé (M, N = 1,2, .. .),
[m|<M |n|<N

akkor (2.1) is teljesiil és a (2.2)-ben megadott [ dsszegfiggvény a Lip(«, B) osztdlyhoz

tartozik.

2.4. Tétel. Tegyik fel, hogy a {cmn} C C sorozatra a (2.5) és a (2.7) feltételek

teljesiil és raaddsul

A i 3 mng| =

|m|<M |n|<N

is fenndll valamely 0 < o, f < 1 esetén. Ekkor a (2.2)-ben definidlt f dsszegfiigguény
a lip(a, B) osztdlyhoz tartozik.



3. Kettds trigonometrikus sorok Riemann szummal-
hat6saga

Legyen {c¢;,,,} C C komplex szamok kettds sorozata. Tekintsiik az
<31) Z Zcmmei(mzﬁ-ny)
mEZ nEZ
kettds trigonometrikus sort a téglalap alaku
sun (T,y) = Z Z cmjne"(m“”y) (M,N=0,1,2,...)
m|<M n|<N

szimmetrikus részletosszegeivel.

Definici6. A (3.1) kettds trigonometrikus sor Pringsheim értelemben konvergal az s
értékhez valamely (x,y) pontban, ha barmely € > 0-hoz 1étezik olyan ng természetes
szam, hogy

lspn (x,y)—S|<e, ha M,N >nq.

A Pringsheim értelemben vett konvergencia azonban nem garantalja sem a sor
tagjainak korlatossidgat, sem pedig az un.
(3.2) Zeim”” (cm—n€™™ +Cpne™) (neZ)
mEZ
sorOsszegek, illetve a
(3.3) Ze’m (c_mme ™+ ne™) (meZ).
neL

oszlopdsszegek konvergencidjat. Ezen okok valtottak ki egy erdsebb konvergencia

fogalom bevezetését, amelyet Hardy [4] cikkében ismertetett.

Definicié. A (3.1) kettds trigonometrikus sor regularisan konvergens, ha Pringsheim
értelemben konvergens, tovabba a (3.2)-beli sordsszegek és a (3.3)-beli oszloposszegek

is konvergensek.

Definici6. Ha a (3.1) sort formalisan integraljuk mindkét valtozoja szerint kétszer,

akkor az
1.23/2 y2 eimx $2 einm
R(z,y) := o ) Z Cmo 5 Ty ZCO,nF+
|m|>1 [n|>1
(34) ei(mx-‘rny)
2
+ Z ZQTLJLW? (ﬂf,y)ET
ml>1 n]>1

6



fiiggvényhez jutunk. Ha a {c,,,,} sorozat korlatos, akkor az imént kapott (3.4)-
ben szereplG sorok abszolit és egyenletesen is konvergensek. Tehat az R fiiggvény
minden (z,y) € T? pontban jol definialt, és az egyenletes konvergencia kovetkeztében
folytonos is.

Vezessiik be a

A*R(z,y; 2u,2v) :=R(x +2u, y +2v) + R(x — 2u, y +2v) + R(x +2u, y — 2v)+
+R(x—2u,y—2v) —2R(z+2u,y) —2R(x, y+2v)—
—2R(z—2u,y) —2R(z,y —2v) +4R(x,y) (u,v>0)

jelolést. Ha a
. A’R(z,y;2u,2v)
lim =
u,v—0 16U2U2

hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) sor az (z,y) pontban Riemann

modszere szerint 6sszegezhetd (roviden: Riemann Gsszegezhetd), és Riemann 6sszege s.

Az alabbi két allitas Riemann [15]-ben publikélt tételeinek kétvaltozos megfele-

16je.
3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {cm} C C sorozatra

(3.5) lim  ¢p,=0

[m|+|n|—o0

teljestil. Ha valamely (z,y) pontban a (3.1) kettds sor reguldrisan konvergens, akkor

Riemann modszere szerint is 0sszegezhetd, €s a két értelemben vett dsszeq megegyezik.

3.2. Tétel. Ha (3.5) teljesil, akkor

A%R (z,y; 2u,2v)
16uv

—0 (u,v—0)

is fenndll, raaddsul (z,y)-ban egyenletesen.



4. Ketto6s trigonometrikus integralok Lebesgue szum-
malhatosaga

A trigonometrikus sorok Lebesgue 6sszegezhetdségének fogalmat Zygmund a sor
egyszeri formélis integraldsaval kapott fiiggvény szimmetrikus derivaltjanak léte-
zésével definialta (lasd 21, 1. kotet, 321. old.]). Megjegyezziik, hogy a Lebesgue
szummalhatosag kettds sorokra valo kiterjesztését Bagota Monika és Moricz Ferenc
kozos [1] cikkiikben publikaltak. A teriilet legfrissebb eredményeit Moricz [13] cik-
kében olvashatjuk, amely trigonometrikus integralok Lebesgue szummalhatésagat

targyalja.

Definici6. Legyen az f : R? — C fiiggvény Lebesgue értelemben integralhato R2
minden korlatos [a, b] x [c,d] téglalap alakt részhalmazén, jeldlésben: f € Ll (R?).

Tekintsiik az

(4.1) / f(s, 1)’ W dsdt,  (x,y) € T
]RQ

kettds trigonometrikus integralt a

Ton(z,y) = / F(s, )= dsgt (ST > 0)
[s|<S Jt|<T

szimmetrikus részintegraljaival. Azt mondjuk, hogy a (4.1) kettds integral az
(x,y) € T? pontban Pringsheim értelemben konvergal az [ szimhoz, ha minden & >0

szamhoz létezik olyan p = p(e) > 0 kiiszObszam, amelyre
|[S7T(xay)_l| <g, ha SaT>p'

Definici6. Tekintsiik a (4.1)-ben szerepls integrandus x és y valtozoja szerinti for-
malis integralasaval kapott

ei(sz—i-ty)
dsdt, (x,y)€R?

L) = [[ fts.0)

i%st
fiiggvényt. A (4.1) integralt Lebesgue értelemben Osszegezhetének nevezziik egy
(z,y) € T? pontban, ha a
AL(x,y;h, k) 1
4hk " 4hk
—L(z+h,y—k)+L(x—h,y—Fk)) —1 (0<h,k—0)

(L(x+h,y+k)—L(x—h,y+k)

véges hatarértek létezik. Ekkor az [ szamot a (4.1) integral Lebesgue 6sszegének

nevezziik.



Az alabbi tétel a Moricz [13] cikkében talalhato tétel kettds integralokra vett

megfelelGje.

4.1. Tétel. Ha az f : R? — C fiigguényre a

S/Rf(s,t)dt €L, (R,ds)

€s a

(4.2) lim —/ / |sf(s,t)|dsdt =
$.T=205 Jisj<s Jyu<r

feltétel teljesiil, tovabbd a

/f s,t)ds € L, (R, dt)

€s a

4.3 lim —/ / tf(s,t)]dsdt =
( ) ST—ooT Is|<S \t|<T| |

feltétel is fenndll, akkor a (4.1)-ben definidlt kettds integrdl Lebesque értelemben
lélezik és a

lim (AL(I’,y; h, k)

iy ) 4hk =Ly, y)) =0 (h,k>0)

konvergencia egyenletes (z,y)-ban.
Mas szoval, a (4.2) és a (4.3) feltételek mellett a (4.1) keltds integrdl akkor és
csakis akkor 0sszegezhetd Lebesque értelemben egy adott (x,y) pontban, ha Pringshe-

im értelemben is konvergens (x,y)-ban, és a két értelemben vett Gsszeg megegyezik.

Megjegyzés. Kiilon kiemeljiik, hogy az el6z6 tétel az f € L .(R?) fiiggvények

¢ 1 —i(sx
fla)i= oz [ [ s e asar, (o) B2

modon definidlt kettés Fourier transzfoltmaltjaira is alkalmazhat6, amennyiben a
(4.2) és a (4.3) feltételek teljesiilnek.
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