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Bevezetés

A trigonometrikus sorok jelentsége a XVIII. szazadban kezdett igazan megmu-
tatkozni, amikor is hosszas vizsgalodésok utan Daniel Bernoullinak sikeriilt a két
végén rogzitett rezgs hir mozgasat szinuszsorok segitségével leirnia. A 1800-as évek
elején Joseph Fourier szintén szinuszsorokkal modellezte az elszigetelt riadban zajlo
hémérséklet valtozasat, ezaltal még inkdbb hangsilyozva a trigonometrikus sorok
fontossagat. A késébbiekben szamos tovabbi alkalmazhatosigra deriilt fény, tébbek
kozott az elektrotechnika, rezgésvizsgalat, akusztika, optika, jelfeldolgozas, képfel-
dolgozas és kvantummechanika teriiletén.

Ezen értekezés els6 felében olyan egy- és kétvaltozos trigonometrikus sorokkal
foglalkozunk, amelyek abszoliut (és ebbdl kifolyolag egyenletesen is) konvergensek.
Ismert tény, hogy ilyen sorok 6sszegfiiggvénye minden pontban létezik és folytonos.
Tovabbé azt is tudjuk, hogy minden egyenletesen konvergens trigonometrikus sor
egyben &sszegfiiggvényének Fourier sora.

Az els6 fejezetben ismertetjiik a lip(«), Lip(«) Lipschitz és a zyg(«a), Zyg(a)
Zygmund osztalyokat. Bemutatunk két ismert tételt, amelyek a sor egyiitthatoi bi-
zonyos kozepeinek segitségével elegendd feltételeket adnak arra, hogy az Gsszegfiigg-
vény egyenletesen sima legyen, azaz hogy a Zyg(1) vagy a zyg(1) osztalyba tartozzék.
A tételek bizonyitasa Zygmund nevéhez fiiz6dik (lasd [21, 1. kotet, 320. oldal|), ezért
a késGébbiekben Zygmund tételeiként hivatkozunk rajuk. Ezen tételeket altalanosit-
juk, vagyis elegendd feltételeket adunk arra, hogy a sor Gsszegfiiggvénye a Zyg(a)
vagy a zyg(a) osztalyba tartozzék valamely 0 < a < 2 esetén. A kényvben leirtak-
tol lényegesen mas alapotleti bizonyitasokat mutatunk be. A bizonyitasok egy-egy
kulesfontossagi lemman alapulnak, ahol a {c, : |n| < N} kezdeti egyiitthatok bizo-
nyos kozepeinek viselkedését Gsszekapcsoljuk a sorozat {c, :|n| > N} farok elemei
kozepeinek viselkedésével. Végezetiil az Osszegfiiggvénynek a Lip(1) osztalyba valo

tartozasara is elegendd feltételt adunk.



Bevezetés

A maésodik fejezetben a mar meglevd eredményeinket terjesztjiik ki kétvaltozos
trigonometrikus sorokra. Ismertetjiik a kettds sorok targyalasahoz sziikséges kétval-
tozos multiplikativ lip(a, 8), Lip(«, ), zyg(a, 5) és Zyg(a, 5) osztalyokat (lasd a |2]
és [11] cikkekben). Elegend¢ feltételeket fogalmazunk meg arra vonatkozoan, hogy
a kettss sor Gsszegfliggvénye valamely zyg(a, B) vagy Zyg(«, ) osztalyba tartozzék
(0 <a, B <2), illetve lip(cv, B) vagy Lip(a, §) osztalyba tartozzék (0 < a, 5 <1). Az
emlitett feltételeket itt is a sor egyiitthatoi bizonyos a-tol és 5-t6l fiiggd kozepeinek
vizsgalatdval nyerjiik. Hasonl6é, azonban technikailag joval bonyolultabb lemmakat
fogalmazunk meg, mint az egyvéaltozos esetben: a kezdeti és a farok egyiitthatok
kozepeinek viselkedése kozott vonunk ismét parhuzamot.

A disszertécié masodik felében két 0j 6sszegezhetdségi fogalmat vezetiink be: ket-
t6s trigonometrikus sorok Riemann-, és kettGs trigonometrikus integralok Lebesgue
szummalhatosagat. Az egyvaltozos esethez hasonloan (lasd [21]-ben) egy kettds tri-
gonometrikus sor Riemann 6sszegezhetGségének definidlasakor a sor mindkét valto-
z6ja szerinti kétszeri formalis integralasaval kapott fiiggvény szimmetrikus méasodik
derivaltjanak létezését koveteljiik meg. Belatjuk, hogy a Riemann szummalhatosag
a regularis konvergencia altaldnositasa, azaz ha egy kettds trigonometrikus sor regu-
larisan konvergens, akkor Riemann értelemben is 6sszegezhetd, és a két értelemben
vett Osszeg megegyezik. A bizonyitasokban kulcsfontossagt szerepet tolt be Robi-
son tétele (lasd [16]-ban), amely a végtelen dimenzioju korlatos-regularis matrixok
jellemzését adja meg.

Az utolsé fejezetet a Lebesgue szummaélhatosag témakorébsl mar ismert eredmé-
nyek bemutatasaval kezdjiik. A trigonometrikus sorok Lebesgue dsszegezhetGségének
fogalmat Zygmund a sor egyszeri formalis integralasaval kapott fiiggvény szimmetri-
kus derivaltjanak létezésével definialta (lasd |21, 1. kotet, 321. old.]). Megjegyezziik,
hogy a Lebesgue szummalhatosag kettds sorokra valo kiterjesztését Bagota Monika
és Moricz Ferenc kozos [1] cikkiikben publikaltak. A teriilet legfrissebb eredményeit
Moricz [13] cikkében olvashatjuk, amely méar trigonometrikus integralok Lebesgue
szummalhatosagat targyalja. A fejezet csucspontjaként ezen cikk f6bb eredményeit
altalanositjuk kett6s integralokra, azaz elegendé feltételeket fogalmazunk meg arra
vonatkozoan, hogy egy kettds integral Lebesgue értelemben vett Osszege megegyez-

zen a Pringsheim értelemben vett Gsszegével.



1. fejezet

Egyvaltozos trigonometrikus sorok
osszegfiuggvényének simasaga

1.1. El6zmények: Zygmund tételei egyszeres trigono-
metrikus sorok osszegfiiggvényének simasagarol

Ezen fejezetben komplex szamok tetszéleges {c,}, ., C C sorozataval képezett

(1.1) cheim

neZ

trigonometrikus sorokkal foglalkozunk. Egy ilyen sor szimmetrikus részletosszegein

az

sn(x) = Z '™ (N=0,1,2,...)

[n|<N
véges Osszegeket értjitk. Az (1.1) sort akkor nevezziik konvergensnek, ha a

lim sy(z) =s
N—o0

véges hatarérték létezik. Ekkor a sor Osszegén az s szamot értjiik.

Megjegyezziik, hogy a szakirodalomban gyakran a trigonometrikus sorok

Qo

b (ay, cosnx + by, sin nx) (Gn, by, € R)

hE

(1.2) +

1

n

valos alakjaval taldlkozunk. Ha azonban felirjuk a cos nx és sinnz fiiggvények

cosnz == (€™ 4+e ") és sinnz= 5 (e —em) (n>1)

(4

N —



1. fejezet. Egyvaltozos trigonometrikus sorok Osszegfiiggvényének simasaga

alakjait, akkor megkapjuk a valos a,, b, és a komplex ¢, egyiitthatok kozotti Ossze-

fliggést :
(an—iby), ha n>0
Cp = %ao ha n=0
t(a_p+ib_,), ha n<O0.
Innen méar lathato, hogy az (1.1) sor szimmetrikus részletosszegei rendre megegyez-

nek az (1.2) sor részletosszegeivel, azaz

N
Z Cpe eint — 50 g ancosn:c—i-bnsinnl’) <N2071727 : )

In|<N
Az értekezésben azonban a témorebb irasmod miatt a tovabbiakban mindig az (1.1)

komplex alakot fogjuk hasznalni.

Definicié. Legyen {c,},., C C olyan sorozat, amelyre
Z len| < o0
nez

teljesiil. Ekkor az (1.1) trigonometrikus sor abszoliit és egyenletesen konvergens.

Jeloljiik az Gsszegét f(x)-szel:

(1.3) f(z):= cheim, zeT:=[-mm).

nez

Az egyenletes konvergencia kévetkeztében az f(z) fliggvény folytonos.

A fent definialt f(x) fliggvény simasaganak vizsgalatdhoz bevezetjiik a Lipschitz

és Zygmund osztalyok fogalmat.

Definici6. Tekintsiik a periodikus f:T—C fiiggvényt, ahol T a [—m, 7) toruszt jeldli.
Azt mondjuk, hogy az f fliggvény a Lip(a) Lipschitz osztalyhoz tartozik valamely
a > 0-ra, ha létezik olyan csakis az f fiiggvénytdl fiiggé C' konstans, melyre

|Af (2, h)| == |f(z+h) = f(z)] < Ch*

teljestil minden x € T és h > 0 esetén.

Az f fiiggvény a lip(«) kis Lipschitz osztalyhoz tartozik valamely « > O-ra, ha a

lim 27 [ f(z +h) = f(z)[ =0



1. fejezet. Egyvaltozos trigonometrikus sorok Osszegfiiggvényének simasaga

konvergencia egyenletes x-ben.
Az f fiiggvény a Zyg(«) Zygmund osztalyhoz tartozik valamely o > 0O-ra, ha

folytonos és létezik olyan csakis az f fiiggvénytdl fiiggé C konstans, amelyre
|Af(x, h)| = [ f(z+h)—2f(2)+ f(z —h)| < Ch®

fennall minden = € T és h > 0 esetén.
Azt mondjuk, hogy f a zyg(a) kis Zygmund osztalyhoz tartozik valamely a > 0-

ra, ha folytonos és
lim b= |f(z+h)—=2f(z)+ f(x—h)|=0
h—0

egyenletesen teljesiil x-ben.

Az f fiiggvényt simanak nevezziik egy € T pontban, ha
lim | f(z+h)—2f(x)+ f(z—h)| =0.
h—0

Vilagos, hogy a zyg(1) osztéalyt éppen azon folytonos fiiggvények alkotjak, amelyek

egyenletesen simak.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy minden Lipschitz osztalybeli fiiggvény egyenlete-
sen folytonos. Viszont létezik olyan Lebesgue értelemben nem mérhets f fiiggvény
(lasd |21, 1. kotet, 43-44. old.]), amelyre

flx+h)=2f(z)+ f(x—h)=0 minden x & h esetén.
Emiatt koveteljiik meg a folytonossagot a Zygmund osztalyok definiciojaban.
A definiciok alapjan nyilvanvaloak a kovetkezd tartalmazasi relaciok:
lip(a) C Lip(ar) & zyg(a) C Zyg(a),

tovabba

Lip(8) C Lip(er) és  Zyg(B) C Zyg(r), ha 0<a<p.
Vilagos, hogy ha f €lip(1), illetve f € Lip(«) valamely o> 1-re, akkor az f fliggvény
konstans. Tovabba, ha f € zyg(2), illetve f € Zyg(«) valamely « > 2-re, akkor f

linearis fiiggvény, azaz esetiinkben a periodicitas miatt f konstans. Ervényesek az

alabbi tartalmazésok is:
(1.4) Lip(a) = Zyg(a) ¢és lip(a) =zyg(a), ha O0<a<l

5



1. fejezet. Egyvaltozos trigonometrikus sorok Osszegfiiggvényének simasaga

és
Lip(1) C Zyg(1) és lip(1) C zyg(1).
Bevezetésképpen ismertetiink két fontos tételt, amelyek megalkotésa Zygmund

nevéhez fizédik (lasd [21, 1. kotet, 320. oldal|) és amelyek késébbi eredményeinket
ihlették.

1.1. Tétel. Ha a {c,},., C C komplex szamsorozathoz létezik olyan K dllandd,

amelyre teljesiil, hogy

1
N2n2|cn\§[( (N=12,...),

In[<N

akkor > |cn| < o0 és f(x) € Zyg(1).

nez
1.2. Tétel. Ha a {c,}, ., C C sorozat kielégiti a

1 )
dn g 2 el =0

In|<N

feltételt, akkor f(z) € zyg(1).

1.2. Zygmund tételeinek altalanositasai egyszeres
trigonometrikus sorokra

Az el6z6 alfejezet eredményeinek altalanositdsaként elegendé feltételeket adunk
arra, hogy az (1.3) sor f(x) sszegfiiggvénye a Zyg(«), illetve a zyg(a) osztalyba
tartozzék valamely 0 < o < 2 esetén.

Uj eredményeinket a kovetkezd tételekben foglaljuk Gssze.

1.3. Tétel. Legyen {c,}, ., C C. Ha valamely 0 < o < 2 esetén létezik olyan C,

konstans, amelyre teljesiil, hogy

1
(15) N2—«a Zn2|cﬂ|§c’CY (N:1727)7

In|<N

akkor az (1.3) sor abszolit és egyenletesen konvergens, és az f(x) dsszegfiigguény a

Zyg(a) osztdlyhoz tartozik.



1. fejezet. Egyvaltozos trigonometrikus sorok Osszegfiiggvényének simasaga

1.4. Tétel. Legyen {c,},c; C C. Ha valamely 0 < o < 2 értékre teljesiil, hogy

1 )
(1.6) dim > n?lea] =0,

In|<N

akkor f(x) € zyg(a).

Lathatjuk, hogy a fenti tételek az o = 1 specidlis valasztassal éppen az 1.1. és
az 1.2. Tételeket szolgaltatjak.

Tovabba (1.4) alapjan az is igaz, hogy ha 0 <a <1, akkor az (1.5) feltétel mellett
f(z) a Lip(a), az (1.6) feltétel mellett pedig a lip(«) osztalyba is beletartozik. Az
a =1 esetben azonban a Lip(1) C Zyg(1) szigoru tartalmazasi relacio all fenn. Ezért

a kovetkez6 tételben az f(x) € Lip(1) tartalmazasra adunk elegendd feltételt.

1.5. Tétel. Ha a {c,}, ., C C sorozat kielégiti a
(1.7) Z Inc,| < oo
nez

feltételt, akkor f(z) € Lip(1).

Megjegyzés. Vildgos, hogy o =1 esetén (1.7)-b6l kovetkezik (1.5). A forditott
iranyt allitas altaldban nem igaz, ezt mutatja a ¢, :=n~2 sorozat, ami teljesiti (1.5)-

ot, de (1.7)-et mar nem.

1.3. Segédtételek és bizonyitasok

Az 1.1. és az 1.2. Tételek altalanositasdhoz latszolag kis mértékben kellett mo-
dositanunk a feltételeken. Az j eredmények bizonyitasdhoz azonban mas eszkozok
szitkségesek, mint amiket Zygmund [21] kényvében taldlunk. A kényvben leirtaktol
lényegesen mas alapotleti bizonyitasokat mutatunk be. Olyan segédtételeket fogal-
mazunk meg, amelyek a {c, : |[n| < N} kezdeti- és a {c, : |n| > N} farok egyiitthatok

bizonyos kozepei kozotti Osszefiiggésekre vilagitanak réa.
1.6. Lemma. Legyen {c,}, ., C C.

(1) Ha az (1.5) feltétel teljesiil valamely 0 < o < 2 esetén, akkor létezik olyan C,

konstans, amelyre fenndll, hogy

(1.8) NS e <Co (N=12,...).

In|>N
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(ii) Forditva, ha (1.8) fenndll valamely 0 < o < 2 esetén, akkor (1.5) is teljesiil.

Specidlisan, minden 0 < a < 2 értékre az (1.5) és az (1.8) feltételek ekvivalensek.

I sorozat

Megjegyzés. A lemmaban az a-ra tett feltételek élesek. Példaul a ¢, :=n"
teljesiti az (1.5) feltételt az =0 esetben, de (1.8)-at mar nem; a ¢, :=n~? sorozat

pedig a = 2-re kielégiti (1.8)-at, de (1.5)-6t viszont nem.

Bizonyitas. Az (i) allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy (1.5) fennall valamely
0 < o <2 szamra. A rovidség kedvéért vezessiik be a D, jelolést a p-edik diadikus
blokkra:

D,:={2"2°+1,... 2" -1} (p=0,1,2,...).

Ekkor minden nemnegativ p egész szamra teljesiil, hogy

2% Z len| < Z 12 |cn| < €2 +DE=0),

In|€Dyp In|€Dyp

tehat
3 e <2002 (p=012....).

In|€Dp
Legyen q > 0 tetsz6legesen rogzitett egész szam. Mivel a > 0, igy igaz a kdvetkezs

becslés:

5 lal =X 3 el 2003 =20

[n|>29 p=4q |n|€Dyp

ahonnan kovetkezik, hogy

minden ¢=0,1,2,... esetén.

2
1.9 21« L < Oy
(19) S leal < Ca
In|>2
A tovabbiakban legyen NeN tetszbleges és g-t valasszuk meg gy, hogy 2¢ < N < 2971
teljesiiljon. Ekkor az alabbi modon vezetjiik vissza (1.8) bizonyitasat az (1.9) speci-
alis esetre:

22—a 4 5
NS fea| <2000 N " e, [ <2°C, = = C,.

I In|>24 I=2 I=2

Térjiink ra a (ii) rész igazolasara.
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A lemma (1.8) feltétele szerint barmely p > 0 egész szamra
2
22(p+1) Dl £ ) el < 2pa
In|€Dp In|€Dp
fennéll, ahonnan kdvetkezik, hogy
D 0P e| 4GP (p=012,...).
|n|eDp

Legyen g > 1 tetszlleges egész szam. Mivel a < 2, a kévetkezGképpen becsiilhetiink:

2q(2 a) 1
2 2 (2—a) _
> el = 3 itlal <ac
|n|<29 p=0 |n|eD,
azaz
1 ) 4C,
(110) m Z n ’C,JSW (q—1,2,)
In|<29—1
Mivel
24(2—a) _q
s =1 0<a<?2),
q—00 (QCI — 1) «
ezért létezik olyan csakis a-tol fiiggd v, konstans, amelyre
24(2—a) _q
— <7, =12,...).
@ e = (4 )
Igy (1.10) helyett irhatjuk, hogy
1 4C 0 Ya
1.11 —_ 2, < =—212 =12,...),
( ) (2q_1)2—a Z ’C | 22 a_l (q )
In|<20—1

ami bizonyitja (1.5)-6t az N = 279—1 specialis esetekben. Az altalanos eset igazola-
sahoz legyen N tetszéleges természetes szam. Tekintsiik azon ¢ > 2 egész szamot,
amelyre 2971 —1 < N < 27— 1. Ekkor (1.11)-et felhasznalva nyerjiik, hogy

1 2 1 2
N2—« Zn |c”‘ < (2q—1_1)2—a Z n |C"|§

In|<N In|<20—1

=:C,.

29—1 2 400/7@ < 32—& 46’04704
20-1 -1 22— 1 — 22— 1

Ezzel a (ii) allitast is belattuk. n
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1.7. Lemma. Legyen {c,}, ., C C.

(i) Ha az (1.6) feltétel teljesiil valamely 0 < a <2 esetén, akkor az is fenndll, hogy

(1.12) lim N~ [e,| =0.

N—o0
In|>N

(ii) Forditva, ha valamely 0 < a < 2 esetén az (1.12) feltétel teljesil , akkor (1.6)

18 fenndll.
Specidlisan, az 0 < o < 2 érték mellett az (1.6) és az (1.12) feltételek ekvivalensek.

Bizonyitas. Az 1.6. Lemma bizonyitasa alapjan nyilvanvalo. [

Az 1.3. Tétel bizonyitasa. Legyen z € T és 0 < h < 1 tetsz6leges. Ekkor

A*f(x,2h) = chei”x (emQh -2+ e’m%) = cheim2 (cos2nh—1) =
nez neZ
= —4 Z ¢, €™ sin® nh.

In|>1

Ezek utan tekintsiik a kovetkezs felbontast:

[Af(2,2h)] _ 2°7° oo, 200 L2
oh)e < ra Z |cy| sin® nh+ a Z |cy| sin” nh =: Sy + T,

[n|<N |n|>N

(1.13)

ahol N-et az alabbi specidlis modon valasztjuk meg:

(1.14) N := {H (0<h<1),

1
ahol [-] a szam egész részét jeloli. Ekkor h < N’ és (1.5)-6t felhasznalva kapjuk, hogy

9 2—a
(1.15) Sy < (207 0’| < (N) > 0| <277°C,.
In|<N

In|<N

1
Tovabba 7 < N +1 és (1.8) szerint

22—a ~
(1.16) Ty < D e S2THN D) Y fen] <2°70C.

|n|>N [n|>N+1

Az eddigi (1.13), (1.15) és (1.16) eredményeinket Gsszevetve

A% f(x,2h)]

< 92—« ~
(2h)a —_ 2 (Ca+0a)

10



1. fejezet. Egyvaltozos trigonometrikus sorok Osszegfiiggvényének simasaga

adodik, ahol a jobb oldal fiiggetlen x € T és 0 < h < 1 valasztésatol. Ezzel igazoltuk,
hogy f(x) € Zyg(a). =

Az 1.4. Tétel bizonyitasa. Legyen = € T tetszéleges. Az (1.6) és (1.12) feltételek
szerint minden rogzitett ¢ > 0 értékhez létezik olyan Ny kiiszobszam, hogy minden

N > N, esetén

1 €
(117) voa 2 Plenl < 5o
In|<N
és
€
1.1 N4+1)¢ < —
(1.18) (N+1)* D Jeal < 5
[n|>N+1

teljesiilnek. Az el6z6 bizonyitashoz hasonloan vegyiik az (1.13) alakd felbontast.

Legyen

ho (= —.
0 N,

Ekkor minden 0 < h < hg esetén

SRR

[gy (1.17) és (1.18) szerint (1.15) és (1.16) mintajara kapjuk, hogy

SNgg és TNgg is teljesiil, ha 0 < h < hy,
vagyis
A? 2h
M <e minden €T és 0<h<hy esetén.
(2h)®
Ezzel belattuk, hogy f(x) € zyg(a). n

Az 1.5. Tétel bizonyitasa. Legyen x €T és 0 <h <1 tetsz6leges. Kénnyen lathato,
hogy
Af(l’,Qh) — ch (em(w—i-Qh) _ ein:zc) _ chein(m—l—h) (einh N e—inh) _

nez nez

= 2 Z €™ sinnh.

In|>1

11



1. fejezet. Egyvaltozos trigonometrikus sorok Osszegfiiggvényének simasaga

1
N-et tovabbra is definialjuk az (1.14) formulaval. Ekkor N < 7 < N+1 és (1.7)

szerint a kovetkezd becslés adhato:

|Af(x,2h)| sinnh sinnh
—o = 2| + 2 |en =
In|<N [n|>N
< D e+ (NH1) D0 el €D Iney| < o0,
In|<N [n|>N+1 nez
ami bizonyitja, hogy f(z) € Lip(1). n

12



2. fejezet

Kétvaltozos trigonometrikus sorok
osszegfiuggvényének simasaga

2.1. Zygmund tételeinek kiterjesztése kettos trigono-
metrikus sorokra

A kettds sorok targyaldsahoz tekintsiik {cm, pn }(mn)ez2 komplex szamok olyan ket-

tGs sorozatat (jelolésben {cp,,} C C), amelyre fennall az

(2.1) DD lemal <0

meZ nel
Osszefiiggés. Ekkor a
(2:2) Flay) =3 cnne ™™ (z,y) €T
meZ nel

trigonometrikus sor abszolut és egyenletesen konvergens, kovetkezésképpen az f(z,y)
Osszegfiiggvény egyenletesen folytonos.
A A, és Ay operatorok
Aonf (2,y) = f(x+hy)—f(z,y)
Ayrf (z,y):=f(x,y+k)=f(z,y), hk>0
definicidinak bemutatasa utan bevezetjiik ezen operatorok iterdlt hasznalatara az
(2.3) Af(z,ysh k) =80 (Ayrf (2,y) = Ay (Apnf (2, y) =
=f(@+hy+k)=f(x+hy)—f(z,y+k)+[(z,y)
jelolést.
A tovibbiakban ismertetjiik a multiplikativ Lipschitz és Zygmund osztalyok fo-

galmét.

13



2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

Definicié. Egy folytonos f fiiggvény a Lip(«, §) Lipschitz osztélyhoz tartozik vala-
mely «, 5>0-ra (lasd [11]-ben), ha létezik olyan kizardlag az f fiiggvénytdl, valamint

az « és [ szamoktol fiiggs C' konstans, melyre fennéll, hogy
(2.4) IAf (z,y;h, k)| < Ch*k® minden z,y és h,k>0 esetén.

Amennyiben
: —ap.—8 . _
hl,krgoh E=PAf (z,y;h, k) =0

is teljesiil, méghozza z-ben és y-ban egyenletesen, akkor azt mondjuk, hogy f a
lip(av, B) kis Lipschitz osztélyhoz tartozik.

A folytonos f fiiggvény a Zyg(a, ) Zygmund osztalyhoz tartozik valamely
a, > 0-ra (lasd [2]-ben), ha

(2.5) |A2f (x,y; h, k)‘ <Ch®k’ minden z,y és h,k>0 esetén,
ahol C' ismét csak az f fliggvénytdl, a-tol és S-tol fiigg. Ha rdadasul
; —al.—B A2 . _
h%gil()h k A f (SE, Y; h; k) - O

is fennall z-ben és y-ban egyenletesen, akkor f a zyg(a, 8) kis Zygmund osztalyhoz

tartozik.

Konnyen ellenérizhets, hogy

APf (z,y; b k) =A (Af (2,y;h, k) s h k) =
=f(x+2h,y+2k)+ f(x+2h,y)+ f (z,y+2k)+ f (z,y)
—2f (x+2h,y+k)=2f (x+h,y+2k)—2f (x+h,y)
—2f (z,y+k)+4f (x+h,y+k), h,k>0.

(2.6)

A késibbiekben (2.6) helyett az alabbi szimmetrikus formét fogjuk hasznélni:

A2f(x—h,y—k;h,k):
(2.7) =f(x+hy+k)+f(x+hy—k)+f(x—hy+k)+f(zr—h,y—k)
—2f(x+h,y)—2f(:U,y+k)—2f(x,y—k)—2f(:c—h,y)+4f(x,y)

Vegyiik észre, hogy minden «, 8 > 0 esetén
Lip(a, 8) C Zyg(a, 8) e lip(a, B) C zyg(a, B).

14



2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

Ez vilagosan lathato abbol, hogy (2.3) és (2.6) szerint
—Af(x,y—k;h,k)+Af (x—h,y—Fk;h k).

Definicid. Az egyvaltozos esethez hasonloan egy kétvaltozos f(x,y) fiiggvényt akkor

nevezziink simanak az (z,y) pontban, ha

lim h 'k 'A% f (x—h,y—k; h, k) = 0.

h,k—0
Lathatjuk, hogy a zyg(1,1) osztalyt éppen a egyenletesen sima, folytonos fiiggvények
alkotjak.

Ezen el6zmények utan a kovetkezs tételekben fogalmazzuk meg a fejezet legfon-

tosabb eredményeit.

2.1. Tétel. Legyen {cmn} C C komplex szdmok olyan kettds sorozata, amelyre

(2.8) Z |emo] <00 és Z lcon| < 0.

meZ neZ

Ha valamely 0 < o, 8 <2 és C, 3 konstansokra
1
(29) W Z Z m2n2 ’Cm,n| S Ca,ﬂ (M, N = 1,2, - )
|m|<M |n|<N
fenndll, akkor (2.1) teljesil és a (2.2)-ben definidlt f dsszegfigguény a Zyg(a, 3)

osztilyhoz tartozik.

Ha példaul (2.8) mellett még

Z Zanz |Cmn| < 00

ml>1 [nf>1
is teljesiil, akkor f € Zyg(2,2), mig ha

1 2,2
(210) m Z Zm n |Cm,n| SOLI (M,N:172,...)7
<M [n|<N

akkor f € Zyg(1,1).
2.2. Tétel. Ha a {cymn} CC sorozat teljesiti a (2.8) és a (2.9) feltételeket valamely

0<a, <2 esetén, és raaddsul

: 1 2,2
(211) MIJ{TIEOOW Z Z mn ‘Cm,n’ =0
’ || <M |n|<N

is fenndll, akkor a (2.2)-ben definidlt f figgvény a zyg(a, B) osztdlyhoz tartozik.
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

Ha példaul (2.8) és (2.10) mellett még az is fennall, hogy
- 1 2, 2 _
37 2 2w emal =0,
[m|<M|n|<N
akkor f € zyg(1,1).
Megjegyzés. A 2.2 Tételben a (2.9) feltétel nem hagyhato el, ugyanis létezik va-

16s szamok olyan kettGs sorozata, amelyre (2.11) teljesiil, de a (2.9)-ben szerepls

részletosszegek nem korlatosak.

Az el6z6 két tétel feltételeinek erdsitésével hasonlo elegendd@ségi tételeket mond-
hatunk ki az f osszegfiiggvény Lip(«, ) és lip(a, B) osztalyokba valo tartozéséra
0<a,fB <1 esetén.

2.3. Tétel. Legyen {cmn}t C C olyan sorozat, amelyre (2.8) teljesil. Ha valamely
0<a,B <1 szamokra és C((f% konstansra fenndll, hogy

1 3
(212) W Z Z ]mncm,n] S Cé}? (M, N = 1,2, .. .),
|ml<M [n]<N

akkor (2.1) is teljesiil és a (2.2)-ben megadott f dsszegfiiggvény a Lip(«, B) osztdlyhoz

tartozik.

Tehat, ha példaul a (2.8) feltétel teljesiil és

Z Z |mncm, .| < oo,

[m[>1 [n|>1
akkor f € Lip(1,1).

2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {cmn} C C sorozatra a (2.8) és a (2.12) feltételek

teljesiilnek, és raaddsul

) 1
(2.13) i e O 2 Imncual =0

Im| <M [n|<N

is fenndll valamely 0 < o, f < 1 esetén. Ekkor a (2.2)-ben definidlt f dsszegfiigguény
a lip(av, B) osztdlyhoz tartozik.

16



2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

2.2. Segédtételek és bizonyitasok

A bizonyitasok felépitése sok hasonlosagot mutat az el6z6 fejezet tételeinek bi-
zonyitasaival. Hasonlé, &m technikailag jéval bonyolultabb lemmmakat kell megfo-

galmaznunk.

2.5. Lemma. Minden {c,,} C C sorozathoz, amelyre (2.9) teljesil valamely

0 < a, <2 esetén, taldalhato olyan CS% konstans, hogy

Ma
(2.14) 55 0. 2 lemal <l (M\N=12,..)
|m|[>M |n|<N

18 fenndll.

Bizonyitas. Felhasznalva az el6z6 fejezetben a diadikus blokkokra bevezetett D,
jelolést a (2.9) feltétel szerint

22]0 Z Z 77,2 |Cm,n| < Z Z m2n2 ‘Cm,n| < Ca”32(p+1)(2_a)N2_/B,
|m|€Dy |n|<N Im|€Dyp |n|<N
azaz minden p=0,1,2,... és N > 1 esetben
Z Z n? |eopn| < 227%C, 52 P*N* P,
Im|€Dp |n|<N

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy tetszélegesen valasztott r > 0 egész szdmra

2 Z”2|Cmvn|:§: > D lemal <

Im|>2" In|<N p=r" m|€Dp [n|<N
(2.15) ’

22—«

Ca 2—7‘04N2—ﬁ
1—2-a @

< 2TOC, g NPTy T =

pr
teljesiil. Ezzel sikeriilt (2.14)-et belatnunk abban a specidlis esetben, amikorM = 2"
(r=0,1,2,...) és N € N. Az altalanos eset igazolasiahoz valasszunk egy tetszéleges
M € N szamot és tekintsiik azt az r egészet, amelyre 2" < M < 2" teljesiil. (2.15)

szerint igaz az alabbi becslés:

M ) 2a(r+1) )
7 O 2P lemal S5 Do D P lemal €
(216) |m|>M |n|<N |m|>27 |n|<N
<o 20 4 _o

Cop = C,
=% 1o T gmael T Hap

Ezzel az altalanos eset is bizonyitast nyert. [
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

2.6. Lemma. Ha a {c;,,} CC sorozat kielégiti a (2.11) feltételt valamely 0<a, 5 <2
értékekre, akkor

Ma
(2.17) lim —— " > n’|enal=0.

M,N—oo N2—8
|m|>M |n|<N

Bizonyitas. Legyen £ > 0 tetszélegesen valasztott szam. A 2.6. Lemma feltételei

szerint 1étezik ng € N 1gy, hogy

1

v O Yt lena| e, ha MNZ 2%,

Im|<M |n|<N
Az el6z6 2.5. Lemma bizonyitdsat megismételve gy, hogy C, g helyébe e-t frunk,
(2.16) a kovetkezGt szolgaltatja:

M* 4
N2-5 > D lemal < e, ha M, N=2%,

1-2-«@
[m|=M |n|<N

ami pontosan a bizonyitando allitas. |

2.7. Lemma. Ha a {c;,,} CC sorozatra teljesil a (2.9) feltétel valamely 0 <o, <2

értékekre, akkor létezik olyan CC% konstans, melyre
« 2
(2.18) MON? ST S emal <C8L 0 (M N=12,...).
Im|>M |n|>N
Bizonyitas. Az eddigi bizonyitasok gondolatmenetét kovetve figyeljiik meg, hogy

(2.9) teljesiilése esetén
DD VD i 3 I
Im|€Dy |n|€Dp |m|€Dp |n|€Dy

<C, 52(p+1)(2—a)2(q+1)(2—5) (p,q=0,1,2,...).
Atrendezve a kovetkezst kapjuk:
ST emml 270 C, g2 (pg=0,12,..).
|m|€Dy, |n|€Dy
A mar jol megszokott modszert alkalmazva, barmely r, s=0,1,2, ... szamokra fennéll,
hogy

)SIDIICTED 35 S DI S

|m|>27 |n|>25 p=r q=$ |m|€D, |n|€Dq

247Q7ﬁ

4—a—p3 —(pa+qB) _ —(ra+sp)
<2, S O —

p=r q=s
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

Ez bizonyitja (2.18)-at, ha M =2" és N = 2° alakuak (r,s=0,1,2,...). Barmilyen
més modon valasztott M és N értékekhez keressiink olyan r és s egész szamokat,
amelyekre 2" < M < 27F1! &5 25 < N < 25F1. Az elbbi specidlis esetre vezetjiik vissza
a feladatunkat:

W TS o] £ 2N TS e <

|m|>M|n|>N |m|>27|n|>25

24-a=p 16

_ A2
T2 (1279 "~ Cap=:Cap-

=2 T—2 =) (127

Ezzel kész is a bizonyités. [

2.8. Lemma. Ha valamely 0 < a, f < 2 értékekre a {cmn} C C sorozat teljesiti a
(2.11) feltételt , akkor

(2.19) lim MON? Y 3" el =0

M,N—oc0
Im|=M|n|>N

18 fenndll.

Bizonyitas. A 2.6. Lemma bizonyitasaban latottakhoz hasonléan moédositva a 2.7.

Lemma bizonyitasat kapjuk az allitast. [

Megjegyezziik, hogy az 0 < a, 5 < 2 esetben a 2.5. és 2.7. Lemmaéakban szerepld
(2.14)=(2.9) és (2.18)=(2.9) implikaciok megforditasai is érvényesek. Specidlisan,
a (2.9), (2.14) és (2.18) feltételek ekvivalensek, ha 0 < «, 8 < 2. Anal6g mddon a
2.11), (2.17) és (2.19) feltételek is ekvivalensek, ha 0 < a, § < 2.

A fenti ismeretek birtokdban hozzafoghatunk a fejezet f6 tételeinek igazolasahoz.

A 2.1. Tétel bizonyitasa. A (2.9) feltevés alapjan alkalmazhatjuk a 2.7. Lemmét

az M, N =1 esetben:
2
> D lemal G

Im|>1 |n|>1
Ezt Gsszevetve (2.8)-cal kapjuk, hogy (2.1) valoban fennall. Ennek kévetkeztében a
(2.2)-ben definialt f fiiggvény folytonos.
Térjiink ra a (2.4) egyenl6tlenség igazolasara. Hasznaljuk a (2.7)-ben megadott
szimmetrikus alakot. A késébbiekben megjelené formulak egyszertibb felirasa célja-

bol helyettesitsiik a h és k értékeket a kétszeresiikkel. Elemi atalakitasokkal nyerjiik
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

az aldbbi reprezentaciot:

A?f (x—2h,y—2k; 2h,2k) =

- Z Zcm’n( pim(@+2h)Fn(y+2k)) | i(m(a+2h)4+n(y—2k))
meZ neZ

4+ gilm(z—=2h)+n(y+2k)) 4 i(m(z—2h)+n(y—2k))

_ o i(m(z+2h)+ny) o i(mz+n(y+2k))

(220) 26 Y 26 Y
. 267L(m(x—2h)+ny) . ei(mx+n(y—2k)) +46i(mx+ny)) _

— Z Z z(m;t-&—ny) zm2h+e—im2h . 2) (ein2k +6_m2k . 2) —

mEZ ne’

=16 Z Z Conn€ T gin? mp sin? nk.

Im|21 |n|>1

Az altalanossag megszoritésa nélkiil feltehets, hogy 0 < h, k < 1. Legyen

vl o e[

ahol [-] akarcsak az el6z6 fejezetben a szam egész részét jeloli. Vilagos, hogy M, N>1.

A (2.20)-ben nyert felirast hasznélva a kovetkezSképpen becsiilhetiink:
|A%f (x—2h,y —2k; 2h,2k)|

Q2 (f;hyk) = sup - <
’ (2,y)€R? (2h)* (2k)"
< 24—a—,3( Z Z m?n? |Cmnl [ s Z Z n? |Crmnl h=ok>F
[m|<M [n|<N [ml>M [n|<N
E 3 S enal T Y femal )
Im|<M |n|>N [m|>M |n|>N

= 2170 (S + Sy + S5+ 5,) .

Mivel (2.9) teljesiil, ezért

1
$1< gmanzs 2o 2 M lemal < Cas,

Im|<M |n|<N

mig a 2.5. Lemma szerint

n? |Cmm| < QO‘CS)

|m|>M |n|<N

A 2.5. Lemmaban M és N szerepét felcserélve jutunk a

2|emn] < 2°C)

[m|<M |n|>N
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

becsléshez. A hidnyzo
(0% fe% 2
Si< 2M)*2N)P 3" N Jea| <2070
|m|>M |n|>N
egyenlGtlenséget pedig a 2.7. Lemma &llitasa szolgaltalja. Az imént nyert négy becs-
lés eredményeképpen kapjuk a keresett
Qa(f3h, k) £16 (272 C, 5 +278C ) 4270 + 02

Osszefiiggést. Vagyis f € Zyg(a, 8), ami éppen a bizonyitando6 allitas. n

A 2.2. Tétel bizonyitasa. Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan torténik, azzal a
modositassal, hogy a (2.9) feltétel helyett (2.11)-et, valamint a 2.5. és a 2.7. Lemmak
helyett a 2.6. és a 2.8. Lemmakat hasznéljuk. [

A 2.5.-2.8. Lemmék bizonyitasaval analog modon torténik a kdvetkezs segédté-

telek bizonyitasa is, ezért ezeket a tovabbiakban nem részletezziik.

2.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy a {cpn}CC sorozat teljesiti a (2.12) feltételt valamely
0<a,B <1 szamokra. Ekkor létezik olyan cW w5 konstans, amelyre

Mo
W Z Z |ncm,n|§6§% (M,Nzl,Q,)
[m|=M [n|<N

2.10. Lemma. Ha valamely 0 < «, 5 < 1 értékekre a {cyn} C C sorozat teljesiti a
(2.13) feltételt, akkor

MIJ{IIEOONI B Z Z ‘ncmn’

Im|>M |n|<N

2.11. Lemma. Ha a {c;,, }CC sorozatra teljesil a (2.12) feltétel valamely 0 < o, § < 1

esetén, akkor létezik olyan C’é% konstans, amelyre

MONP ST S Jewmal <C0) (MN=12,...).

|m|=M |n|>N

2.12. Lemma. Ha a {¢pmn} C C sorozatra (2.13) teljesil valamely 0 < o, 8 <1

M,lzi\fniooMaNﬁ Z Z [em.n| = 0.

[m|=M |n|=N

értékekre, akkor
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

A 2.3. Tétel bizonyitasa. Alkalmazzuk a 2.11. Lemmat az M, N =1 értékek

mellett:
SN Jemal < €9

ml>1 [n[>1
Figyelembe véve (2.8)-at is, egyiittesen adjik (2.1)-et. Igy a (2.2)-ben megadott f
fliggvény folytonos.

A Lipschitz osztélyba tartozéshoz ellendrizniink kell még (2.3) teljesiilését. Te-
kintsiik a (2.3) bal oldalan szerepl§ kifejezés (2.3) alakjat. Azért, hogy késGbbiekben
egyszertibb formuldkkal dolgozhassunk, h és k helyett vegyiik a kétszeresiiket. Elemi
atalakitasokkal nyerjiik, hogy

Af (w, y; 2h,2k) _ Z Zcm’n (ei(m(x+2h)+n(y+2k))

mEZ neZ
_6i(m(x+2h)+ny) . ei(mx+n(y+2k:)) _'_ei(merny)) _

_ Z Zcmmei(mx-i-ny) (eimQh _ 1) (eian _ 1) _

(2.21) — =
= Z Zcm,nei(m(x+h)+n(y+k)) (eimh _ e_imh) (ei”’“ B e—mk)
mEZ neZ
= =4 Y eIV sin b sin k.
Im|>1 |n|>1

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 0 < h, k < 1. Legyen

wvefi] « e[

Az (2.21)-ben levezetett alakot hasznalva a kovetkez&képpen becsiilhetiink:
A ; 20,2k
p 1A 20201
(@yer>  (20)7 (2k)

< 9B Z Z ]mncm,nlhkaklfﬁ—l— Z Z |ncm7n|h*ak175+

Ql (fa h7 k:) =

m|<M |n|<N [m[>M |n|<N

1— — — —

0D mema KR DTN el kP
|m|<M |n|>N |m|>M |n|>N

—: 227278 (854 S5+ S7 4 Ss) .
Becsiiljiikk S5-6t (2.12) szerint, Sg-ot és Sy-et a 2.9. Lemma, Sg-at pedig a 2.11.

Lemma segitségével. Mindezt 6sszevetve adodik, hogy

Qu(fsh k) <4 (2727 PC8)+ 277l +amecl+ )
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2. fejezet. Kétvaltozos trigonometrikus sorok sszegfiiggvényének simasaga

ami igazolja (2.3)-et. Tehat f € Lip(a, B). [

A 2.4. Tétel bizonyitasa. Az el6z6 bizonyitashoz hasonloan torténik, azzal a mo-
dositassal, hogy a (2.12) feltétel helyett (2.13)-at, valamint a 2.9. és a 2.11. Lemmak
helyett a 2.10. és a 2.12. Lemmakat hasznéljuk. [

23



3. fejezet

Trigonometrikus sorok Riemann
szummalhatosaga

3.1. El6zmények: Egyszeres trigonometrikus sorok Rie-
mann szummalhatbsaga

Roviden osszefoglaljuk az egyvaltozos trigonometrikus sorok Riemann szummaél-
hatosagara vonatkozo ismereteket.
Legyen {c, },c; C C mindkét iranyban végtelen komplex szamsorozat. Amint azt

az 1. Fejezetben is olvashattuk, egy

(3.1) che’m

neZ

alaku trigonometrikus sort akkor neveziink konvergensnek, ha az

sy (z) = Z ™ (N=0,1,2,...)
In|<N
részletosszegek sorozata konvergens. Tekintsiik a (3.1) sor kétszeri formélis integra-
lasaval kapott

LE2 eine

(3.2) R(x):= oy~ ch—

5 (xeT)

In|>1

sort. Ha {¢,} korlatos sorozat, akkor biztosan allithatjuk, hogy a (3.2)-ben szerepls
sor abszolut és egyenletesen konvergens. Kovetkezésképpen az imént definialt R(z)

fliggvény mindeniitt értelmezett és folytonos is.
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Kisebb altalakitasok elvégzése utan vilagos, hogy

AR (z;2u)  R(x+2u)+R(x—2u)—2R (x)

(33) 42 ’ 42
3.3 ) 9
ine (SIDNU
=co+ che ( — ) (u>0).
In|>1

Definici6. Ha a

. A?R(x;2u)

lim—————~ =5

u—0 442

hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) sor az x pontban Riemann
modszere szerint Osszegezhetd (roviden: Riemann Gsszegezhet(), és Riemann sszege
s. Figyeljiik meg, hogy a fenti hatarérték nem méas, mint az R fiiggvény klasszikus
értelemben vett masodik szimmetrikus differencidlhanyadosa az x pontban, amelyet
altalaban D?R (x)-szel jelolnek.

A most bemutatni kivant tételek Riemann nevéhez fiiz6dnek (lasd Riemann [15]
vagy akar Zygmund [21, Vol.I, 319-320 old.| konyvében). Ezért a késGbbiekben csak

Riemann Els6 és Masodik Tételeként hivatkozunk majd rajuk.

3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {cy,},, C C sorozatra teljesiil a

(3.4) lim ¢, =0

[n]—o0

feltétel. Ha valamely x pontban a (3.2) sor hagyomdnyos értelemben vett dsszege s,

akkor Riemann maddszere szerint is dsszegezhetd s-hez.

Lathatjuk, hogy a Riemann szummalhatésdg bizonyos értelemben a hagyomé-

nyos konvergencia altalanositasa.

3.2. Tétel. Ha (3.4) fenndll, akkor az is teljesiil, hogy

AQ ) ) 12
R (z;2u) — eyt chem:‘ sin” nu

0 0
4u n2u - (u=0),

In|>1

méghozzd x-ben egyenletesen.

Megemlitjiik, hogy Weisz [19] konyvében részletesen olvashatunk a Riemann

szummalhatosag és egyéb OsszegezhetGségi eljarasok kapcsolatarol is.
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

3.2. Kettos trigonometrikus sorok Riemann szum-
malhatosaga

A tovébbiakban legyen {¢;, , } CC komplex szamok kettds sorozata. Tekintsiik

az

(3.5) Z Zcmvnei(m”"y)

MmEZ nEZ

kettds trigonometrikus sort a téglalap alaku

sun (z,y) = Z Z Co € M) (M,N=0,12,...)
[m|<M |n|<N
szimmetrikus részletosszegeivel.

Kétféle kettss sorokra vonatkozo konvergencia fogalmat mutatunk be. Az els6t
Pringsheim vezetett be (lasd Pringsheim |14] cikkében vagy Zygmund |21, Vol. II,
302 old.] kényvében).

Definici6. A (3.5) kettds trigonometrikus sor Pringsheim értelemben konvergal az s
értékhez valamely (z,y) pontban, ha barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan ny természetes
szam, hogy

lspun (x,y)—S| <e, ha M,N > n,.

A Pringsheim konvergencia jeldlésére a megszokott

i oan (@) =3

jelolést fogjuk hasznalni, ahol M és N egymastol fiiggetleniil tart a végtelenbe.
A Pringsheim értelemben vett konvergencia azonban nem garantilja sem a sor

tagjainak korldtossdgat, sem pedig az tn.

(3.6) Zeimw (cm,_ne_my +cm7nei”y) (nez)
meZ

sorOsszegek, illetve a

(3.7) Zei”’” (comme™™ 4 Cin ™) (meZ).
nez

oszloposszegek konvergencidjat. Ezen okok valtottak ki egy erGsebb konvergencia

fogalom bevezetését, amelyet Hardy [4] cikkében ismertetett.

26



3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Definici6. A (3.5) kettds trigonometrikus sor regularisan konvergens, ha Pringsheim
értelemben konvergens, tovabba a (3.6)-beli sordsszegek és a (3.7)-beli oszloposszegek

is konvergensek.

Moricz [9] cikkében a (3.5) alaka sorok regularis konvergencidjara a kovetkezd

ekvivalens feltételt talalta:

Z Z Cmn€ MW <& ha  max {mg,no} > M,

(38) mo<|m|<M no<|n|<N

és 0<mo<M,0<nyg<N.

A fenti konvergencia tipusok ismeretében ratérhetiink a Riemann szummalhato-
sag fogalméanak kiterjesztésére.

Ha a (3.5) sort formalisan integraljuk mindkét valtozoja szerint kétszer, akkor az

\m\>1 |n\>1
(39) z(mm+ny)
|m|>1 |n|>1

fiiggvényhez jutunk. Ha a {c,,,} sorozat korlatos, akkor az imént kapott (3.9)-
ben szerepls sorok abszolit és egyenletesen is konvergensek. Tehat az R fiiggvény
minden (z,y) € T? pontban jol definiélt, és az egyenletes konvergencia kovetkeztében
folytonos is.

A kétvaltozos eset vizsgalatahoz vezessiik be a kovetkezs jelolést:

A*R(z,y; 2u,2v) :=R(x +2u, y+2v) + R(x — 2u, y +2v) + R(x +2u, y — 2v)+
+R(x—2u,y—2v) —2R(x+2u,y) —2R(x,y+2v)—
—2R(x—2u,y) —2R(z,y—2v) +4R(z,y) (u,v>0).

(3.3) mintajara irjuk fel az alabbi kénnyen ellenérizhetd azonossagot:

AR (z,y; 2u,2v : sin mu \ 2
( Yy ) _ CO,O+ Z Cm7oezmx < ) +

16u2v?

mu
|m|>1
(310) sin nv sin mu 2 sin nv 2
+ g COne ( ) E g Cmnez (ma+ny) < mu > < o >
[n|>1 Im|>1 |n|>1
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Definici6. Ha a
. A?R(2,y;2u,20)
lim =5
u,v—0 16U2’U2

hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy a (3.5) sor az (z,y) pontban Riemann
modszere szerint Osszegezhetd (roviden: Riemann Gsszegezhet(), és Riemann sszege
s. Ismét megemlitjiik, hogy a fenti hatarérték valojaban az R fliggvény méasodik
szimmetrikus differencidlhanyadosa az (z, y) pontban, amelyet D?R (z, y)-nal szokés

jelolni.

A fenti ismereteink birtokdban mar megfogalmazhatjuk Riemann Els6 és Maso-
dik Tételének kétvaltozos megfelel6it.
A kovetkezd tétel szerint a Riemann szummaélhatésidg a regularis konvergencia

altalanositasaként is felfoghato.

3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {cm} C C sorozatra

(3.11) lim ¢y, =0

|m|+|n|—o0

teljesiil. Ha valamely (x,y) pontban a (3.5) kettds sor reguldrisan konvergens, akkor

Riemann mddszere szerint is dsszegezhetd, és a két értelemben vett dsszeg megegyezik.

3.4. Tétel. Ha (3.11) teljesil, akkor

A’R (z,y; 2u,2v)

6w —0 (u,v—0)

is fenndll, raaddsul (x,y)-ban egyenletesen.

3.3. Segédtételek és bizonyitasok

Miel6tt hozzakezdenénk az 1j eredményeink igazolasdhoz, nagy vonalakban te-
kintsitk a4t Riemann Els6 és Méasodik Tételének Zygmund [21, 1. kotet, 319-320.

old.]-ben olvashaté bizonyitasat, ami az alabbi két fontos lépéshal all:

1. Rogzitiink egy tetszdleges up—0 sorozatot, majd Abel transzforméciot hajtunk

végre a (3.3) jobb oldalan megjelent soron:

2

A?R (z; 2uy,) i [sin nuy  sin?(n+1)uy
-~ - 7 — S’I’L —_

4u? s nu; (n+1)u;
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

2. Belatjuk, hogy az
sin®nuy,  sin®(n+1)ug

Apo o=
o nu (n+1)u?

elemekbdl képezett A = (ay,,) € RN matrix reguléris, azaz barmely s, — s
(k — 00) konvergens sorozat esetén a oy := Y aj,S, sorozatnak is létezik ha-
n=0
tarértéke és o, — s (k — 00).
A regularitas ellenérzése Toeplitz tételének (1asd Toeplitz [18] cikkében vagy Zyg-
mund [21, 1. kotet, 74-75. old.| konyvében) segitségével torténik, miszerint egy
A = (ay,,) € RN matrix pontosan akkor regularis, ha teljesiti a kovetkez6 harom
feltételt:
(a) limag,=0 (n=0,1,2,...);

k—o00

() sup 3 |an| < K(< 00);

k>0 n=0

(c) lim Zakn— L.

k—o0

Definici6é. Kettds sorozatok linearis transzforméciojanak reprezentilasahoz tekint-
siink egy
A=T[all :mn=012,...jk=12,..]

végtelen valos matrixot. Adott {s,,, : m,n=0,1,2,...} valés vagy komplex szamok

kettds sorozatahoz rendelt

(3.12) Z Zam WS

m=0 n=0

Osszegeket a sorozat A-kozepeinek nevezziik. Ha minden j, k=1,2, ... esetén léteznek

a t; kozepek Pringsheim értelemben, azaz

BT 9 ST

m=0 n=0
és létezik a

lim ¢, =s
]k—>oo]

véges hatéarérték, akkor azt mondjuk, hogy az {s,,,} sorozat A-sszegezhets és A-

Osszege s (bévebben olvasd Hamilton [3] cikkében).
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Egy A matrixot akkor neveziink korlatos-regulérisnak, ha minden korlatos és
konvergens {s,,,} — s sorozat A-Gsszegezhet$ ugyanahhoz az s hatarértékhez és az
A-kozepek korlatosak. Robison az alabbi négy sziikséges és elegendé feltételt adta
egy A métrix korlatos-regularitasara (lasd [16]-ban):

(a) lim Z |a?¥.| =0 minden n=0,1,2,... esetén;
Jrk—00

(b) lim |a ‘:0 minden m=0,1,2,... esetén;
Jyk—00

ZZ‘a ’§C<oo minden j,k=1.2,... esetén;

m=0n=

(@ lm > Za

Jk—00 1 —0 n=

Figyeljiik meg, hogy a (c) feltevésbdl kovetkezik, hogy a (d)-ben szerepld sor kon-
vergens. Igy minden korlatos és konvergens {s,,,} sorozatnak léteznek a (3.12)-ben
definialt A-kozepei. A késGbbiekben sziikségiink lesz arra az észrevételre, miszerint
ha a

lim $,,,=0
mmn—oo

specidlis eset all fenn, akkor a (d) feltétel elhagyhato, vagyis nem sziikséges ahhoz,
hogy a

lim ¢;,=0
jk:—>oojk

konvergenciat belassuk.
A regularis matrixok fogalménak kiterjesztése utan mar minden eszkoziink adott,

hogy bebizonyitsuk a 3.2. szakaszban kimondott tételeinket.

A 3.3. Tétel bizonyitasa. Legyen valamely (x,y) € T? pontban a (3.5) sor regu-
laris értelemben vett Gsszege s. A (3.10)-ben felirt azonossag jobb oldalat tekintve

lathatjuk, hogy elegendé a
A?R (z,y; 2u;,2v)

lim =s
g vp—00 16u§v,€

hatarértéket az u;, vy > 0 esetben igazolni. A

g:00,00) >R, g(0):=1 és g(;c):<sm) (x £0).
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

fiiggvény bevezetése utan (3.10) az alabbi tomorebb alakba irhato at:

AR (z,y; 2u;,2v I
(2, y; 2u; 20) DY emm€ ™ g(mug)g(noy).

16u?v?
J MEZ nEZ

(3.13)

Felhasznélva, hogy
i(mz+ny) —i(mz+ny) i(—mz+ny) i(mz—ny) __
Cm,n€ +Com,—n€ +Comnt + Cm,—n€ =
= Sm,n_Smfl,n_sm,nfl_'_smfl,nfl (mvn > 1)7

a (3.13) sor szimmetrikus részletosszegeit négy 6sszegre bonthatjuk (tovabbi részle-
tekért lasd Moricz [10] cikkében):

SN ™ g (may g (o) =

<M [n[<N
= Smun | g (muy) g (nvy) —g ((m+1)uy) g (nvg) —
—g (mu;) g (n+1)vg) +g ((m+1)uy) g (n+1)ve) |+

+ Sm.N 19 (muy) g (Nug) —g ((m+1)uy) g (Nog)] +

Els6dleges célunk annak igazolasa, hogy Ss, 53,5, — 0, ha M, N — oo, ugyanis

ez esetben
A’R (I7 Y; 2“]72Uk) = lim S =
16u2,f02 M,N—o0
1Yk
B =SS s Lglmuy)glnon) — g((m+1) u;)g(nu) -
m=0 n=0

—g(muy)g((n+1) ve) +g((m+1)u;)g((n+1)vg) ]

Minthogy (3.8) szerint az {s,,,} részletosszegek korlatosak, igy Sy — 0 trividlisan

teljesiil. Mésodsorban

> g (muy) g (Nvg) — g ((m+1)uy) g (Nvp)| =
(3.15) m=0 .
=g (Nve) > lg (muj) —g (m+1)u,)|.
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

A jobb oldalon szereplé sort pedig a kovetkez6képp becsiilhetjiik:

00 o0 (m—+1)u; 00
16) S lgmu)—g(mu)l =3 | [ g < [Cigwla

A T'Hospital szabaly kétszeri alkalmazaséval nyerjiik, hogy

tsint cost—sin?t
(3.17) gt =21 60:3 MY L0 ¢—0),

aminek felhasznélasaval adodik, hogy
oo , o0 t+
(3.18) / lg (t)]dt§01+2~/ t—dt : Cy(< 00).
0 1

Mivel g (Nvg) — 0, sszegezve az (3.15)—(3.18) eredményeinket lathato, hogy Se — 0.

Az el6z6 gondolatmenetet kissé modositva

lim >~ [g (Muy) g (no) — g (Muy) g ((n+1)v)| =0

M—o0
n—

nyerhets. Ezzel S5 — 0 is igazolast nyert.
(3.14) szerint elegendd az S; Osszeget alaposabban megvizsgalnunk. Definialjuk

az A= [a}F, ] matrixot az alabbi elemekkel:

al¥ ., =g(mu;)g(nvp) — g((m+1) u;)g(noy)—

—g(mu;)g((n+1) vx)+g((m+1) u;)g((n+1) vg).

Viladgosan lathato (3.14)-bél, hogy ha belatjuk, hogy az A matrix korlatos-regularis,
akkor a (3.5) sor s Osszeghez val6 Riemann szummaéalhatosaga trividlisan kovetkezik.
Tehat a bizonyitas teljességéhez elegendd azt belatnunk, hogy az A matrix teljesiti
Robison tételének (a)—(d) feltételeit. Az (a) pont igazolasdhoz tekintsiik az alabbi

atalakitast:
Z a2k, —Z | g(nve) (g(mauy) — g((m+1)u;)) —
—g((n+1)vy) (g(mu;) +g((m+1)uy)) | =

Z |(g(mu;) = g((m+1) u;)) (g(nve) = g((n+1)vk))| =

| [ sinnuy sin(n+1)wvy
o nug (n+1)vg
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Barmely n=0,1,2,... esetén fennall, hogy
sin noy, 2_ sin(n+1)vy 2_>0 (k> 00).
Nk (n+1)vg

A fentebb kapott (3.16)—(3.18) eredményeinket ismét felhasznalva lathatjuk, hogy
az (a) feltétel teljesiil. A (b) feltétel analog modon bizonyithato.
Szintén (3.16)—(3.18) szolgaltatja a (c) pontbeli feltételt:

CSINCS)
gk
22 e

m=0 n=0

= lg(muy) =g (m+1)w)|- Y 1g (now) =g (n+1) vg)| <

n=0

<20y =:C(<o0) mindenj k=12 ... esetén.

A (d)-ben szerepld hatarértéket a

dalk =1 (k=12,...)

n=0

[M]¢

3
]
o

azonossaggal bizonyitjuk. Ezt viszont konnyedén igazolhatjuk, ha vessziik a
o oo o0 : 2 . 2
>t -3 (T (St )Y,
m=0 n=0 m=0 J J
> sinnug > (sin(n+1)vg \
%(( nuy, ) _( (n+1)vy ) )

szétvalasztéast, ugyanis mindkét sor részletosszegei teleszkopikusak és a j, k értékektél

fiiggetleniil 1-hez tartanak.

Robison tételének alkalmazasa az A matrixra zarja a tétel bizonyitasat. [

A 3.4. Tétel bizonyitasa. A (3.10)-ben felirt alakhoz hasonloan kapjuk, hogy

2 : .2
AR (z,y; 2u;,2v) ima ST TN
= U;VCo,0 + Uk Cmo€ & ——

Im|>1

202 2 a2 202
o ST MU ; S MUy S1IN- Ny
;Y cone™ + )0 et

n2uvy, m2u;  nuy
Inf>1 ml>1 o >1

=: S5+ 56+ 57+ Ss.

, 29, .
16u;vy, meu;

Megmutatjuk, hogy S; — 0 (i =5,6,7,8), ha u;, vy — 0 (j,k — 00).
S5 — 0 trividlisan teljesiil, Sg, S7— 0 pedig az 3.2. Tétel alkamazasaval nyerhetsk.
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3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Irjuk Sg-at az alabbi ekvivalens alakba:

oo 00
_ 2 E : (Cmmez(m:r:«#ny) _|_Cim’7nefz(mx+ny)+
m=1n=1

+e n€i(—mx+ny) +cm _nei(mx—ny) )

sin® mu,; sin® nuy

m2u; Py
Mivel az

S i= Cm nei(m:erny) +Cm 7n€7i(mz+ny) +cm nei(fmerny) +ec, 7n€i(mx7ny)
kett6s sorozat 0-hoz tart, amint m,n — oo, a 3.3. Tétel bizonyitasaban latottakhoz

hasonlén elegend§ azt igazolnunk, hogy az

sin? mu,; sin® nuy,
ab ko J
m,n =

m2u;  nluy

elemekbdl képezett A= [ain’“n] matrix korlatos-regularitas. Ahogy azt kordbban mar

emlitettiik, az s, sorozat 0-hoz tartasa miatt a (d) feltétel elhagyhato, igy elég az
(a)—(c) feltételek teljesiilését ellendrizniink. Az (a) feltétel igazolasdhoz vizsgaljuk

meg a
(0.) (o]
j,k sin® nuy, sin® mu]
(3.19) all.| =—;
: n2uy m2u;
m=1 m=1
sort. Mivel )
sin“ nuy,
—— =0 ask— o0,
n-vg

ezért elég azt megmutatnunk, hogy az (3.19) jobb oldalan szerepls sor egy K korlat

alatt marad minden j esetén. Legyen

, 1
M=M(j) = [—] +1,
Uj
ahonnan vilagos, hogy
1 1
— <M< —+1.
Uj U

00 2 9 0o
sin® mu; mou; 1
= + < Mu;+ <
> et D <Muit S
(320) m=1 1 m=M-+1
1
< (——1—1) uj+ =2+u; <2+maxu; =: K
Uj Ui,



3. fejezet. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhatésaga

Ezzel belattuk, hogy az (a) feltétel biztosan teljesiil. Analég modon juthatunk el a
(b) feltétel igazolasdhoz. A (c) feltételt (3.20)-hoz hasonloan ellendrizhetjiik:

o0
S Yoy
n2uvy,

m=1n=1 m=1 1

(2—|—maxuj) 2—|—maka =: C(< 00).

Végiil, alkalmazzuk Robison tételét, ami a bizonyitando6 allitast adja. [
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4. fejezet

Trigonometrikus integralok Lebesgue
szummalhatosaga

4.1. El6zmények: Trigonometrikus sorok Lebesgue szum-
malhatosaga

Legyen {c,}, o, C C egy szamsorozat. Ertelmezziik a
(4.1) cheim
nez

trigonometrikus sor formaélis integralédsaval kapott

(4.2) L(z) :=cor+ ch em (xeT)

fiiggvényt, feltéve hogy a benne szerepls sor konvergens. Ez a helyzet példaul, ha

D

In>1

{c,} egyiitthatokra teljesiil a
CTL

n

< 00

feltétel.
Vegyiik észre, hogy a (4.1) sor konvergenciaja nem vonja maga utan L(z) léte-

zését. Példaul a
ezna} —'mac

sin nx
Z logn _22zlogn_22210gn

sor mindeniitt konvergens, de L(z) az x =0 pontban divergens:
=< cosn0 =1
L(0)=— =— .
(0) nz:;nlogn nz:;nlogn
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

Definicié. Legyen a (4.2) fliiggvény értelmezve az x pont valamely kornyezetében.

Ha a

AL(xz,h)  L(z+h)—L(z—h)
2h 2h

(4.3) —s (h—0)

hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy a (4.1) trigonometrikus sor az x pontban
Lebesgue modszerével Gsszegezhets, az s szamot pedig a sor Lebesgue értelemben
vett Gsszegének nevezziik. Figyeljiik meg, hogy ez esetben az s érték éppen az L(x)
fiiggvény szimmetrikus derivaltja az x pontban, amit a szakirodalomban altaldban
D L(z)-szel jelolnek.

A kovetkezd tétel (lasd Zygmund |21, 1. kotet, 322. old.]) elegendd feltételt ad
arra, hogy egy trigonometrikus sor hagyoményos és Lebesgue értelemben vett 6sszege

megegyezzen.

4.1. Tétel. Legyen {c,}, o, C C olyan sorozat, amelyre a

.1
(4.4) lim N Z |nc,| =0

N—oo
In|<N

feltétel teljesiil. Ekkor minden x € T esetén

AL 1
lim (M—SN(m)) =0, ahol N := {—} és h>0,
h—0 2h

rdaddsul a konvergencia egyenletes x-ben.

Megjegyezziik, hogy ha

lim nc, =0,
|n]—o0

akkor a (4.4) feltétel biztosan teljesiil.

A most bemutatott Lebesgue szummalhatosag fogalmat Bagota és Moricz [1]
cikkiikben terjesztették ki kétvaltozos trigonometrikus sorokra. Roviden sszefoglal-
juk a cikk f6bb eredményeit, amelyek késébbi kutatasinkat inspiraltak. Tekintsiik a
{¢mn} C C szamokbol képezett

(4.5) Z Zcmmei(m”"y)
meEZ neZ

kétvaltozos komplex trigonometrikus sort, melynek konvergenciajat az sy, n szim-
metrikus részletosszegek Pringsheim értelemben vett konvergenciajaval értelmezziik

(lasd az el6zd fejezetben).
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

Tekintsiik a fenti (4.5) sor x és y szerinti formalis integralasaval képezett

zmx z (mz—+ny)

(4.6) L(z,y) —Coox?/+yzcm0 —|—$ZCOn ; Z Zcmn 2mn

|m|>1 In|>1 Im|>1 [n|>1

fiiggvényt, feltéve hogy a benne szerepld sordsszegek mind léteznek és végesek.

Definici6. Tegyiik fel, hogy a (4.6)-beli fiiggvény értelmezve van az (z,y) pont egy
kérnyezetében. Képezzik az L(x,y) fliggvény szimmetrikus differenciahanyadosat
az (z,y) pontban:

AL(z,y,h, k) 1 (
Ahk " 4hk

L(x+h,y+k)—Lx—h,y+k)+
+L(x—h,y—k)—L(x+h,y—k) ]

Ha a
AL(x,y, h, k)

TN ?
véges hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy a (4.5) sor az (z,y) pontban

=S

Lebesgue modszerével Osszegezhetd s-hez. Itt is megjegyezziik, hogy az s értéke

éppen L(x,y) fiiggvény szimmetrikus derivéltja az (z,y) pontban.

A kovetkezs tétel a 4.1. Tétel kettds sorokra vonatkozo kiterjesztése (lasd Bagota,
Moricz [1, 2. Tétel]).

4.2. Tétel. Ha a {c,,n} C C sorozatra teljesilnek a

(4.7) N}gnooﬁ Z Z|mcmn|—0

1<|m|<M n€eZ
és
(4.8) lim — Z Z]ncmn| =0
N—>c>o
1<|n|<N meZ

feltételek, akkor barmely (x,y) € T? pont esetén

) AL(x,y, h, k) B
(4.9) h}illlo (T —sun (g, y)) =0,
ahol
M = 1 N = ! 5s  h, k>0
=1 Ne= és h, ,

tovdbbd a (4.9)-beli konvergencia egyenletes (z,y)-ban.
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

Megjegyzés. Specidlisan, hogy ha a {c,,} egyiitthatokra fennéall, hogy

mne”

akkor sziikségképpen (4.7) is teljesiil. Hasonloan,

lim Z |ncmnl =0

[n]—o0
Im|€Z

garantalja (4.8) fennallasat.

4.2. Egyszeres trigonometrikus integrialok Lebesgue
szummalhat6saga

A Lebesgue osszegezhetdség fogalmat Szasz [17] cikkében bévitette tovabb,
amelyben trigonometrikus integralok Lebesgue szummalhatosagat vezette be a ko-
vetkez6kben bemutatott médon. Legyen az f:R — C fiiggvény Lebesgue-értelemben

integralhato R minden korlatos intervallumén, jelélésben: f € Ll _(R). Tekintsiik a

(4.10) /Rf(s)e"“ds, reT

trigonometrikus integralt az

Is(z) := (s)e"ds (xeT)
|s|<S

szimmetrikus részintegraljaival. A (4.10) integralt konvergensnek nevezziik az
x € T pontban, ha a

lim Ig(x) =1

S—o0
hatarérték létezik. Ekkor azt mondjuk, hogy az integral értéke az x pontban az [
szam.

Ha (4.10)-ben x szerint formalisan integraljuk az integrandust, akkor az

(4.11) L(z) = /R ) osds  (reT)

fiiggvényhez jutunk. Mivel (4.11)-ben szerepl6 Lebesgue integral nem feltétleniil 1é-

tezik, L(z) definicidja egyenlére csak formalis.
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

Definici6. A (4.10) integralt Lebesgue értelemben sszegezhetének vagy rovidebben

Lebesgue 6sszegezhetének nevezziik egy x € T pontban, ha a

(4.12) ALQ(? h L(“h);hL(x_h) :/Rf(s)em%ds%l (0<h—0)

véges szimmetrikus differencidlhanyados létezik. Ekkor az [ szamot a (4.10) integral

Lebesgue sszegének nevezziik.

Szész [17] a kovetkezd tételt is bizonyitotta, ami valojaban a 4.1. Tétel integra-

lokra vonatkoz6 megfelelGje.

4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : R — C, f € L}, .(R) figgvényre teljesiil, hogy

(4.13) im~ [ |sf(s)|ds=0.

S—o0 |S|<S

FEkkor a (4.12) integrdl Lebesque értelemben létezik, és x-ben egyenletesen fenndll,
hogy

lim
h—0

(%ﬁ_fvh(x)) —0  (h>0).

Vagyis a (4.13) feltétel mellett a (4.10) integrdl hagyomdnyos és Lebesgue értelemben

18 Gsszeqgezheld, és a két értelemben vett dsszege megeqgyezik.

Megjegyzés. Elevenitsiik fel az f € L'(R) fiiggvény f Fourier transzformaltjanak
definiciojat (lasd pl. Zygmund [21, 2. kdtet, 264. old.]-ben):

(4.14) flx) = % /R f(s)e ™" ds, z€R.

Figyeljiik meg, hogy a 4.3. Tétel allitasa konnyen atfogalmazhato az f Fourier transz-

forméaltakra, szintén a (4.13) feltétel mellett.

4.3. Kett6s trigonometrikus integralok Lebesgue szum-
malhatosaga

Legyen az f:R? — C fiiggvény Lebesgue értelemben integralhato R? minden
korlatos [a, b] X [c, d] téglalap alaki részhalmazan, jelolésben: f e Ll (R?). Tekintsiik

loc

az
(4.15) / f(s, )’ W dsdt,  (x,y) € T
R2
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

kettds trigonometrikus integralt a
(4.16) Isp(z,y) = / f(s, )T ds t (S, T >0)
[s|<S Jt|<T

szimmetrikus részintegraljaival. A kettds integralok konvergenciajat is Pringsheim
értelemben fogjuk érteni, hasonléan ahhoz, ahogyan a kettds sorokra mar bemutat-
tuk a 3.2. alfejezetben. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy a (4.15) kettds integral
az (x,y) € T? pontban Pringsheim értelemben konvergal az [ szamhoz, jellésben :

Jm s () =t

ha minden e > 0 szamhoz 1étezik olyan p = p(¢) > 0 kiiszobszam, amelyre
|157T(.T,y)—l| <¢, ha SvT>p'

Tekintsiik a (4.15)-ben szerepld integrandus x és y valtozdja szerinti formalis integ-
raldsaval kapott

ez'(strty)

dsdt, (z,y) € T?

(4.17) L(z,y) ::/]RZ f(s,t)

1%st
fliggvényt. Akarcsak az egyszeres integralok esetében, itt is megjegyezziik, hogy a
fent szerepld L(z, y) definicioja egyenlére csak formalis, mivel az igy képezett integral
nem feltétleniil létezik.
Definicié. A (4.15) integralt Lebesgue értelemben Osszegezhetének nevezzik egy
(z,y) € R? pontban, ha a
AL(x,y;h, k) 1
4hk " 4hk
(4.18) —L(z+h,y—k)+L(x—h,y—k)) =

(L(x+h,y+k)—L(x—h,y+k)

_ / [ 56, t)e“sﬁty)w;—;ha?]:k dsdt —+1  (0<h,k—0)

véges hatarérték létezik. Ekkor az [ szamot a (4.15) integral Lebesgue 6sszegének
nevezziik. Figyeljiik meg, hogy az [ szamot itt is az L(z,y) fiiggvény (x,y) pontban

vett szimmetrikus vegyes differencidlhanyadosaként értelmeztiik.
Uj eredményeinket a kovetkezsképp fogalmazhatjuk meg.

4.4, Tétel. Ha az f:R%? — C fiiggvényre a
s [ Flotyit e L, (R ds)
R
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

€s a

4.19 lim —/ / |sf(s,t)|dsdt =
(4.19) §T—00S Jig1<s Jitj<r )

feltétel teljesiil, tovabbd a

/f s,t)ds € Ly, (R, dt)

€s a

(4.20) lim —/ / [tf(s,t)|dsdt =
S, T—s00 T Is|<S J|t|<T

feltétel is fenndll, akkor a (4.15)-ben definidlt kettds integrdl Lebesque értelemben
létezik és a

(4.21) h],-llﬁtIEO

<AL(:E, y; b, k)

1k — Ly i (0, y)) =0 (h,k>0)

konvergencia egyenletes (z,y)-ban.
Mas szoval, a (4.19) és a (4.20) feltételek mellett a (4.15) kettds integrdl akkor és
csakis akkor dsszegezhetd Lebesgue értelemben egy adott (x,y) pontban, ha Pringshe-

im értelemben is konvergens (x,y)-ban, és a két értelemben vett dsszeq megegyezik.

Megjegyzés. Kiilon kiemeljiik, hogy az el6z6 tétel az f € Ll (R?) fiiggvények

£ 1 —i(sx
f(ﬂf,y) = W / - f<87 t)e ( +ty)d5dt7 (xvy) € R2

modon definialt kettés Fourier transzfoltmaltjaira is alkalmazhato, amennyiben a
(4.19) és a (4.20) feltételek teljesiilnek.

4.4. Segédtételek és bizonyitasok

A 4.4. Tétel egyvaltozos valtozatanak (4.3. Tétel) Moricz [13] cikkében adott
bizonyitasat altalanositjuk kétvaltozos esetre. A bizonyitas Osszetettsége miatt a
konnyebb atlathatosag kedvéért 6t lemmat fogalmazzuk meg, melyek a bizonyitas
egy-egy kulcsfontossdgi mozzanatat képviselik majd. A 4.5. Lemma Moricz [13]

cikkében is megtalalhato.
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

4.5. Lemma. Ha g: R — C fiiggvényre g € L}, (R) és a

loc

1
lim — sg(s)|ds =0
Jmg [ Jsato)
feltétel teljesiil, akkor
lim S/ @ ds = 0.
S—o00 |S|>S S

Ezen lemma kévetkezményeként kimondhatjuk kovetkezs segédtételt.
4.6. Lemma. Ha f:R? — C fiigguényre
s/ f(s,t)dt € L, (R, ds)
R

€s

1
lim—/ / sf(s,t)|dsdt =0
RS RI (s,1)]

teljesiilnek, akkor

(4.22) lim S / /
S—00 [s|>S JR

Bizonyitas. Az alkalmas

f(s,1)

‘ dsdt = 0.

g(s) = s/ f(s,t)dt, seR
R
valasztassal a 4.5. Lemma éppen a bizonyitand6 allitast szolgéltatja. |
Az el6z6 lemma szimmetrikus valtozatat is megfogalmazzuk.
4.7. Lemma. Ha az f:R?> — C fiiggvényre teljesiilnek a
{/f@jﬂseLhﬁ&ﬁ)
R

€s

1
lim—// tf(s,t)|dsdt=0
T*}OOT R ‘t|<T | ( )|
feltételek, akkor

(4.23) an//
T—=oo  Jr Jyg>T

A kovetkez6 technikailag joval bonyolultabb lemmaéaban a kezdeti- és farok integ-

f(s,1)
t

‘ dsdt = 0.

ralok kozotti viselkedésbeli Osszefiiggésekre mutatunk ra.
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

4.8. Lemma. Legyen f:R* — C olyan figgvény, amelyre f € L} (R?) és

4.24 lim —/ / stf(s,t)| dsdt =
(4.24) 5720 ST Ji5<s \t|<T‘ )

Ekkor

s, t)

(4.25) lim ST/ / fst) dsdt = 0.
S, T—o0 |s|>S J|t|>T

st

Bizonyitas. A (4.24) feltétel szerint minden & > 0 értékhez létezik p = p(e)
kiiszObszam tgy, hogy

1
(4.26) —/ / |stf(s,t)|dsdt <e, ha S, T >p.
|s|<S J|t|<T
Elevenitsiik fel az 1. fejezetben is hasznalt diadikus blokkok fogalmat, miszerint
Dy(S):={seR:2°S <|s| <2?*'S}, ahol S>0 és p=0,12,....

Ezen jeloléseket hasznalva vilagos, hogy

/ / |stf(s,t)|dsdt > 2PT1ST / (s,t)| dsdt
Dyp(S) J Dg(T Dp(S) J Dg(T

/D /D 'ddt_2p+qST/ /D f(s,t)| dsdt.

Ezen egyenlotlensegeket és (4.26)—0t osszevetve nyerjilk az alabbl becslést:

/Dp /Dq ’d di < 2p+qST /Dp /D |stf(s,t)| dsdt <

__ = 9ptgqt2 , _
(2p+qST)2 ST 2P+ST ha S T>p é p,qg=0,12,....

és
st

Ezek alapjan pedig az alabbi sorosszeggel becsiilhetiink:

ST/ / St‘ddt STZZ/ / 150 gogr <
Is|>8 J [>T =0 2=0 Dy(T)
(4.27)
<4szz2p+q—165 ha S, T > p.
p=0 ¢=0

Mivel € értékét tetszélegesen valaszthattuk, ezért (4.25) igazolast nyert.

Végiil az kovetkez6 kozismert lemmat is megemlitjiik.
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

4.9. Lemma. Minden u # 0 valds szdmra teljesiil a

sin

0<1- <2ul
egyenldtlenség.

Bizonyitas. Az |u| > 1 esetben

sin u

0<1—

<2< 2]u (Jul > 1)

trividlisan igaz, mig az |u| < 1 esetben a sinu fliggvény Taylor sorfejtésébél kapjuk,

hogy
u?r o,
< " < 37 <U < 2|ul, (Ju| <1).

A 4.4. Tétel bizonyitasa. A tétel (4.19) és a (4.20) feltételei szerint alkalmazhatjuk
a 4.6. és 4.7. Lemmékat. Kovetkezésképpen a két lemma (4.22) és (4.23) allitasai
alapjan

@eLl({seR:’s‘>S}XR>

és

@eLl(Rx{teR:|t|>T})a

legalabbis amennyiben S és T' elég nagyok. Mivel azonban f(s,t) lokalisan integral-
hato R%-en, igy a (4.18)-ban szerepld kettds integral Lebesgue értelemben biztosan
létezik.

Legyenek h >0 és k> 0 tetszdlegesen rogzitett valos szamok. A (4.16) és a (4.18)
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

jeloléseket szem el6tt tartva (4.21) a kovetkezd alakba irhato:

AL(x,y; h, k
)

i(satty) SN shosin tk
/ f(s,t)e 1k dsdt

—/ / f(s, 1)t dsdt
s|<1/n Jt|<1/k
/ / F(s.t)e i(sa-ty) S0 P sin sh sin tkdsdt
js1>1/n J >V sh tk
// £(s, )it S50 sin sh sin tkdsdt
[t]<1/k sh tk
_ / / f(s,t)e"(sm“y)Mdsdt)
[s|>1/n J|t|>1/k k
/ / £(s, )it S5h sin sh sin tk:d dt
s, s
|s|<1/n Sh tk
, ) sin sh
- f(s,t)ets=t) —dsdt)
/8|<1/h /t|<1/k sh
/ / (s, )eiler+ (sinsh_l) (sintk_1> dsdt
Is|<1/n J |t]<1/x sh tk

= 3J1(/h 1/k(x y)+J1(/h 1/k(x y)+J1(/h1/k(xay)+J1(/h1/k< Y)-

(4.28)

A tétel (4.19) és (4.20) feltevésel szerint alkalmazhatjuk a 4.8. Lemmat:

J

ol /|>1/h /t|>1/k

A Jl/h 1/k(x, y) Osszegen hajtsuk végre az alabbi ekvivalens atalakitast:

; in sh sin tk
i (x’w:/ / f(s,t)elter ) <Sm5 —1) dsd
il s|<i/n J|t|<1/k sh tk

+/ / f(s,t)e““*ty) sin sh sin tkdsdt
[s|>1/n J|t|<1/k sh  tk

Erre az alakra (4.19) szerint alkalmazhatjuk a 4.6. és a 4.9. Lemmaékat, amelyek

(4.29)

‘d dt -0, ha h,k—0.
st

szerint

T )| <2 |5 (s, 1)] dsdt
/hilfk |s|<1/n J|t|<1/k

/>1/h /|t<1/k
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dsdt — 0, ha h,k—D0.
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4. fejezet. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummélhatosaga

Az el6z6 (4.30) eredményiinkhoz hasonloan kaphatjuk a kovetkezot is:
Jl(;?,l/k(%y)‘ S%/ / [tf(s,t)| dsdt
|s|<1/n J|t|<1/k

il
k |s|<1/n J|t]>1/k

ahol a 4.7. és a 4.9. Lemmaékat alkalmaztuk. Végiil a (4.19) és a (4.20) feltételek és

a 4.8. Lemma garantaljak a bizonyitdshoz hianyzo

(4.31)

t
@’dsdt%() (h,k—0),

(4.32) Jﬁwwwﬂgym/ /’ stf(s,t)|dsdt—0  (h,k—0)
’ Is|<1/n J|t|<1/k
Osszefiiggést.
Az eddig kapott (4.28)—(4.32) eredményeink egyiittesen bizonyitjak a tétel (4.21)
allitasat. -
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Osszefoglalo

Ezen értekezés elsé két fejezetében egy- és kétvaltozos trigonometrikus sorok
Osszegfiiggvényének simasigat targyaljuk. Pontosabban, elegendd feltételeket adunk
arra vonatkozoan, hogy az Osszegfiiggvény egyvaltozos esetben valamely Lipschitz
vagy Zygmund osztalyba tartozzék, a kétvaltozos esetben pedig valamely multipli-
kativ Lipschitz vagy Zygmund osztaly eleme legyen.

A harmadik fejezetben az egyvaltozos sorokra mar ismert Riemann szummalha-
tosag fogalmat terjesztjiik ki kett6s sorokra. Elegend§ feltételt mutatunk arra, hogy
egy kettGs trigonometrikus sor Riemann Gsszege megegyezzen a regularis értelemben
vett Osszegével.

A negyedik részben a Lebesgue szummaélhatosag fogalméat vissziik at kettds trigo-
nometrikus integralokra. Olyan feltételeket mutatunk, amelyek teljesiilése garantalja
hogy a kettds integral Pringsheim értelemben vett Gsszege megegyezzen a Lebesgue
Osszegével.

A disszertacio a szerzo [5], [6], [7] és [8] cikkeiben publikilt eredményeire épiil.

1. Egyvaltozos trigonometrikus sorok oOsszegfiiggvé-
nyének simasaga

Definici6. Legyen {c,},., C C olyan sorozat, amelyre

Z len] < 00.

neL

Ekkor a

E Cn eznx

neZ
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trigonometrikus sor abszolut és egyenletesen konvergens. Jeloljiik az Gsszegét f(x)-

szel:

(1.1) f(z):= cheim, reT:=[-mm).

neL

Az egyenletes konvergencia kovetkeztében az f(z) fiiggvény folytonos.

Definicid. Tekintsiik a periodikus f:T—C fliggvényt, ahol T a [—m, 7) téruszt jeloli.
Azt mondjuk, hogy az f fliggvény a Lip(a) Lipschitz osztalyhoz tartozik valamely
a > O-ra, ha létezik olyan csakis az f fiiggvénytdl fiiggé C konstans, hogy

|Af(x, h)| = |f(z+h) = f(x)] < Ch*

teljestil minden x € T és h > 0 esetén.

Az f fiiggvény a lip(«) kis Lipschitz osztalyhoz tartozik valamely « > O-ra, ha a

lim b~ | (+B) = f(2)] =0

konvergencia egyenletes x-ben.
Az f fiiggvény a Zyg(a) Zygmund osztalyhoz tartozik valamely o > 0O-ra, ha

folytonos és létezik olyan csakis az f fliggvénytdl fliggé C' konstans, amelyre
|Af(x,h)| = [ f(z+Dh)—2f(2)+ f(z —h)| < Ch®

fennall minden x € T és h > 0 esetén.
Azt mondjuk, hogy f a zyg(«a) kis Zygmund osztéalyhoz tartozik valamely a > 0-

ra, ha folytonos és
lm h=|f(z4+h)=2f(z)+ f(x—h)|=0
h—0

egyenletesen teljesiil x-ben.

Zygmund elegendd feltételeket adott arra vonatkozoan, hogy az (1.1)-ben defi-
nialt f(z) osszegfiiggvény a Zyg(1), illetve a zyg(1) osztalyba tarozzék (lasd |21, 1.
kétet, 320. oldal]). Ezen tételek altaldnositottuk tetszéleges 0 < a < 2 esetére. Uj

eredményeinket a kovetkezd tételekben foglaltuk Ossze.

1.1. Tétel. Legyen {c,}, ., C C. Ha valamely 0 < o < 2 esetén létezik olyan C,

konstans, amelyre teljesiil, hogy

(1.2) L d nlle| <Co (N=12,...),

2—a
[n|<N
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akkor az (1.1) sor abszolit és egyenletesen konvergens, és az f(x) dsszegfiigguény a

Zyg(a) osztdlyhoz tartozik.

1.2. Tétel. Legyen {c,}, o, C C. Ha valamely 0 < oo < 2 értékre teljesiil, hogy

1 )
(1.3) Jim > n?leq| =0,

In|<N

akkor f(x) € zyg(a).

Megjegyzés. Ha 0 < a < 1, akkor

Lip(a) = Zyg(a) és lip(a) = zyg(a),

és ezaltal az is igaz, hogy az (1.2) feltétel mellett f(x) a Lip(a), az (1.3) feltétel
mellett pedig a lip(«) osztalyba is beletartozik.

Az a=1 esetben azonban a Lip(1) C Zyg(1) szigort tartalmazasi relacio all fenn.

Ezért a kovetkezd tételben az f(x) € Lip(1) tartalmazasra adtunk elegendd feltételt.

1.3. Tétel. Ha a {c,},., C C sorozat kiclégiti a

Z Inc,| < oo

ne’l

feltételt, akkor f(x) € Lip(1).

2. Kétvaltozos trigonometrikus sorok osszegfiiggvé-
nyének simasaga

Definicio. Legyen {c 1 }(m.n)ez2 CC komplex szamok olyan kettds sorozata, amelyre

(2.1) Z Z |Comn| < 00.

mEZ nel

Ekkor a

(2.2) f(z,y):= Z Zcmynei(mﬁny), (z,y) € T?

meEZ neZ

trigonometrikus sor abszolut és egyenletesen konvergens, kdvetkezésképpen az f(z,y)

Osszegfiiggvény egyenletesen folytonos.
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Definici6. A fenti f Osszegfiiggvény simasaganak vizsgalatdhoz vezessiik be a

Af(z,y;h k)= f(x+hy+k)—f(z+hy)—f(z.y+k)+f(z,y)
operatort.

Definicié. Egy folytonos f fiiggvény a Lip(«, #) Lipschitz osztalyhoz tartozik vala-
mely «, 5>0-ra (lasd |[11|-ben), ha létezik olyan kizardlag az f fiiggvénytdl, valamint

az « és [ szamoktol fligeé C' konstans, melyre fennall, hogy
(2.3) IAf (z,y;h, k)| < Ch®k® minden z,y é hk>0 esetén.

Amennyiben
lim A=k PAf (z,y;h, k) =0

h,k—0
is teljesiil, méghozza z-ben és y-ban egyenletesen, akkor azt mondjuk, hogy f a
lip(av, B) kis Lipschitz osztélyhoz tartozik.

A folytonos f fiiggvény a Zyg(a, ) Zygmund osztilyhoz tartozik valamely
a, > 0-ra (lasd [2]-ben), ha

(2.4) |A2f (x,y; h, k)‘ <Ch%K® minden z,y és h,k>0 esetén,
ahol C' ismét csak az f fliiggvénytdl, a-tol és B-tol fligg. Ha rdadasul

lim A=k PA%f (2,y;h, k) =0

h,k—0
is fennall z-ben és y-ban egyenletesen, akkor f a zyg(a, 3) kis Zygmund osztalyhoz
tartozik.

A kovetkezd tételekben fogalmaztuk meg a legf6bb eredményeinket.

2.1. Tétel. Legyen {cmn} C C komplex szdmok olyan kettds sorozata, amelyre
(2.5) Z |emo] <00 €s Z |con| < 00.
meZ neL
Ha valamely 0 < o, 8 <2 és C, 3 konstansokra
1
(26) W Z Z m2n2 ’Cm,n| S Ca,ﬂ (M, N = 1,2, .. )
|m|<M |n|<N

fenndll, akkor (2.1) teljesil és a (2.2)-ben definidlt f dsszegfigguény a Zyg(a, 3)

osztdalyhoz tartozik.
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2.2. Tétel. Ha a {cyn} C C sorozat teljesiti a (2.5) és a (2.6) feltételeket valamely

0<a, <2 esetén, és raaddsul
. 1 5 o
M,I}&OOM%aNz—ﬁ Z Z mn” || =0
|m|<M |n|<N

is fenndll, akkor a (2.2)-ben definidlt f figgvény a zyg(a, B) osztdlyhoz tartozik.

Az el6z6 két tétel feltételeinek erdsitésével hasonlo elegenddGségi tételeket mond-
tunk ki az f Osszegfiiggvény Lip(«, 3) és lip(a, ) osztalyokba vald tartozasara
0<a,B <1 esetén.

2.3. Tétel. Legyen {cmn} C C olyan sorozat, amelyre (2.5) teljesil. Ha valamely
0<a,pB <1 szamokra és C’S% konstansra fenndll, hogy

1 3
(27) W Z Z |mncm’n| S C(i,% (M, N = 1,2, .. .),
|m|<M |n|<N
akkor (2.1) is teljesiil és a (2.2)-ben megadott f dsszegfiigguény a Lip(«, B) osztilyhoz

tartozik.

2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {cmn} C C sorozatra a (2.5) és a (2.7) feltételek

teljesiil és raaddsul
. 1
i pmas 2 D Imnena =0
|m|<M |n|<N
is fenndll valamely 0 < o, f < 1 esetén. Ekkor a (2.2)-ben definidlt f dsszegfigguény
a lip(av, B) osztdlyhoz tartozik.

3. Trigonometrikus sorok Riemann szummalhat6saga

Definici6. Legyen {c,,,} C C komplex szamok kettds sorozata. Ha a

(3.1) Z Zcmvnei(mw-ﬂ-ny)

mEZ ne’

kettds trigonometrikus sor formalisan integraljuk mindkét valtozoja szerint kétszer,

akkor az
$2y2 y2 eimz ZE2 e'mz
R(z,y) = cop ) Z Cn0 5 Ty ZCO,nF"i_
Im|>1 [n[>1
(3.2) _—
el(ma ny) )
+ Z Zcm,nW7 (I7y)€T
ml>1 [nf>1
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fiiggvényhez jutunk. Ha a {c,,,} sorozat korlatos, akkor az imént kapott (3.2)-
ben szereplG sorok abszolit és egyenletesen is konvergensek. Tehat az R fiiggvény
minden (z,y) € T? pontban jol definialt, és az egyenletes konvergencia kovetkeztében

folytonos is.

Definici6. Vezessiik be a

A’R(z,y; 2u,20) :=R(x+2u, y+2v) + R(x — 2u, y + 20) + R(x + 2u, y — 2v)+
+ R(x—2u,y—2v) —2R(x+2u,y) — 2R(x,y+2v)—
—2R(x—2u,y) —2R(z,y—2v)+4R(z,y) (u,v > 0)

jelolést. Ha a
. A’R(z,y;2u,2v)
lim =
u,v—0 16u2v2

hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) sor az (z,y) pontban Riemann
modszere szerint Osszegezhetd (roviden: Riemann Gsszegezhets), és Riemann dsszege

S.

Az alabbi két allitas Riemann [15]-ben publikalt tételeinek kétvaltozos megfele-

16je.
3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {cm.} C C sorozatra

(3.3) lim ¢y, =0

|m|+|n|—o00

teljesiil. Ha valamely (x,y) pontban a (3.1) kettds sor regquldrisan konvergens, akkor

Riemann mddszere szerint is dsszegezhetd, és a két értelemben vett dsszeq megegyezik.

3.2. Tétel. Ha (3.3) teljesiil, akkor

AR (z,y; 2u,2v)
16uv

—0 (u,v—0)

is fenndll, raaddsul (x,y)-ban egyenletesen.
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4. Trigonometrikus integralok Lebesgue szummalha-
tosaga

A trigonometrikus sorok Lebesgue 0sszegezhetGségének fogalmét Zygmund a sor
egyszeri formalis integralasaval kapott fiiggvény szimmetrikus differencidlhanyados
fiiggvényének létezésével definidlta (lasd 21, 1. kotet, 321. old.]). Megjegyezziik,
hogy a Lebesgue szummalhatosag kettds sorokra valo kiterjesztését Bagota Monika
és Moricz Ferenc kozos [1] cikkiikben publikaltak. A teriilet legfrissebb eredményeit
Moricz [13] cikkében olvashatjuk, amely trigonometrikus integralok Lebesgue szum-
méalhatosagat targyalja.

Definici6. Legyen az f : R? — C fiiggvény Lebesgue értelemben integralhato R2
minden korlatos [a, b] X [c, d] téglalap alakt részhalmazan, jelslésben: f € L (R?).

loc
Tekintsiik az

(A1) / (5,60 W dsgt,  (z,y) € T
RQ

kettds trigonometrikus integralt a
Isr(z,y) = / f(s, )Tt ds t (S, T >0)
|s|<S Jt|<T

szimmetrikus részintegraljaival. Azt mondjuk, hogy a (4.1) kettds integral a (z,y) €
€ T? pontban Pringsheim értelemben konvergal az [ szdmhoz, ha minden & > 0

szadmhoz létezik olyan p = p(g) > 0 kiisz6bszam, amelyre
[Isr(z,y)—1]<e, ha S,T>p.

Definici6é. Tekintsiik a (4.1)-ben szerepl6 integrandus x és y valtozoja szerinti for-
malis integralasaval kapott
ei(sx—i—ty)

12st

L(z,y) ::/R2 f(s,t) dsdt, (z,y) € R?

fiiggvényt. A (4.1) integralt Lebesgue értelemben Osszegezhetének nevezziik egy
(x,y) € T? pontban, ha a
AL(z,y;h, k) 1
4hk " 4hk
—L(z+h,y—k)+L(x—h,y—Fk)) —1 (0<h,k—0)

(L(x+h,y+k)—L(x—h,y+k)

véges hatarértéek létezik. Ekkor az [ szamot a (4.1) integral Lebesgue Osszegének

nevezzik.
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Az alabbi tétel a Moricz [13] cikkében talalhato tétel kettds integralokra vett

megfelelGje.

4.1. Tétel. Ha az f:R? = C fiigguényre a

/f s, t)dt € L, (R, ds)

€s a

4.2 lim —/ / |sf(s,t)| dsdt =
(4.2) S T—005 |s|<S J|t|<T )

feltétel teljesiil, tovabbd a

/f s,t)ds € Ly, (R, dt)

€s a

(4.3) lim —/ / [tf(s,t)]dsdt =0
S T—o0 Is|<S J|t|<T

feltétel is fenndll, akkor a (4.1)-ben definidlt kettds integrdl Lebesgue értelemben
létezik és a

lim
h,k—0

(AL(% y; h, k)

Tk — Ly i, y)) =0 (h,k>0)

konvergencia egyenletes (z,y)-ban.
Mas szoval, o (4.2) és a (4.3) feltételek mellett a (4.1) kettds integrdl akkor és
csakis akkor dsszegezhetd Lebesque értelemben egy adott (x,y) pontban, ha Pringshe-

im értelemben is konvergens (z,y)-ban, és a két értelemben vett dsszeq megegyezik.

Megjegyzés. Kiilon kiemeljiik, hogy az el6z6 tétel az f € L .(R?) fiiggvények

fzy) =

(2 )2 / f(sa t)e_i(sm+ty)d8dt7 (1'7 y) < RQ
™ R2

modon definidlt kettés Fourier transzfoltmaltjaira is alkalmazhat6, amennyiben a
(4.2) és a (4.3) feltetelek teljesiilnek.
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Summary

In the first part of the dissertation we study the smoothness of the sum of single
and double trigonometric series. We give sufficient conditions under which the sum
function of the series belongs to one of the Lipschitz or Zygmund classes in the
single-variable cases, or belongs to one of the multiplicative Lipschitz or Zygmund
classes in the two-variable cases.

In the third chapter we extend the concept of the Riemann summability from
single to double trigonometric series. We give sufficient conditions which guarantee
that if the double series converges regularly at some point, then it is also Riemann
summable to the same limit.

In the fourth chapter we define the Lebesgue summability of double trigonometric
integrals. We give sufficient conditions under which the double integral is Lebesgue
summable at some point if and only if it converges in Pringsheim’s sense at to the
same limit.

This disertation is based on the following papers of the author: [5], [6], [7] and

8],

1. Smoothness of the sum of single trigonometric
series

Definition. Let {c,},., C C be a sequence of complex numbers such that
Z |en| < 0.
nez

Then the trigonometric series

E Cn eznx

neZ
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converges absolutely and uniformly. Denote the sum of it by f(z):
(1.1) fla):=> ce™,  xeT:i=[-mmn).
nez

Due to the uniform convergence the function f(z) is continuous.

Definition. We consider periodic functions f: T :=[—m,m) — C. The function f is
said to belong to the Lipschitz class Lip(«) for some « > 0 if there exists a constant

C depending on f and « such that
|Af(z, h)| == [f(z+h)— f(z)] < Ch®

for all x and h > 0.
We say that f belongs to the little Lipschitz class lip(«) if

m 27 [ f(z +h) = f(z)[ =0

uniformly in z.
A continuous function f is said to belong to the Zygmund class Zyg(«a) for some

a > 0 if there exists a constant C' depending on f and « such that
|Af(x,h)| = [ f(z+Dh)—2f(2)+ f(z —h)| < Ch°

for all x and h > 0.
We say that a continuous function f belongs to the little Zygmund class zyg(a)
for some o > 0 if
lim 1| f(z+h) ~2f () + F(— )| =0

uniformly in .

Zygmund gived sufficient conditions to ensure that the sum f(x) of series (1.1)
belongs to the class Zyg(1) or zyg(1) (see in [21, Vol. I, p. 320.]). We generalized
these theorems for any arbitrary 0 < a < 2. Our new results are formulated in the

following two theorems.

Theorem 1.1. Let {c,}, ., C C. If for some 0 < a <2 we have

1 2
(1.2) e d nllen| <Ca (N=12,...),

2—a
[n|<N

where C,, is a constant, then the series (1.1) converges absolutely and uniformly,

and its sum f(x) € Zyg(a).
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Theorem 1.2. Let {c,}, ., C C. If for some 0 < a <2 we have

1
(1.3) lim > n’len] =0,

N—o0
[n|<N

then f(x) € zyg(a).

Remark. If 0 < a <1, then

Lip(a) = Zyg(a) and  lip(a) = zyg(e).

Consequently, under condition (1.2) and (1.3) the sum function f(z) also belongs
to the Lipschitz classes Lip(«) or lip(a).

In the case @ =1 we have Lip(1) C Zyg(1). We were able to prove only the

following.

Theorem 1.3. If {¢,}, o, C C is such that

Z |ne,| < oo,

nEL

then the sum f(x) € Lip(1).

2. Smoothness of the sum of double trigonometric
series

Definition. Let {Cm,n}(m,n)e22 C C be a double sequence of complex numbers such
that

(2.1) Z Z |Comn| < 00.

MmEZ neL

Then the double trigonometric series

(2.2) f(z,y):= Z Zcm,nei(mﬁny), (z,y) € T?

meEZ nEZ

converges absolutely and uniformly. Consequently, its sum f(z,y) is uniformly con-

tinuous.

Definition. We define the difference operator A as follows
Af(z,y;h k)= f(z+hy+k)—f(z+hy)—f(z.y+k)+f(z,y), hk>0.
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Definition. We recall that a continuous function f is said to belong to the multi-

plicative Lipschitz class Lip(«, ) for some «a, > 0 (see in [11]) if
IAf (z,y;h, k)| < ChekP forall z,y and h,k>0,

where the constant C' depends only on f, o and /.
We say that f belongs to the little Lipschitz class lip(a, ) if

; —a.—fB . _
hl,kril[)h k Af (‘/L‘7y7 ha k) _O

uniformly in x,y.
We recall that a continuous function f is said to belong to the multiplicative

Zygmund class Zyg(a, 8) for some o, 8 >0 (see in [2]) if
|A2f (x,y; h, k:)‘ <Ch*kP forall z,y and h, k>0,

where the constant C' depends only on f, o and /.
We say that f belongs to the little Zygmund class zyg(«, 5) if

lim A=k PA%f (2, y;h, k) =0
h,k—0
uniformly in x and y.
Our main new results are stated in the following theorems.

Theorem 2.1. Suppose {c,,} C C is such that

(2.3) Z |emo| < oo and Z lco.n| < 00.

meZ nez
If for some 0 < o, 3 <2

1
(24) W Z Z m2n2 |Cm7n| < Ca,ﬁ (M7 N = 1a27 .. .),

m|<M |n|<N

where Cy, g is a constant depending only on o and [3, then condition (2.1) is satisfied
and the function [ defined in (2.2) belongs to the class Zyg(a, 3).

Theorem 2.2. Suppose {cpn} C C is such that conditions (2.3) and (2.4) are
satisfied for some 0 < «, B < 2, and, in addition, if

1
. Z Z 2.2 _
Ml]{fH—1>ooM2_aN2_ﬁ mn” fema| =0,
|m|<M |n|<N

then the function f defined in (2.2) belongs to the class zyg(a, ).

61



Summary

Under stronger conditions analogous theorems can also be proved for the Lipschitz
classes Lip(«, ) and lip(a, 3), where 0 < a, 8 < 1.

Theorem 2.3. Suppose {¢yn} C C is such that condition (2.3) is satisfied. If for
some 0<a,f <1

1 3
(25) W Z Z |mncm’n\ S C(i,g (M, N = ]_,2, .. .),

m|<M [n|<N

where C’S% is a constant depending only on o and B3, then condition (2.1) is satisfied
and the function f defined in (2.2) belongs to the class Lip(a, f3).

Theorem 2.4. Suppose {¢,n,} C C is such that conditions (2.3) and (2.5) are
satisfied for some 0 < «, B < 1, and, in addition, if

Im|<M |n|<N

then the function f defined in (2.2) belongs to the class lip(«, ).

3. Riemann summability of trigonometric series

Definition. Let {c,, .} C C be a double sequence of complex numbers. Integrating

the double series

(31) Z Zcmmei(mx-‘rny)

MmEZ nEZ

formally twice with respect to both x and y, we obtain the double series

R(z,y): coo———z mO __ZCOn

Im|>1 [n|>1

(3.2)

z (mz+ny)

+Z ZCm” , (x,y) € T2

|m|>1 |n|>1

If the sequence {¢;,., } is bounded, then the double series in (3.2) converges absolutely
and uniformly. Consequently, the function R is defined at every (z,y) € T?, and it

1S continuous.
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Definition. We introduce the notation
A*R(z,y; 2u,2v) :=R(z +2u, y +2v) + R(x — 2u, y +2v) + R(x +2u,y — 2v)+
+R(x—2u,y—2v) —2R(z+2u,y) —2R(x, y+2v)—
—2R(x—2u,y) —2R(z,y—2v) +4R(z,y) (u,v>0).
If the limit
AR (z,y; 2u,2v)

lim =s
w00 16u2v?

exists, then the double series (3.1) is said to be summable at the point (x,y) by the

Riemann method of summation (or briefly: Riemann summable) to the sum s.

The next two theorems are counterparts of Riemann’s theorems published in
[15].

Theorem 3.1. Suppose that {cpn} C C is such that

(3.3) lim ¢y, =0.

|m|+|n|—o0
If the double series (3.1) converges reqularly at some point (x,y) to a finite sum s,

then it is also Riemann summable to s.

Theorem 3.2. If condition (3.3) is satisfied, then uniformly in (x,y) we have

A%R (z,v; 2u,2v)
16uv

—0 (u,v —0).

4. Lebesgue summability of trigonometric integrals

Definition. Let f: R? — C be such that it is integrable in Lebesgue’s sense over
any bounded rectangle [a, b] X [c,d] of R? in symbols: f € L{. (R?). We consider the

double trigonometric integral

(4.1) / f(s, )’ W asdt,  (x,y) € T
R2

with its symmetric rectangular partial integrals
Isr(z,y) = / f(s, 1)) dsdt (S, T>0).
|s|<S Jt|<T

We say that the double integral (4.1) converges in Pringsheim’s sense at a point

(z,y) € T? to the limit [, if for every & > 0 there exists p = p(g) > 0 such that

|]S,T(x7y)_l|<€7 if S»T>P
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Summary

Definition. A formal integration of the integrand in (4.1) with respect to both z

and y gives

6i(sx+ty)
dsdt, (z,y)€ R

(4.2 L) = [[ 6.0

12st

The definition of L(z,y) is interpreted formally, since the double integral in (4.2)
may not exist in Lebesgue’s sense.
We say that the integral (4.1) is Lebesgue summable at some point (z,y) € T?
to the finite limit [ if
AL(z,y;h, k) 1
4hk " 4hk
—L(x+h,y—k)+L(x—h,y—k)) =1 (0< h,k—0).

(L(x+h,y+k)—L(x—h,y+k)

Our main result is formulated in the following theorem.

Theorem 4.1. If f:R? — C is such that

/f s, t)dt € L, (R, ds)

and
4.3 lim / / |sf(s,t)]dsdt =0
(43) §T-00 Is|<S J|t|]<T )
as well as
/f s,t)ds € Ly, (R, dt)
and
4.4 lim —/ / tf(s,t)|dsdt =
( ) ST—ooT Is|<S \t|<T| ‘

then the double integral in (4.1) exists in Lebesque’s sense and we have uniformly in
(x,y) that

lim (AL(SU, y; h, k)
h,k—0

ik — Ly (2, y)) =0 (h,k>0).

In other words, under conditions (4.3) and (4.4) the double integral (4.1) is
Lebesgue summable at some point (x,y) to a finite limit if and only if (4.1) converges

in Pringsheim’s sense at (x,y) to the same limit.
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Remark. We recall that the Fourier transform f of a function f€ L} .(R?) is defined
by

A

(4.5) flz,y) = #/W f(s,t)e = W dsdt,  (z,y) € R2.

Clearly, Theorem 4.1. can be reformulated in terms of the Lebesgue summability of

the double integral in (4.5) under the same conditions (4.3) and (4.4).



