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Bevezetés

Egy fizikai rendszer kvantummechanikai leirdsdban alapvetd az allapotok
szuperpozicidjanak lehet6sége, melynek kovetkeztében a klasszikus és kvan-
tummechanikai leiras 1ényeges kiilonbségeket mutat. A szuperpozicié leheté-
ségét a matematikai struktirdban az biztositja, hogy az allapotok leirdsara
egy linearis vektorteret — egy alkalmas H komplex Hilbert-teret — hasznalunk
[1]. A Hilbert-tér vektorai az tn. tiszta allapotok, amelyek esetén a fizikai
rendszer allapotardl a kvantummechanika altal megengedett minden infor-
maéacié a rendelkezésiinkre all. Ha a fizikai rendszeriink tobb részrendszerbdl
épil fol, akkor az azt leiré Hilbert-tér, mely az egyes részrendszereket le-
ir6 Hilbert-terek tenzorszorzat tere, mar magaban hordozza az 6sszefondédas
lehetGségét.

Tekintsiik példanak okaért az egyik legegyszeriibb lehetoséget, a két qu-
bithél, azaz kétallapotu részrendszerbdl f6lépiilé kvantumrendszert. Jelolje
0), és |1), az A qubitnek megfelel kétdimenziés HSY Hilbert-teret kife-
szité ortonormalt bazisvektorokat, |0) 5 és |1) 5 pedig ugyanezt a B qubitre

(4)
2

vonatkozéan. Ezzel a jeloléssel az Osszetett rendszer H ®'HéB) tenzorszor-

zat terét a természetes médon addédod

00) :=|0), ®[0)p,  [01):=1[0), ®[1)p,

[10) ;= 1), ®[0)p, 1) :=[1),®[L)p (1)
bézisvektorok feszitik ki. A szuperpozicié matematikai lehet6sége miatt azon-
ban lehetségesek példaul a

1
V2

alakt linearis kombindciok is, amelyeket mar nem tudunk félirni a HéA) és

Vi) = —= (10, @ 1)+ [1),©[0)p), (2)

HéB) terekbdl vett vektorok elemi tenzorszorzataként. Az ilyen tipust
kombinacidkat — elkiilonitendd a szorzatként folirhatéd dllapotoktdl — dssze-
fonddott dllapotnak nevezziink.

A tipust allapot, melyet spinekre vonatkozéan D. Bohm [2] vezetett
be, olyan fundamentalis kérdéseket vet fol, amelyek mar réviddel a kvan-
tummechanika elméletének megjelenése utdn foglalkoztattdak a kutatokat.
Az Osszefonddottsagbdl szarmazé kiilonds szitudcidk lehetéségére Schrodin-
ger mutatott r4 1935-ben [3], ahol egy makroszkopikus test (egy macska) és
egy radioaktiv atom Osszefonddott allapotainak paradox voltat hangsilyozta.
Ennek kapcsan azon kételyeinek is hangot adott, hogy vajon a kvantumme-
chanikdra mint befejezett fizikai elméletre tekinthetiink-e. Ugyanezt a kér-
déskort joval mélyebben jarta koriil az Einstein, Podolsky és Rosen (EPR)



altal megfogalmazott paradoxon [4]. Az EPR cikk szerz6i ugy vélték, hogy ha
egy objektumnal valamely tulajdonsidg az objektum megmérése, tehat meg-
zavarasa nélkiil jelen van, akkor azt egy teljes elméletnek pontosan meg kell
tudnia mondani. A gondolatkisérlet részletes elemzése azt mutatta, hogy a
kvantummechanika vagy a fonti természetesnek gondolt elofoltevést vagy a
lokalitasi elvet sérti. Ennek a fundamentéalis kérdésnek a kisérleti vizsgalatat
elvi szinten a J. S. Bell ltal megfogalmazott egyenlétlenség [5], majd ennek
kés6bbi varidnsai, a CHSH-egyenlétlenségek [6] tették lehetévé. A J. Clauser,
A. Aspect majd késébb A. Zeilinger és még sokan masok &dltal ténylegesen
elvégzett — fotonok polarizacios allapotainak Gsszefonédasan alapuld — kisér-
letek azt mutattak [7) [8, O], hogy a valdosdg és az azt helyesen leiré kvantum-
mechanika ellentmond az tgynevezett lokdlis realizmus elvének, s ez végsé
soron a két részecske Osszefonddott allapotanak a kovetkezménye.

Az Gsszefonddottsag kérdése azonban a természetben miik6do alapveto
fizikai elvek megértésén tul is érdekes. A klasszikusan megengedett korre-
lacidkon feliili kvantumos korrelacidk az elmult évtizedekben az érdeklédés
kozéppontjaba keriiltek, miutan folismerték, hogy eréforrasként szolgalhat-
nak kvantumos kommunikdcids, illetve szdmitédsi algoritmusokban [10] [TT].

A kvézi-klasszikus tulajdonsdgokat mutaté koherens allapot fogalma el-
sosorban a harmonikus oszcillator — vagy kvantumoptikdban az oszcillatorral
modellezhetd mez6 mddusok — leirdsabdl ismert [12]. Hasonlé tulajdonsigi
allapotokat azonban més kvantumrendszer esetén is lehetséges konstrudlni,
ahol a kvantumrendszer sajatossagait ebbdl a szempontbdl az hatarozza meg,
hogy a vizsgalt Hilbert-tér milyen algebrai struktira hatdsat hordozza [13].

A feles spinek vagy kétallapotii atomok modellezésére alkalmas qubit
séges matematikai foltételek [14]. A szokdsos spin operdtorok segitségével
adott egy Lie-algebra és ezen keresztiil egy Lie-csoport struktira, amelyet
a definidld kétdimenzios Hilbert-téren és ezek tenzorhatvanyain is dbrazol-
hatunk. Egy N részecskés qubit rendszer esetén az SU(2,C) Lie-csoporthoz
kot6dd, az impulzusnyomaték algebrai elméletébél ismert {J,, J1, J_} glo-
bélis spin operatorok jelennek meg. A koherens allapotokat ezek segitségével
definialjuk az dbrazolasi tér egy alkalmasan valasztott referencia allapotanak
folytonosan paraméterezett exponencialis transzformaciéival. Ezek az allapo-
tok a kétallapotul atomi rendszerek kontextusaban bukkantak fol elszor az
irodalomban, ezért tobbszor atomi koherens allapotokként hivatkozunk ra-
juk [I5]. A sokrészecskés tenzorszorzat struktira miatt értelmes kérdés meg-
vizsgalni ezen &llapotokat az Osszefonddottsiag szempontjabdl, errdl szél a
dolgozat elsé része.

A fonti qubites esetben tobb kiilonbozé részecske Gsszefonddott allapo-



taira gondolhatunk, de Osszefonédés nem csak ilyen értelemben lehetséges.
Szokéas ugyanis egyazon részecske kiilonbo6z6 szabadsagi fokai kozotti Gssze-
fonédasrél beszélni, mint ahogyan azt a jol ismert Stern-Gerlach-féle kisérlet
mutatja, ahol az inhomogén magneses mezével valdé kélesonhatas kévetkez-
tében az eziistatom haladési irdnya és spin szabadsagi foka Gsszefonddik. Az
Osszefonddas lehetdsége tehat a tenzorszorzat téren tekintett kvantumrend-
szerek altalanos tulajdonsiga, amely megnyilvanulhat fliggetleniil mérhetd
objektumok pl. kiillonb6zé részecskék Osszefonddasaként, vagy egyetlen ob-
jektum szabadsagi fokainak 6sszefon6dasaként is.

Ez utobbi eshetség 4ll fonn a dolgozat masodik részében vizsgalt prob-
léma kapcsan. Ebben a méasodik témaban belsé strukturdval rendelkez6 ré-
szecske vékony ernyén 1évd aperturan vald szoérédasanak egyszerti kvantum-
mechanikai modelljét vizsgaltuk abban az esetben, amikor a rés nagysaga
Osszemérhetd a részecske méretével. A technoldgiai fejlédés lehetové tette,
hogy a mérettartomanyok szempontjabdl hasonlé kisérleti szituaciét labora-
tériumban is vizsgaljanak. Megfigyelték tobbek kozott atomok, molekuldk és
klaszterek résen és rdcson vald elhajldsat és interferenciajat |16 [17, [18].

Ezen kisérletek kapcsan folmeriil az a kérdés, hogy a belso struktira jelen-
léte milyen hatast gyakorol a részecske aperturan valé dthaladdsara, mennyi-
re konnyiti vagy neheziti azt. Egyszerii modelliinkben bels6 struktaranak
merev rudként valé forgast tételeztiink fol, és a tomegkozéppont mozgasat
az apertura szimmetriatengelye mentén megszoritottuk, igy a mozgasnak két
szabadsagi foka van. A réstdl tavol — kolesonhatds hidnydban — a rendszer
dinamikajat megadé Hamilton-operator a két szabadsagi foknak megfelel6-
en szeparalhaté megolddsokat tesz lehetévé. A réssel valé kolcsonhatdst a
modellben a hullamfiiggvényre kirétt peremfoltételek segitségével vessziik fi-
gyelembe, amelyek a transzldciés és a forgédsi szabadsagi fokok Gsszecsatolo-
désdhoz vezetnek.

A geometriai indittatasi modell tehat bonyolult peremfoltételii akada-
lyon val6 kétdimenzids staciondrius szdrdsi problémara vezet. A szabad ré-
szeken a forgas szempontjabdl periodikus peremfoltételek kovetkeztében a
forgasra vonatkozd megoldasfiggvények spektruma diszkrét. A vizsgalt szo-
rasi problémank igy kvdzi-egydimenzios, a szabad részeknek ,, drétok” felelnek
meg, amelyek el- illetve odavezetik a valdsziniiségi aramokat a kélcsonhata-
si régidhoz. A kolesonhatéas kovetkeztében azutan az ezen drétok kiilonb6zo
modusaiban 1év6 sikhullamok szérédnak egymaésba.

Ebben a konstrukciéban elvben mar a beérkezd szabad részecske forgasa
Osszefonddhat a haladé mozgassal, hiszen adott energian tobb szorzat alakua
energia-sajatfiiggvény is lehetséges, igy azok tetszoleges linearis kombinacidja
is megengedett. De még ha a beérkez6 rotor hullamfiiggvénye szorzat alaki



is volt — mint az altalunk vizsgalt példakban — a kimeneten az azonos ener-
giat képvisel6 sikhullam és forgasi médus szorzatok akkor is sziikségképpen
Osszefonddnak, éppen a szérasi probléma S-métrixa altal megszabott médon.
Ebben az esetben tehat a bejové részecske energiajanak fliggvényében mas és
mas linearis kombinaciot, azaz mas és mas Osszefondédott allapotot kapunk
eredményiil. A fizikailag érdekes informécidkat pedig éppen a kombinéciéban
szerepld egytitthatok dltal meghatarozott transzmisszié vagy reflexié tartal-
mazza a beérkez6 részecskék energidjanak a fiiggvényében.

Kutatasi célok és moddszerek, folépités

I. rész: Koherens allapotok és Gsszefonédottsag

Az Gsszefonddas és a koherens allapotok fogalma kiilon-kiilon is lénye-
ges szerepet jatszik szamos kvantummechanikai probléma esetében, azonban
ezek szoros kapcsolatardl az irodalomban szinte alig torténik emlités. Sajat
munkankat megel6z6en erre vonatkozdan egyetlen kdzleményrol van tudoméa-
sunk Brif és tarsszerzéi részérdl [19). Ok azonban egy Gsszetett rendszer két
részre bonthatosidga szempontjabdl tettek megallapitast, mig mi egy sokrészi
rendszer teljes szorzatallapotként vald folirhatosagat vizsgaljuk.

Munkénk els6 részében célul tliztiik ki az N qubites sokrészecske rendszer
in. atomi koherens allapotainak vizsgalatat — a sokrészecskés tenzorszorzat
struktira miatt lehetséges — 6sszefonddottsag szempontjabdl. Bizonyitdsaink
és szamitdsaink soran a feladathoz tartozé Hilbert-tér tulajdonsdgai fel6l
kozelitink, és a fizikusok szamara az impulzusnyomaték elméletébdl ismert
vagy ahhoz hasonlé fogalmakat és érveket hasznalunk.

A dolgozat els6 fejezetében roviden f6lidézziik a qubitek fogalmét, a raj-
tuk hato operatorokat és a folcserélési relaciokban kédolt algebrai struktiarat,
amely megszabja a kétallapottt modellben lehetséges dinamikat. Majd az iro-
dalom alapjén ismertetjiik az atomi koherens &llapotok konstrukcidjat [I5]
mint a qubit sokrészecske rendszer szimmetrikus alterének specidlis allapo-
tait. Az N részecskés szimmetrikus alteret az un. Dicke-féle dllapotok [20]
koziil azok feszitik ki, melyek az impulzusmomentum algebrai elméletébdl
ismert j és m kvantumszamokkal j = N/2 és m € {—N/2,...N/2} médon
indexelhet&ek.

Sajat eredményeinket és a tézispontokban ismertetett allitasokat a maso-
dik és harmadik fejezetben mutatjuk be. Ehhez elsének Meyer és Wallach glo-
bélis dsszefon6dasi mértékétdl inspirdlva [21] egy formédlis kritériumot adunk
az N qubites tiszta sokrészecske rendszer teljes szeparalhatosagara vonatko-
zban.



A dolgozat els6 részének harmadik fejezetében a qubit rendszerre kapott
eredményeket terjesztjiik ki arra az esetre, ahol az egyes alrendszerek egy-egy
d (véges) dimenziés Hilbert-tér vektoraival irhatdk le. A d darab ortogondlis
allapot altal alkotott un. qudit rendszer esetén — a d dimenzi6 altal meg-
szabott mdédon — megszaporodnak a kiilonb6z6 allapotok kézt kapcsolatot
teremto 1éptet6 operatorok és az allapotokat rendez6 nulla nyomu diagonélis
operatorok. A 1épteté operatorok segitségével a qubiteknél latottakkal ana-
16g médon definidljuk az SU(d, C) szimmetria esetére altaldnositott koherens
allapotokat. Majd a qubiteknél alkalmazott logikai 1épések mentén haladva
bizonyitjuk az egyes allitasok quditekre vonatkozo altalanositasait.

II. rész: Apertiran athaladé forgé kétatomos molekula problémaja

A maésodik részt kezdd negyedik fejezetben az apertiran athaladé forgo
molekula kvantummechanikai feladatat dtfogalmazzuk egy kvazi-egydimenzi-
0s stacionarius szérasi probléméava. A kolesonhatési régiéban a merev forgas-
ként foltételezett belso struktira és az apertira kolesonhatasat a hullamfigg-
vényre kirétt — a klasszikus kényszerekbdl eredeztetett — peremfoltételekkel
vessziik figyelembe. Célunk tehat a vazolt szérdsi probléma megoldésa, és a
belsé struktira hatdsdnak vizsgalata a beérkezd részecskék transzmisszioja-
nak energiafiiggésében.

Az 6t6dik fejezetben analitikus kozelitéseket tesziink a kvantummechani-
kai allapot kolesonhatési régidbeli alakjara, majd elvégezziik a hullamfiigg-
vények illesztését a teljes kétdimenzids problémara a kolcsonhatési régid és
a szabad tartoményok (an. drétok) hataran. Az alkalmazott elhanyagoldsok
sora azonban csak alacsony energidn (nem forgd bejové molekuldk esetén)
lehet érvényes, és elsd latasra még ott is tulegyszertsitettnek tiinik. Ezért az
analitikus eljaras elvégzése utan kivanatos volt a megoldas ellenGrzése egy
numerikus mddszerrel, amely lehet&séget biztosit a kozelitések ellenorzésé-
re és a teljes szérési feladat — tetszéleges bejove allapot esetén érvényes —
megoldasara.

A numerikus megoldashoz, amelyet a hatodik fejezetben ismertetiink,
diszkrét récs reprezentaciot hasznalunk, amelynél a bonyolult peremfoltéte-
lek a megfelel6 racspontok elhagyasaval természetes mdédon figyelembe vehe-
téek. A nehézséget ezen a ponton a matrixokkd alakulé operatoraink végtelen
mérete jelenti. Hasonl6 feladattal nanoméretii szilardtest rendszerek kvantu-
mos vezetési tulajdonsigainak leirdsa soran talalkozhatunk, ahol a szérési
problémat az érdekes véges tartomany Green-fiiggvényének megkeresésével
oldjdk meg [22] 23, [24]. Az analdgidt kihaszndlva a periodikus hatérfoltétel
miatt sziikséges komplex moédusfiiggvények esetére is részletesen kibontjuk



a Green-fliggvény és az S-métrix Fisher-Lee relaciéként ismert kapcsolatat
[25].

A probléma megfelel6 particionaldsaval elérheté hogy a Green-fliggvény
ismerete csak a kolcsonhatas szempontjabol relevans véges tartomanyon sziik-
séges, és annak kiszdmitasa a tartomany eredeti Hamilton-operatorahoz hoz-
zavett Un. sajatenergias korrekcidk segitségével lehetséges is. A korrekcidk —
ebben a diszkrét racs reprezentidciéban — egzaktul figyelembe veszik a leva-
lasztott szabad részekkel valé kolesonhatast [22].

A folytonos energiaspektrum jellemzdit, példaul a hosszi élettartamu re-
zonans allapotokat, a spektralis fiiggvény és az abbdl kinyerhetd allapotsi-
riiség (DOS), illetve helyi &llapotstiriség (LDOS) segitségével tanulményoz-
zuk, amelyek szintén a véges tartomanyra megszoritott Green-fiiggvénybdl
szamolhatdak.

Uj tudoményos eredmények

I. rész: Koherens allapotok és Osszefonédottsag

1. Uj altaldnos formalis szeparalhatosagi kritériumot adtunk meg az N
qudites tiszta sokrészecske rendszerre. Eszerint egy tetszéleges N qu-
dites tiszta allapot esetén az n-edik quditet kiszemelve a |¢)) allapotot

) = 1), ® up) +[2), ® [ul) + -+ |d), ® |ul) (3)

moédon folbonthatjuk, ahol a |k),, vektorok a n-edik d-dimenziés Hilbert-
tér standard bazisvektorai, mig az ‘u,’j> vektorok értelemszertien N —1
qudites, altaldban nem normalt allapotokat jelentenek. Ezt a fol-
bontést folhasznalva megmutattuk, hogy |¢) akkor és csak akkor szor-
zatdllapot, ha az |qu> vektorok adott n esetén minden k-ra pdrhuzamo-

sak, és ez minden lehetséges n-re érvényes [A2l [A3].

2. Kétallapotu (qubit) sokrészecske rendszer un. atomi koherens allapo-
tait vizsgalva igazoltuk, hogy az S szimmetrikus altérbeli dllapot akkor
és csak akkor nem dsszefonddott, ha koherens dllapot [Al]. Ezt az 4l-
litast kiterjesztettiik és igazoltuk a d-dimenzids (qudit) sokrészecske
rendszerek altaldnositott koherens allapotaira is [A3].

3. Az S szimmetrikus altéren kiviili, annak S, ortogonélis komplemen-
terébe tartozé allapotokrél pedig — mind a qubitek, mind a quditek
esetén — megmutattuk, hogy tetszdeges S, altérbeli vektor dsszefond-

dott [AT] [A3).



II. rész: Aperturan athaladé forgé kétatomos molekula problémaja

4. Az aperturan athalado forgé-haladé rotor problémahoz tartozé energia-
sajatérték egyenletbdl kiindulva, a forgasi és a transzlicids szabadsagi
fokokat Gsszecsatold tagok koziil a diagonélisakat meghagyva, a transz-
laciét leird kifejtési egytitthatokra vonatkozdan fiiggetlen egyenleteket
vezettiink le, amelyekben a peremfoltételek hatasa egy effektiv potenci-
alként jelentkezik. A transzmissziora vonatkozo effektiv potencidlokhoz
illesztett fiktiv oszcillator potencial segitségével a kolcsonhatasi régié-
ban kozelité analitikus megoldast adtunk a staciondrius allapotokra,
majd a kapott hullamfiggvény illesztésébol kiszamitottuk a keresett
transzmisszidt az energia fiiggvényében [A4].

5. Nem forg6 kezdeti allapotii rotor esetén a transzmisszidoban rezonanci-
adkat mutattunk ki, amelyek a kvantumos terjedés hullamtulajdonsaga-
inak a kévetkezményei. A rezonancidk a rotor késleltetett dthaladasat
jelentik, azaz egy csapdazddasi jelenséget irnak le. Ezen rezonancidk
energidjara a fiktiv oszcillator potencial energiasajatértékei segitségé-
vel egy a geometriai paraméterektdl fliggd kozelité formulat is adtunk
[A4].

6. Az analitikus eredmények aldtdmasztdsara és a vizsgalhatd energia-
tartomany bovitésére a szorasi problémat numerikusan egzakt médon
is megoldottuk. Ehhez a feladatot diszkrét racson vizsgaltuk, egy a kol-
csonhatési régiot tartalmazé alkalmasan valasztott véges tartomanyon.
A sajatenergids korrekcidk figyelembe vételével kiszamitottuk a véges
tartomanyra megszoritott Green-fiiggvényt, majd annak segitségével
az S-matrixot és a hullamfiiggvényt. A numerikus szamitdsbol nyert
adatok segitségével jellemeztiik a folytonos spektrumot: megadtuk az
allapotsiirtiséget (DOS) és a helyi dllapotstiriséget (LDOS) az ener-
gia fiiggvényében. Az &llapotsiirliség energiafliggésében szintén olyan
csticsok mutatkoznak, amelyek nagy élettartami rezonans allapotokra,
azaz az athaladé részecskék csapddzéddsdra utalnak [AD].

7. A nagy élettartami rezonans allapotok koziil a legalacsonyabb ener-
gidju a paraméterek alapjan azonosnak bizonyult az el6zéleg analiti-
kus modszerrel a transzmisszié energiafiiggése alapjan meghatarozott
cstcesal. Az dllapotsiirliség energiafiiggését elemezve megallapitottuk,
hogy a rezonancidk osztalyozhatdak a bejové hullam forgdsszimmetri-
ajanak szempontjabdl. Az elvégzett numerikus szamitdsok eredménye-
ivel igazoltuk az alacsony energias analitikus koézelités helyességét, és
ramutattunk az analitikus médszer korlataira is [A5].
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