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Bevezeto

Egy fizikai rendszer klasszikus és kvantummechanikai leirdsa nagyon lényeges kiilonb-
ségeket mutat. Ezek koziil talan legfontosabb, hogy a kvantummechanikdban alapveto
létezik. A szuperpozicié lehetéségét a matematikai struktiraban az biztositja, hogy az
allapotok leirasara egy linearis vektorteret — egy alkalmas H komplex Hilbert teret — hasz-
nalunk, ahogyan azt eldszér Neumann Janos fogalmazta meg teljes altaldanossagban [1J.
A Hilbert-tér vektorai az un. tiszta allapotok, amelyek esetén a fizikai rendszer allapotardl
a kvantummechanika altal megengedett minden informaci6 a rendelkezésiinkre all. Az al-
osszefonodottsignak nevezett jelenség. Az irodalomban ez a fogalom kétfajta értelemben
is hasznalatos, és dolgozatunkban mi magunk is két kiillonboz6 értelemben hivatkozunk
majd ra.

Az egyik valtozat esetén mar egyetlen kvantumos részecske leirasakor is szokas 6sszefo-
nodottsagrol beszélni abban a valéjaban sziikebb értelemben, amikor egy objektum kiilon-
boz6 szabadsagi fokainak szintjén 1ép fol ez a fogalom. Az egyik legegyszeriibb példa erre
egy feles spinti részecske valamely iranyaban adott spinvetiiletének és a megfelel6 térbeli
impulzuséllapotanak 6sszefonddasa. A jol ismert Stern-Gerlach-féle kisérletben az erede-
tileg pl. z irdanyban haladé eziistatom az erre meréleges pl. z irdnyd inhomogén magneses
mezovel valo kolesonhatés kovetkeztében egy

1

V2

alaku allapotba kertil. Itt a nyilak a bels6 spinallapot z irdnyt vetiiletének sajatallapotait
jelentik, mig a |+2z) ket vektor egy olyan (normadlt) térbeli allapotot jelez, amelyben a
részecske impulzusdnak varhato értékében a z komponens pozitiv, a |—z) allapotban pedig
ez a mennyiség negativ. Ennek megfeleléen, ha a részecskét a +z iranyba eltériilve mérjiik,
az automatikusan azt is jelenti, hogy az a |1) spindllapotba keriilt, vagy forditva. Azaz
az eltériilés és a spin szabadséagi fok ilyetén Osszefonddéasa miatt a fotélemezen megjelend
csik helyébdl mar egyértelmiien kévetkezik a spin értéke. Lényeges hangsulyozni azonban,
hogy a fonti | V) dllapot egy egyetlen egészként detektélt objektumot pl. ezlistatomot ir le,
és a tenzorszorzatokban elkiilonitett tényezdk ezen objektum kiilonbozo szabadsagi fokait
jelolik, amelyek 6sszefonddnak a kolesonhatas kovetkeztében.

Egy masik — és gyakoribb értelemben vett — 0sszefondédasrol szokas beszélni abban az
esetben, amikor tobb, de legalabb két részecskérdl van szo, és ezek kiilon-kiilon is detek-
talhatok. Erre az esetre a legegyszeriibb és legtobbet idézett példa a D. Bohm [2] &ltal
analizalt két feles spinli részecske spin szingulett allapota, amely mar egy kétrészecskés
allapottér eleme. Csupan a spinek allapotara koncentralva és az allapot helyfiiggését leva-

W) (2t +]-2) @) (1)
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lasztva ennek alakja

1
v7) = (el =W @), (2)
ahol az als6 index jelzi azt hogy melyik részecskérdl van szé. Ebben az allapotban az egyes
tagok tgynevezett szorzatallapotok azaz egyrészecske allapotok egyszerii tenzorszorzatai.
A két tag fonti egyszerii linedris kombindcidja viszont mar nem ilyen, a |¥~) nem irhaté
fol olyan szorzatallapotként, ahol a tényezdk kiilon kiilon az egyes részecskék allapotat
adndk meg.

Az 6sszefonddottsag ez utobbi lehetdségét a fizikusok korében nagy visszhangot kivalto
munkdjaban Schrodinger fogalmazta meg 1935-ben [3], ahol egy makroszkopikus test (egy
macska) és egy radioaktiv atom egy-egy allapotdnak dsszefonédottsdganak paradox voltat
hangsulyozta, s ennek kapcsan azon kételyeinek is hangot adott, hogy vajon a kvantum-
mechanikara mint befejezett fizikai elméletre tekinthetiink-e. Ezen kérdésnek adott egy
joval mélyebb aldtdmasztast Einstein, Podolsky és Rosen (EPR) cikke [4], amelyben két
egymassal 0sszefonodott kvantumallapott részecskével végzett gondolatkisérletet elemez-
tek. Az analizis azt mutatta, hogy a kvantummechanika vagy a lokalitasi elvet, vagy azt
az EPR cikk szerz6i altal természetesnek gondolt el6foltevést sérti, hogy ha egy objektum-
nal valamely tulajdonsag az objektum megmérése, tehat megzavarasa nélkiil jelen van,
akkor azt egy teljes elméletnek pontosan meg kell tudnia mondani. A kvantummechanika
nem ilyen, s ezért nem tekinthetd teljesnek allitottak Einstein és munkatarsai. Mint az
jol ismert, a 4llapotot Bohm éppen az EPR paradoxon kapesan vezette be. Igy egy
egyszeriibb rendszeren kétallapotu spinek segitségével ragadta meg az eredetileg a két ré-
szecske végtelen-dimenzids koordinata- illetve impulzus-allapotai segitségével demonstralt
paradoxon lényegét.

Az EPR érvelés kisérleti ellenorzésének lehetéségét a J. S. Bell altal megfogalmazott
egyenlitlenségek [5] és ennek késébbi varidnsai a CHSH-egyenlétlenségek [6] teremtették
meg. A technologiai fejlodés rovidesen lehetévé tette a gondolatkisérletek vilagabdl vald
kilépést és a tényleges kisérleti ellenorzést. Megfelelo kornyezettel vald irdnyitott koleson-
hatas soran sikeriilt ilyen ,, tipusi” allapotot 1étrehozni, és az ebbdl adédd korrelacio-
kat detektalni. A J. Clauser, A. Aspect majd késébb A. Zeilinger altal végzett — fotonok
polarizaciés allapotainak osszefonédéasan alapuld — kisérleti vizsgalatok nyoméan [7], [8, 0]
az a kovetkeztetés vonhato le, hogy a valésidg és az azt helyesen leir6 kvantummechanika
ellentmond az tgynevezett lokdlis realizmus elvének, s ez végso soron a két részecske 6ssze-
fonodott allapotanak a kovetkezménye. Ez a tény kiemelkedo jelentOségii a természetben
miikodé alapvetd fizikai elvek megértése szempontjabél. Az 6sszefondédottsag mint specialis
sajatossag azonban az elmult évtizedekben ezen tilmenden is az érdeklédés kozéppontja-
ba keriilt, miutan folismerték, hogy eréforrasként szolgalhat kvantumos kommunikacios,
illetve szamitési algoritmusokban [10] [11].

Lényegesnek tartjuk még itt megjegyezni, hogy az 6sszefonddott allapotok kiilonos vol-
tanak folismerését Schrodinger 1935-6s cikkének szokas tulajdonitani annak ellenére, hogy
a szeparalhatdsag, az osszefonddottsig és a Schmidt dekompozicids eljaras [12) [13] jelentd-
ségének diszkusszidja mar megtalalhaté Neumann Janos 1932-ben irt alapveté konyvének
6.2 alfejezetében is [I]. Neumann Janos erre vonatkozé elemzése azonban — valészintileg
érvelésének mély matematikai jellege, és az amogott meghuvo paradox szituacid fizikai
elemzésének hianya miatt — nem keltett 1ényeges figyelmet.
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Munkankban az Osszefondédas font emlitett mindkét vonatkozasaval foglalkozunk. Az
els6 részben tobb kiulonbozo kétallapot, azaz egyenként kétdimenzios allapotterii részecske
ugynevezett koherens allapotairél fogalmazunk meg allitasokat, majd kiterjesztjiik ezeket
a d-dimenziés allapottertt objektumokra is. Ezt az inkabb matematikai jellegii problémat
kovetve a masodik részben egy specialis fizikai rendszert vizsgalunk. Egy egyszerre forgd és
a halad6 mozgést is végz6é kvantumos objektum apertiran valé athaladasanak folyamatat
modellezziik, amelynek soran egy rotorral modellezett molekula transzlacios és forgasi
szabadsagi fokainak ¢sszefon6dasa valosul meg.

Az értekezés folépitése

A dolgozat els6 részében () a kvantummechanika két fontos fogalménak az Gsszefo-
nédédsnak és a koherens allapotoknak a kapesolatat térjuk fol. Az [I] fejezet az ezzel kap-
csolatos ismereteket és definiciokat foglalja Gssze. Az szakaszban réviden folidézzik a
qubitek fogalmat, a rajtuk hatd operatorokat és a folcserélési relaciokban kédolt algeb-
rai strukturat. Az szakaszban folépitjiik a qubitek tenzorszorzat terének szimmetrikus
alterét az impulzusmomentum algebrai elméletébdl ismert 7 és m kvantumszamokkal is
indexelhet6 un. Dicke-féle allapotok [14] egy részhalmazanak segitségével. Végil az|1.3|sza-
kaszban ismertetjiik az tin. atomi koherens allapotok fogalmat [15], amelyek a ma szokasos
szohasznalatban tulajdonképpen qubitek szimmetrikus terének specialis allapotai.

A . fejezetben elGszor egy formalis kritériumot adunk meg szakasz), amelynek
segitségével az N qubites rendszer esetén a teljes szeparalhatosag foltételét egy a bizo-
nyitasainkhoz alkalmas alakba fogalmazzuk at. Ezutan keriil sor annak az eredménynek a
megfogalmazasara, amely szerint a qubitek rendszerének szimmetrikus alterében a kohe-
rens allapotok — és csak azok — nem Osszefondédottak szakasz), illetve bizonyitjuk azt
is, hogy a szimmetrikus allapotok ortogonalis komplementerében minden allapot sszefo-
nodott szakasz).

A Bl fejezet ezeknek az eredményeknek az dltalanositdsait mutatja be arra az esetre,
amikor a tobbrészii rendszerek kettd helyett d-dimenzidsak, azaz a részrendszerek allapotai
un. quditekkel adhatok meg. Ekkor a d-dimenzié altal megszabott médon megszaporod-
nak a kiilonb6zo6 allapotok kozt kapcsolatot teremto 1éptetd operatorok és az allapotokat
rendez6 diagondlis nulla nyomu operatorok. Ezek rendszerét a [3.1] szakaszban tekintjitk
at, majd a qubiteknél latottakkal analég modon definidljuk az altalanositott koherens
allapotokat szakasz). A qubiteknél alkalmazott logikai 1épések mentén haladva — fol-
hasznalva a parhuzamossagi kritérium altaldnositasat (a szakasz) bizonyitjuk az egyes
allitasok quditekre vonatkozo altaldnositasat és szakasz).

A dolgozat masodik részében ([1l) az 6sszefondédasnak a bevezetében mar emlitett ma-
sik szempontjaval foglalkozunk: egy olyan problémat vizsgalunk, amelyben egy részecske
két szabadsagi fokanak Osszefonddéasardl lesz szé. Itt egy apertiuran athalado forgd kétato-
mos molekula probléméjat leiré rotor modellt vizsgalunk, ahol a haladé és forgasi szabad-
sagi fokok osszefonddottsiagat az akadallyal valo kolesonhatéas befolyasolja.

Ez a rész harom fejezetre bomlik, melybdl ad] fejezet vezeti be a problémat. A sza-
kasz rovid kisérleti és elméleti attekintése utdn a fejezet tovabbi részében a [4.2] szakasz-
ban definidljuk a modellt, amelyben a szimmetrikus forgd molekula egy vékony ernyon



4 BEVEZETO

1év6 résen szérddik. A mozgasnak két szabadsagi foka van: (1) a tomegkozéppont mozga-
sa a rés szimmetria tengelye mentén és (2) forgas a rést tartalmazé sikban. A klasszikus
mozgas soran a részecskék orientaciéjuktol fliggben vagy atmennek vagy visszaverodnek.
A 43| szakaszban ezen kétdimenzids szérési feladat kvantummechanikai megfogalmazédsat
adjuk meg.

Az 5] fejezetben ismertetjiik a forgé molekula modell szérdsi probléméjanak egy ana-
litikus megoldasat. Az eljaras soran a forgési szabadsagi fokot adiabatikusan eliminalva
effektiv potencidlok sorozatat kapjuk, amelyek meghatarozzak a kolcsonhatasi régiéban a
tomegkozéppont mozgasat . alszakasz). Ezeket az egydimenzi6s, minimummal ren-
delkez6 effektiv potencidlokat tovabb kozelithetjiik harmonikus potenciallal, melynek se-
gitségével a kolesonhatasi régié kozelité megoldasait analitikusan is megkapjuk (5.1.3] al-
szakasz). A szamitdsok eredményét ezutdn az 5.2 szakaszban részletezziik és az sza-
kaszban foglaljuk 6ssze.

A[0] fejezetben a forgd molekula modell szérdsi problémajanak egy numerikus megoldé-
sat mutatjuk be. A numerikus megoldas a probléma Green-fiiggvényének meghatarozasan
alapul a szér6 objektumot tartalmazé véges tartomanyon, amelyre majd a révidség ked-
véért a ,Doboz” sz6t hasznéljuk. A [6.1] szakaszban roviden attekintjitk a Green-fiiggvény
kapcsolatat a véges tartomanyon vett hullamfiiggvénnyel és az S matrixszal. A szoras-
probléma szempontjabdl relevans fizikai mennyiségek a Green-fliiggvény segitségével kife-
jezhetoek . szakasz), segitségiikkel elemezziik majd numerikusan egzakt szamitdsaink
eredményét a [6.4] szakaszban. A fejezet végén a [6.5] szakaszban roviden Osszegezziik az
analitikus és a numerikus szamitasok eredményeit, és attekintjiik a modell alkalmazhato-
saganak hatarait.

Befejezéstil osszefoglaljuk a dolgozatban ismertetett eredményeket magyar és angol
nyelven. Az értekezést az irodalomjegyzék zarja. [tt megjegyezziik, hogy a tobbrészi 6ssze-
fonodasrol és a koherens allapotokrol kiilon-kiilon rendkivil nagyszamu cikk és konyv
irodott az elmilt években, amelyek koziil mi sziikségszertien csak azokat tudtuk idéz-
ni, amelyek a jelen munka eredményeivel szoros kapcsolatban allnak. A masodik részben
bemutatott eredményeknek viszont alig van el6zménye az irodalomban, ezeknél a téma
ujdonsaga miatt idéziink viszonylag kevesebb irodalmi munkat.



I. rész
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osszefonddottsag






1. fejezet

Bevezetés: qubitek osszefonddasa és
koherens allapotai

A kvantumrendszerek egyik legsajatosabb tulajdonsidga az Osszetett rendszerek lehet-
séges Osszefonddottsaga. Tiszta allapotok esetén az dsszefonddottsag fogalma konnyen ért-
heto, tulajdonsagai jol jellemezhetoek. Mint ismert, tiszta allapotrdl akkor beszéliink, ha
egy fizikai rendszer allapotardl a kvantummechanika altal egyaltalan megengedett minden
informacié a rendelkezésiinkre all. Egy ilyen allapotnak egy H Hilbert-tér valamely eleme
feleltethetd meg. Altaldnosabb esetben az dllapotoknak a H-tér egydimenzibs projekci-
oinak konvex linearis kombinacidi felelnek meg, ez a slriiségoperator, ami a klasszikus
statisztikus fizikai allapot kvantumos altalanositasa, és ez utébbit keverék allapotnak ne-
vezzik. A keverék dllapotok esetén az osszefonddottsag teljes jellemzése még ma is nyitott
matematikai probléma [16]. A fizikai megvaldsithatosiag szempontjabdl viszont a tiszta
allapotok osszefonddottsaganak vizsgalata sem kevésbé fontos, hiszen a kvantumos algo-
ritmusok és kommunikécids protokollok dltalaban tiszta dllapotokon alapulnak [I1]. Ebben
a dolgozatban is kizardlag tiszta allapotokkal foglalkozunk, azaz olyanokkal amelyeknél a
tobbrészli rendszer egyiittes dllapotait allapotvektorokkal vagy masképpen egydimenzids
projekciokkal lehet megadni.

Két részbol allo rendszer példaul két részecske esetén kolecsonhatas hianyaban az egyik
részecske Hilbert-tere és a masik részecske Hilbert-tere kozott semmi sem teremt kapcsola-
tot, igy a két részecske egyiittes kvantumallapota az egyes Hilbert-terekben kiilon-kiilon is
értelmezhetd allapotok tenzori szorzata. Az ilyen nem Osszefondédott allapotokat szepardl-
haté vagy szorzatallapotoknak nevezziik. Tehat két részrendszer esetén egy |¥) € HW ®
® HB) allapot szeparalhaté, ha

létezik olyan |a) € HWY és [b) € HP), hogy  |¥) = |a), ® |b) 5, (1.1)

azaz |V) tenzorszorzat alakba irhato.

A részecskék kozotti kolesonhatas bekapcesolasaval azonban ebben az ,egyik részecs-
ke - masik részecske” képben mar altalaban 6sszefondédast latunk. A kolesonhatas soran
olyan allapot is létrejohet, amely nem szeparalhato egyik és masik Hilbert-térbeli allapotok
szorzatava, hanem ilyen szorzatok linearis kombinaciéjaként adodik. Ezeket az allapotokat

« /ey

W) € HW @ HB) dllapot dsszefonddott, ha nem létezik olyan |a) € HAW és |b) € HP),

7
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hogy |W) az (.1)) alakba frhaté, azaz ha
barmely |a) € HWY és |b) € H'P) esetén: |) £ |a) , @ |b) - (1.2)

Tekintsiik most példaként az egyik legegyszeriibb lehet6séget, a két darab qubitbol,
azaz kétallapotu részrendszerbdl f6lépiilé kvantumrendszert. Az A és B qubiteknek meg-
felel6 Hy kétdimenzios Hilbert-tereket kifeszité ortonormalt bazisvektorokat jelolje |0) és

|1). Ekkor az Osszetett rendszer HY @ U tenzorszorzat terét kifeszitik az

00) :==[0), ®[0)p,  [01):=]0), @ [1)p,
[10) == D), @[0)p,  [11):= 1), @[1)p (1.3)

bazisvektorok. Az (|1.1)) definici6 szerint vilagos, hogy ezek szorzatallapotok. Természetesen
taldlunk mds szorzatéllapotokat is, példdul ilyen a fonti |00) és |01) béaziséllapotok aldbbi
kombinaciéja
1 1
—=(]00) +101)) =10) , ® —=(10) g + [1) ) - 1.4
\/5(|>|>) 10) 4 \/§(|>B|>B) (1.4)

Altaldban azonban a szuperpozicié matematikai lehetSsége Gsszefonddésra vezet. A leg-
altaldnosabban lehetséges (|coo|? + |co1]® + |c10]? + |c11|* # 0)

1
|qj> = 2 2 2 2
\/|Coo| + [eor|* + [eo]* + len]

(COO |00> + Co1 |01> + C19 |10> + c11 |11>) s (15)

alaku linedris kombindciokat, tetszdleges c;; egytitthatok esetén mar nem lehet f6lirni a
"HéA) és ’HéB) terekbdl vett vektorok elemi tenzorszorzataként, s ekkor az 1} definiciénak
megfeleléen 6sszefonddott allapotokrol beszéliink.

A legismertebb ilyen példak az tgynevezett Bell-dllapotok, amelyek az (1.5 altala-
nos szuperpoziciébél (coo, co1, 10, c11) = (1/v/2, 0, 0, £1/4/2) illetve (cgo, co1, €10, €11) =
= (0, 1/4/2, £1/+/2, 0) esetén adédnak:

%) = i(|00> +11)), o) = i(|01) +10)). (1.6)

V2 V2

Kettonél tobb részrendszer esetén a szeparalhatosagra és az Gsszefonddottsagra vonat-
kozé fonti (1.1]) és ((1.2)) lehetéségek természetes médon dltaldnosithatéak. N darab H (™

N
részrendszer esetén tehat egy |¥) € ® H™ allapot teljesen szepardlhaté, ha
n=1

léteznek olyan |a,) € H™ allapotok, hogy  |¥) = |a1), @ |ag)y @ -+~ @ |ay)y - (1.7)
Ha nem ez a helyzet, azaz
barmely |a,) € H™ esetén: |U) # |a1), @ |ag)y @ - @ |an) y (1.8)

akkor az allapot 0sszefondédott. Az Osszefonddés jellege azonban a ketténél tobb részrend-
szer miatt mar tobbféle médon alakulhat. Az definici6 tartalmazza a semmilyen mé-
don nem szeparalhato globdlisan 0sszefonodott allapotokat és a részben szeparalhatosag
koztes esetét is. Ez utobbi esetben a teljes tenzorszorzat tér szempontjabol nem szeparal-
haté az allapot, de lehet talalni olyan tobb részrendszert magaban foglald folbontast ahol
igen. A 3 qubit esetét vizsgdlva ezeket a lehetoségeket egy-egy példan is bemutatjuk.
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e Teljesen szeparalhaté allapot:
1 1
V2 V2
e Részben szeparalhato osszefonddott allapot. Az 1. qubit levalaszthaté a maradék
rendszerrol, de a 2. és 3. qubit részrendszerében mar 6sszefonodést latunk:

(V1) (1000) +1010)) = [0) ® —= (|0) +[1)) @ |0) (1.9)

1 1
V2 V2

e Semmilyen médon sem szeparalhatd, globalisan osszefonddott allapot:

[W,) = —= (|001) + [010)) = [0) ® —= (|01) + |10)) (1.10)

1
V3

Matematikai értelemben tehat a ketto vagy tobb részbol osszetett kvantumrendszerek
Osszefonddasat az teszi lehetévé, hogy az allapottér egy vektortér, ahol az 6sszetett rendszer
természetes modon adddo szorzatallapotai mellett azok tetszoleges linearis kombinacioi is
a vektortér elemei. Az 6sszefondédottsag mennyiségi jellemzésére tobbféle koncepcid ismert
— példaul kiilonb6z6 Gsszefonddasi mértékek — mi azonban a kvantifikdlassal nem foglal-
kozunk, csak a fonti és definicidk szerinti esetek szétvalasztasat végezziik el az
alabb bemutatandé tn. koherens allapotok kapcsan.

Ahogyan azt mar a dolgozat bevezetéjében jeleztiik, a fonti tenzorszorzat folbontas ak-
kor is érdekes lehet, ha a follépo egyes tényezok nem feltétlentil két kiilon is lokalizalhato
részecske dllapotait jelentik. Munkdnknak ebben az[ll részében azonban az ésszefonédasra
mint kiillonb6z6 egymastol fiiggetleniil mérhetd objektumok pl. killonb6zé részecskék spin-
jeinek tulajdonsagara tekintiink. Azon beliil elobb N db feles spinnel vagy absztraktabban
qubittel foglalkozunk, majd az eredményeket kiterjesztjiikk arra az esetre, ahol az egyes
alrendszerek egy-egy d (véges) dimenziés Hilbert-tér vektoraival irhaték le. Eredménye-
inkkel kapcsolatot teremtiink az 6sszefonddas és a tenzorszorzat tér igynevezett koherens
allapotai kozott.

A kvazi-klasszikus tulajdonsdgokat mutaté koherens allapot fogalma elsésorban a har-
monikus oszcillator — vagy kvantumoptikdban az oszcillatorral modellezheté mez6 modus-
ok — leirasabdl ismert. A koherens allapotokat a harmonikus oszcillator kapcsan el6szor
Schrodinger vezette be [17], olyan kvantuméllapotokat keresve, melyek dinamikaja a leg-
inkabb hasonlit a megfelel¢ klasszikus mozgasra, mikézben az allapothoz tartozé hullam-
csomag nem folyik szét, tehat ,0sszetart”, azaz ebben az értelemben koherens. Kés6bb az
1960-as évek elején a kvantumoptika elveinek kialakitasakor R. Glauber fogalmazta meg a
mez6 altalanos koherens allapotainak tulajdonsagait, és egyben részletes algebrai jellem-
zéstiket is megadta [I8]. Téle fuggetleniil egyébként J. Klauder is folismerte [19] ezeknek
az allapotoknak a jelentéségét. A késébbiekben mas tipust kvantumrendszerek esetén is
sikeriilt definidlni koherens allapotokat, az oszcillatoron tiulmutatéan elsoként éppen N db
kétéllapotu rendszer esetén [20], 15, 21]. A koherens &llapotok altaldnos tulajdonségair6l
azota szamos Osszefoglalé munka sziiletett, lasd példaul a [22] 23, [24] miiveket.

Egy kvantumrendszer esetén a koherens allapotok lehetGsége szempontjabdl az a lénye-
ges sajatossag, hogy a vizsgalt Hilbert-tér milyen algebrai struktira hatdsat hordozza [25].
Ez természetesen attol fiigg, hogy milyen fizikai rendszert modelleziink, és a modelliink

|W3) = —= (|001) 4 ]010) + [001)) . (1.11)
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milyen dinamikai szimmetria csoportot hatdroz meg. A Hilbert-tér ezen csoport dbrazo-
lasi tere, melyben az altalanositott koherens allapotok egy referencia allapot megfelel6
transzformaltjaiként addédnak.

A harmonikus oszcillator ismertebb példdja esetén az {1, N, a™, a} operdtorok Lie-
algebraja a meghatarozo, mely a Heisenberg-Weyl Lie-csoportbél eredeztethetod, az abra-
zolasi tér pedig az N operator nem negativ egész szamokkal indexelt sajatallapotai altal
kifeszitett tér, ahol a |0) alapdllapot — mely az dbrazoldsi tér extremalis dllapota — lesz a
referencia allapot. Ebben az esetben az a komplex szammal folytonosan paraméterezett
koherens édllapotokat a |0) referencia allapot alabbi eltoltjaiként kapjuk:

la) := D(a) |0) = exp (Oza+ — a*a) |0) . (1.12)

A feles spinek vagy kétallapoti atomok modellezésére alkalmas N részecskés qubit
rendszer esetén is adottak a koherens allapot értelmes definicidjahoz sziikséges matemati-
kai foltételek [20]. A szokdsos spin operdtorok segitségével adott egy Lie-algebra és ezen
keresztil egy Lie-csoport struktira (SU(2,C)), amelyet a definialé kétdimenziés Hilbert-
téren és ezek tenzorhatvanyain is abrazolhatunk. A koherens allapotokat — a tenzorhatvany
szimmetrikus alterében — az impulzusnyomaték algebrai elméletébdl ismert {J,, J,, J_}
globalis spin operatorok segitségével konstrudlhatjuk meg. Ezek az allapotok a kétallapo-
ti atomi rendszerek kontextusaban bukkantak fol el6szor az irodalomban, ezért tobbszor
atomi koherens allapotokként hivatkozunk rajuk [15].

Az 6sszefonddas és a koherens allapotok fogalma kiilon-kiilon is lényeges szerepet jat-
szik szamos kvantummechanikai probléma esetében, azonban ezek szoros kapcsolatarol az
irodalomban szinte alig torténik emlités. Az atomi koherens allapotok esetében a sokré-
szecskés tenzorszorzat struktira miatt értelmes kérdés az allapotokat az 6sszefonddottsag
szempontjabdl vizsgalni. A dolgozat ezen elsé részében, be fogjuk latni, hogy a sokrészecs-
kés qubit allapotok szimmetrikus alterében pontosan a koherens allapotok a nem 0Osszefo-
nodott allapotok. Megmutatjuk tovabba, hogy ezen az altéren kiviil, azaz a szimmetrikus
altér ortogonalis komplementerében, minden allapot 6sszefonddott. Az allitasokat ezek
utan kiterjesztjiik a d-dimenzios részekbol allo Osszetett rendszerekre is.

A koherens allapotok és az 6sszefonddottsag kapcesolatat illetGen sajat munkankat meg-
elézéen, egyetlen kozleményrdl van tudomésunk Brif és térsszerzéi részérdl [26]. Ok egy
Osszetett rendszer két részre bonthatosaga szempontjabol tettek megallapitast. Ezen alli-
tas szerint a két részre bontéds esetén a részek pontosan akkor nem 6sszefonddottak, ha a
folbontott allapot egy koherens allapot volt, és a részrendszerek is ugyanannak a szimmet-
riacsoportnak az abrazolasat hordoztak mint az eredeti rendszer. Munkankban ezen cikktol
fiiggetlen mdédon és altalanosabban mondjuk ki az el6z6 bekezdésben jelzett tételiinket.
A két részre bonthatosag helyett az N qubitbdl f6lépiil6 rendszer teljes szeparalhatosagat
vizsgaljuk. Ezen tilmenden a koherens allapotokat hordozo szimmetrikus altér ortogonélis
komplementerében 1év6, specidlis nem-szimmetrikus allapotokkal is foglalkozunk. Bizonyi-
tasaink és szamitasaink soran a feladathoz tartozé Hilbert-tér strukturaja feldl kozelitiink,
és a fizikusok szdmara az impulzusnyomaték elméletébdl ismert vagy ahhoz hasonlé érveket
és fogalmakat hasznalunk.

A fejezet tovabbi részében elozményként folidézziik a qubitek fogalmat, a rajtuk haté
operatorokat és a folcserélési relacidkban koédolt algebrai strukturat, amely megszabja a
kétallapoti modellben lehetséges dinamikat. Majd az irodalom alapjan ismertetjik az
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atomi koherens allapotok konstrukcidjat mint a qubit sokrészecske rendszer szimmetrikus
alterének specialis allapotait. Sajat eredményeinket az N qubites rendszerre vonatkozdan
a2 fejezetben, az N qudites rendszerre pedig a [3] fejezetben mutatjuk be.

1.1. A qubitek Hilbert-tere és a rajta haté operatorok

« /s

niink, amelyek a feles spinnek megfelel6 szimmetriaval rendelkeznek. Ebben a szakaszban
roviden folidézziik a qubitek fogalmat, a rajtuk hatd operatorokat és a folcserélési relé-
ciokban kodolt algebrai strukturat. A kétallapott rendszert kifeszité két ortogondlis és
normélt bazisvektort — a qubitek esetén szokasos médon — jeldlje |0) és [1). Tgy a Hilbert-
tér, amiben dolgozunk:

Ho :=spanc{|0), |1)} ={c0|0) +c1|1) | co,c1 € C és lco? + |e1]? = 1}. (1.13)

Az egyes részrendszereket alkoté Hy Hilbert-térben — az egységoperator mellett — az alabbi
spin operatorok miikodnek:

Se = 2 (101 +10)aD), S, = o (0(0] — [oXI]), 82 = Z(11] ~[o)Yo).  (1.14)

Az S; jelolést a feles spin mint specidlis kétallapotu rendszer leirasabol kolcsonozziik.
Az (1.14]) operatorokat pedig ugy vélasztottuk meg, hogy |0) és|1) a spin z komponensének
sajatallapotai legyenek. Tehat ezen operatorok matrixai éppen a szokasos Pauli-matrixok
1/2 szeresei.

Mint az direkt szamolassal is ellendrizhet6 az operatorok zarédnak a kommuta-
torra nézve

[Si, S;] = i€ijuSk, (1.15)

azaz érvényesek az impulzusnyomaték algebratél elvart szokésos foleserélési relaciok. Igy
valéban a feles spin leirdsanal szokasos algebrai struktiraval van dolgunk, és joggal emle-
getiink spineket ebben a matematikai értelemben.

Az impulzusmomentum algebrabol ismert jelolést tehat tgy valasztottuk meg, hogy a
|0) és |1) bazisvektoraink az S, operatorok sajatvektorai m = +1/2 sajatértékkel. Tovabba
a Hy barmely dllapotvektora — igy a |0) és [1) is —sajatvektora az S* := S? + S + S2
operatornak is s(s + 1) sajatértékkel, ahol s = 1/2. Igy a két bazisvektort indexelhetjiik
az s és m sajatértékekkel is:

0)=|s=1/2, m=—1/2), |U)=|s=1/2, m=1/2). (1.16)

Az 6nadjungalt S, és S, helyett a szamoldsokban rendszerint a folfelé és lefelé 1éptetd
operatorokat érdemes tekinteni, amelyek a |0) és |1) bazisallapotokat egymasba viszik

Sy =S, +15, = |1)X0], S_ =S5, —15, =10)1]. (1.17)
Az S, S_ és S, operatorharmas is zarédik a kommutatorra nézve, hiszen

[S., S_] =25, és [S., Si]=+S.. (1.18)
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1.1. dbra. Az atomi koherens éllapotokat N darab SU(2,C) szimmetriat hordozé qu-
bit tenzorszorzat-terében értelmezziik. Pontosabban ezen tenzorszorzat tér szimmetrikus
alterében.

A fontieket az algebrai struktira szempontjabdl szemlélve megjegyezziik, hogy a |0)
és |1) bazisvektorok altal kifeszitett Hy kétdimenziés komplex vektortér az SU(2,C) Lie-
csoport definidl6 dbrazolési tere. Itt az SU(2, C) rovidités szokdsos médon az egydetermi-
nansu, két komplex dimenzids, unitér operatorokat takarja. Mint lattuk ezt az abrazolast
az S? operdtor s = 1/2-del ad6dé sajatértéke indexeli.

Az S, S_ léptetd operdtorok kiegészilve a diagonalis S,-vel az —ban bemutatott
modon zarédnak a kommutatorra, ily médon kifeszitve a nulla nyomi operatorok si(2, C)
Lie-algebrajat. A Ho-n abréazolt SU (2, C) Lie-csoport elemek ezen Lie-algebra megfelel6en
kombinalt elemeinek exponencializaltjaként adodnak. Egy tetszéleges A € sl(2,C) elemet
valasztva egy szintén tetszbleges n € C komplex szdm segitségével képezhetiink (nA—n*AT)
tipusu anti-hermitikus operator kombinédcidkat, melyek exponencializéltjaként adodnak az
n-val folytonosan paraméterezett Lie-csoport elemek. Ebben az értelemben tehéat a qubitek
SU(2,C) szimmetriat hordoznak.

N

Az altalunk vizsgalando ® 7—[2 tenzorszorzat tér a fontebb bevezetett Hy kétdimen-
z1os terekb6l mint epltokockakbol épul fol, ahogyan azt az [1.1] dbraval is szemléltetjiik.
A ® H{" tenzorszorzat tér tiszta allapotait az egyes My terek standard {10}, |1)} bazi-

sanak egyszerl tenzorszorzataiként ad6do allapotok segitségével fejtjitk ki. A két qubites
rendszernél latott ( . ) vektorokhoz hasonldéan a rovidség kedvéért alkalmazzuk az alabbi
szokasos jelolést :

iy dg =iy oo In) = |i1); @ li2)y @+ ® lin), @+ @ |in) y s in €40,1}. (1.19)

) N N
Igy egy tetszbleges |[¢V) € & Hé") tiszta allapotot a standard @ {|0),|1)} bazisban
n=1 n=1
kifejtve
Z CZ'172‘27...Z'”’.,.2'N |Z1 Tog =+ Ty *°* ’LN> . (120)
in€{0,1}
moédon frhatunk f6l, ahol eléirjuk az 3°; c(0.1) |Ciyip,vin,in |> = 1 normalasi foltételt.

A megkiilonboztethetetlen részecskékre vonatkozo (anti)szimmetrizalési eléirdst itt nem
vesszilk figyelembe, foltessziik hogy az egyes részecskék koordinatatérbeli hullamfiiggvé-
nyei nem fednek at, és ilyenkor — amint erre Dicke [I4] is ramutatott — nem kell a spin és
a kapcsolodo statisztika kérdéskorével foglalkoznunk.
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A tenzorszorzat térben az tgynevezett kollektiv operatorokat az n-dik alrendszerben
nemtrivialis médon haté operatorok osszegeként definialjuk:

N
X=3 X" ahol X"W=10le -2X oL (1.21)
n=1

A fonti kollektiv operdtor definiciéval megalkottuk a SU(2,C) Lie-csoport definialé abré-
zolasanak N-edik tenzorhatvanyat. Az egyes kétdimenziés irreducibilis dbrazolasok tenzor-
szorzata mar reducibilis lesz, azaz félbomlik irreducibilis abrazolasok direkt 6sszegére. Eb-
ben a direkt 6sszegben szamunkra a tenzorszorzat tér szimmetrikus altere altal hordozott
irreducibilis 4brazolas lesz lényeges. Fizikus beszédmoéddal fogalmazva az formula
alapjan N darab feles spin Osszeadasardl van szd. A kovetkezd szakaszban megmutatjuk,
hogy a létrejovo ,,0sszegben” a részrendszerek cseréje szempontjabél szimmetrikus altér
éppen a lehetséges legnagyobb (7 = N - 1/2) impulzusnyomatékhoz tartozé abrazolast
hordozza.

1.2. A szimmetrikus altér

Ebben a szakaszban folépitjik a qubitek tenzorszorzat terének szimmetrikus alterét
az impulzusnyomaték algebrai elméletébdl ismert 5 és m kvantumszamokkal is indexelhe-
t6 un. Dicke-féle dllapotok egy részhalmazanak segitségével [15], [14]. Az N qubitet leird

N N
® HI vektortérben tekintsiik tovabbra is a standard @ {|0), |1)} bézist. Ezen bézis
n=1 n=1

segitségével a vektortér folbonthatd fix szamu |1)-ek és ennek megfeleléen fix szamu |0)-k
tenzorszorzataként adodo bazisvektorok altal kifeszitett alterek direkt Gsszegére.
Tekintstik el6szor azokat a baziselemeket, amelyeknek utolsé k qubitje |1) és ezeket
jelolje:
(N =k k) :=10);®...®[0)y_ @)y 41 ®... &)y (1.22)

N—k k

Ezekbdl az Sy permuticios csoport elemeinek a segitségével, olyan tovabbi bazisvekto-
rok generalhatdak, amelyekben a fix szdm |1) és ennek megfeleléen fix szamu |0) qubiteket
foleseréljiik egymas kozt. A N darab qubitet egy o permutaciénak megfeleléen cserélo P,
operatorok természetes modon reprezentaljak az Sy permutécios csoport elemeit a qubitek

o )
® Hsy ' terén, azaz
n=1

Pyliviy - vin -+ in) = |ioq) io@) - o) - Z'U(N)> (1.23)

modon hatnak a tenzorszorzat tér bazisvektorain.
Az eléz6 |N — k, k) vektorbdl kiindulva és az egyes qubiteket permutdlva megkapjuk
a fix szamu |1)-et tartalmazé alteret:

VN .= spanc{P, |[N — k, k), ahol o € Sy} (1.24)

Ezek a V;V alterek diszjunktak, mivel a kiilonbézs, de fix szdmi |1)-es qubitek miatt
az elemeik paronként merélegesek egymésra. Igy az eredeti Hilbert-tér a ViV-ek direkt
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osszegeként folbomlik:
N
@IHS“:%N@%N@---@kav@---@vﬁ. (1.25)

A dimenzidkat megvizsgalva latjuk, hogy az Osszesen N + 1 darab ilyen altér valoban
kifesziti a teljes teret, hiszen egy-egy ilyen altér dim (VkN ) = (]]Z) dimenziés. Ezeket a di-
menziokat a binomialis egytitthatokra vonatkozé jol ismert azonossaggal 0sszegezve pedig
éppen a folbontott tér dimenzidjat kapjuk:

N

iv: dim (VM) = 3 (1) =2 = dim (n%)l Hé’”) . (1.26)

k=0 k=0

3
Példaként nézziik meg a 3 qubit esetét, amikor is a @ ’Hén) tenzorszorzat tér az alabbi
n=1
modon bomlik fol:

{]000)}@®spanc{|001),]010), [100)}®spans{[011), |101),|110)}{|111)}. (1.27)

VOS V13 V23 V33

Minden egyes ilyen V¥ altérben konstrudlhatunk egy-egy allapot vektort, amely szim-
metrikus a lehetséges permutaciékra nézve, azaz a qubitek tetszoleges folcserélése esetén
sem valtozik meg. Ehhez valasszunk egy-egy vektort az egyes alterekben — mondjuk ép-
pen az |N — k, k)-kat. Majd alkalmazzuk rajuk az 6sszes lehetséges permutécié (normélt)
Osszegeként definidlt S szimmetrizald operatort:

SIN -k, k)y=N > P,|N—k, k), (1.28)

g€SN

ahol a P,-k tovabbra is az N darab qubitet permutalé operatorok, N pedig egy megfeleléen
megvalasztott normalasi faktor [27]. Vilagos, hogy ily médon tetszéleges részrendszercserék
szempontjabol szimmetrikus allapotot kapunk, hiszen barmely P, permutaciét alkalmazva
az S utan az csak atrendezi az Osszeg tagjait, és visszaadja az eredeti S operatort:

P.S=N Z P,P,=N Z P, =S, (1.29)
neSn oneESN
igy P,S|N —k, ky =S|N —k, k).
Ezt a szimmetrizalo leképezést az 6sszes kK = 0, 1, ... N indexre elvégezve N + 1 darab

paronként merdleges és szimmetrikus allapotot kapunk, amelyek kifeszitik az eredeti tér S
szimmetrikus alterét:

S :=spanc{S|N —k, k); ahol k=0, 1, ... N} (1.30)

Vezessiink be most egy a tovabbiakban hasznosnak bizonyulé jelolést a szimmetrikus
vektorok nem normalt verzidjara:

1

)= @[)25\1\7— k, k), (1.31)
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amely a binomidlis egyiitthatékkal analég moédon arra utal, hogy az egyes szimmetrikus
béazisallapotok esetén N qubitbdl k darab van az |1)-es allapotban. Példaként vegyiik ismét
a 3 qubit esetét, ekkor az (|1.31]) jeloléssel:

§> = | > )

5 =1011)+[101)+[011),

) =1001) +1010) +]100),

o) =1000). (1.32)
Az ’év > 00 ...0) és az ‘ N> [11...1) ,sz€ls6” vektorok nyilvanvaldan szorzat-

allapotok. A szunmetrlkus alteret kifeszito tobbl allapot esetén azonban hidba tudjuk, hogy
hény alrendszer van az |1)-es allapotban, ezek a bazisvektorok arr6l mar nem tartalmaznak
informéciét, hogy pontosan mely alrendszer van a |0)-d4s vagy |1)-es allapotban, hiszen
minden egyes ilyen lehetéség azonos amplitidéval szerepel. Igy a szimmetrikus altér azon
bazisallapotai, amelyekre k # 0 illetve k # N mar Osszefondédottak.

Eddigiekben a részecskék cseréje, azaz permutacios szempontboél vizsgaltuk a Hilbert-
teret. Megalkottuk a szimmetrikus alteret, amelynek bazisvektorait N-el és k-val indexel-
tiikk. Tekintsiik most mar a globalis spin operatorokat, amelyeket -nek megfelel6en
az egyes qubiteken hat6 spin operatorok 6sszegeként értelmezhetiink:

N
= Z S((l”), (o =2x,y,2,+,—). (1.33)
n=1

Az S szimmetrikus alteret kifeszité S [N — k, k) (1.28]) bazisallapotok — ennek megfeleléen

természetesen az ‘JZ >

mégpedig m = —N/2 + k sajatértékkel. A J, operdtor tehat éppen azt szamolja, hogy
hény |1)-es qubitet tartalmaz a szimmetrizalt bazisunk. A szimmetrikus alteret kifeszit6
bazisvektorok tovdbbd a J* = J2 + J7 + J? operatornak is sajatvektorai j(j + 1)
sajatértékkel, ahol j = N/2. gy ezen bazisvektorainkat az N és k indexek helyett j =
= N/2-vel és a z-irdnyu spin m sajatértékekeivel is indexelhetjik [14, [15], ahol m lehetséges
értékei —N/2, —N/2+1, ... N/2:

1.31) nem normalt allapotok is — sajatvektorai a .J, operatornak,

’ij m:_N—l—k>:<N>_é],X> ke{0,1...N}. (1.34)

Megjegyezziik, hogy ebben a szakaszban még megériztiik a szokdsos fizikus jelolés 1/2-es
szorzétényezdit (lasd (1.14)), de a kovetkezd fejezetben ezt el fogjuk hagyni.

A JL globalis 1épteto operatorok az impulzusnyomaték algebranak megfelel6en transz-
formaljak egymasba az ([1.34)) allapotokat. A j és m szerinti indexeléssel ez a jol ismert

Jeljim) = \fj(G +1) —m(m = 1) |j,m £1) (1.35)
formula szerint torténik, ami konnyen lefordithaté az N és k indexekre is az alabbi médon

Ty =k+1Y) e S =0 -k+1|N),  ke{0,1..N}. (136
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i=3
.

—@—| m = %

[5)
[2)

1.2. Abra. Az S szimmetrikus alteret kifeszité nem normalt allapotok N = 3 qubit esetén.
Az egyes bazisvektorokat a J, operator m sajatértéke cimkézi. A killonbozé sajatértékekhez
tartozo allapotokat pedig a folfelé és (a lefelé) léptetd operatorok kapcsoljak Ossze.

A fonti tulajdonsagokat az abran is szemléltettiik N = 3 darab qubit példajan. Az
egyes bazisallapotokat a J, operator m sajatértékével ,sulyoztuk”, ahogyan azt az abra is
préobalja sugallani.

Az egyes J; kollektiv operatorok ugyanazokat a kommutaciés relaciokat teljesitik mint
épitékockaik az egyes részrendszerekben haté S; spin operatorok. Az formula alapjan
tehat ugy is fogalmazhatunk, hogy a qubitek tenzorszorzat terének S szimmetrikus altere
az SU(2,C) Lie-csoport j = N/2-vel indexelt, N 4+ 1 dimenzids irreducibilis abrazolasat
hordozza.

1.3. Az atomi koherens allapotok definicidja

Ebben a szakaszban bevezetjiik a kétallapotu atomok (qubitek) rendszerében definial-
haté kvazi-klasszikus tulajdonsidgokat mutaté koherens allapotokat. Ehhez kiinduldsként
tekintsik a J, legkisebb sajatértékéhez tartozo, igy a lefelé léptetd J_ operator altal mar
kinullazott un. ,legkisebb sulya” allapotot:

= N/2, m=-N/2)=|y)=100--0). (1.37)

Ebben az allapotban a J, értéke pontosan —N/2, mig a J, és J, operatoroknak nincs
hatarozott értéke, a varhaté értékiik viszont nulla. Ezen (1.37) referencia allapot megfele-

« /ey

vetiiletének tovabbra is hatarozott értéke van.
Az ilyen tulajdonsagu un. atomi koherens allapotokhoz tgy jutunk, ha a fonti ,legki-
sebb sulyu” allapotot a globalis spin operatorokbdl képzett

R(p, 0) = exp [—if(J, sinp — J, cos )] = exp [—i6(J - u)] (1.38)
exponencidlis operatorral az alabbi médon eltranszforméljuk [15]:
) = R, O)[7)- (1.39)

El6szor is figyeljitk meg, hogy R(p, 0) nem vezet ki a j = N/2 sajatértékkel cimkézett
S szimmetrikus altérbdl, hiszen az exponensben szerepld J -u operétor foleserélhetd J2-tel.
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Az (1.38) R(p, ) transzformécié 6 szogli forgatast jelent az u = (sin g, — cos g, 0)
iranyvektor altal kijelolt tengely koriil, az alabb mindjart részletezendé értelemben.

i

N

1.3. abra. A forgatast paraméterez6 0 és ¢ szogek jelentése. A haromdimenzids térben
az u = (sing, —cos g, 0) irdnyt vektor koril forgatunk 6 szogben, ahol a 6 széget a z-
tengely negativ agatél mérjiikk. Ennek a qubitek Hilbert-terében az transzformacio
felel meg. A n vektor a —z vektor u koriili 6 szogi elforgatottja, mely a koherens allapotok

tin. Bloch-vektora (|1.44)).

Megfontolasainkhoz tekintsiik az u ,tengely” mellett a rd meréleges k = (cos ¢, sin ¢, 0)
vektort és segitségiikkel a J, :=J - u, J, := J - k operatorokat a J,-vel kiegésziilve. Ezen
paronként merdéleges globalis spin operator harmas éppen egy u koriili 6 szogii forgatasnak
megfelel6 moédon transzformalddik:

exp (—i0J,) J, exp(i0J,) = Ju
exp (—i0.J,) Ji exp(i0J,) = Jrcosf+ J,sind (1.40)
exp (—i6J,) J, exp(i0J,) = —Jisinf + J,cosb,

ahol a szogek jelolését 1asd az|1.3|abran. Innen a |7,,) allapotban vett varhaté értékek mar
gyorsan adodnak

N N
(To| Ju ) =05 (7| Ji |T0) = 5 sinf;  (m,| J. |1) = — cos 0. (1.41)

Ennél azonban tébb is igaz, a |7,,) koherens allapotban J-nek hatarozott értéke van a —2z
irdny n = (cos ¢ sinf, sin ¢ sin @, — cos 0) elforgatottjaban. Ennek igazoldsahoz tekintsiik
az (|1.40) osszefiiggések koziil az utolsét, amiben folfedezhetjitk a J - n vetiiletet:

exp (—ifJ,) J. exp (i0J,) = —(Jycosp + J,sinp)sinf +cosf J, = —=J -n.  (1.42)

Ezt {6lhasznalva

(J-n)|r,) =—[exp(—=ifJ,) J. exp (i0J,)] exp

—~

—i0J,) |m = —N/2) = (1.43)

xp (—i0J,) jm = —N/2) = ];7 |T0) -

| =

= —exp(—ifJ,) J.|m=—-N/2) =
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Tehat a |7,) koherens allapot a J - n operator sajatallapota a legmagasabb lehetséges N/2
sajatértékkel :

(J-n)|r,) = ];[|Tn>. (1.44)

Az n egységvektort az allapot Bloch-vektoranak is szokas nevezni, hasonléan az egy qubites
esethez. Az ‘]g > = |11 ... 1) allapot, amely nyilvinvaléan szimmetrikus és nem 06sszefo-
nodott, de emellett maga is egy koherens allapot, az n = —z vektorral jellemeztetd, ami
konzisztensen a kordabbiakkal mutatja, hogy J, sajatallapota m = —N/2 sajatértékkel.

Az R(p, 0) (1.38) megadasandl az exponencidlis kitevéjében szerepld kifejezés atirhatd
a léptetd operatorok segitségével. Kihasznalva az alapjan ad6do

1 1

o= = (=) (1.45)
inverz Osszefliggéseket és a 6 illetve ¢ szogek helyett bevezetve az
6 .
ni=—e¥ (1.46)
2
komplex paramétert :
R(p, 0) =R(n) = exp(nJs —n"J-). (1.47)

A koherens allapot |7,) jelolése — egy a forgatasi szogek helyett lehetséges — masik
paraméterezésre utal, amit aldbb részleteziink. Megmutathat6, hogy érvényes az aldbbi
Baker-Champbell-Hausdorff (BCH) tipusu 6sszefliggés [25]

R(n) =exp (nJy —n*J-) =exp (1J;)exp (vJ,) exp (—7"J_), (1.48)

ahol 7 € C és v € R az n-k segitségével kifejezhetd az aldbb részletezett modon.
Az (1.48)) kapcsolatnak minden SU(2,C) abrazolds esetén, igy az épitékockakat add
j = 1/2-hoz tartozo legalacsonyabb dimenzids esetben is teljesiilnie kell, ahonnan adédik,

hogy
oS =L sin /2
o ’77‘ El Ul _ 1 7\ (e _3/2 1 ) 0 (1.49)
— sin In|  cos|n| 01 0 e -7 1
Innen pedig az 1 komplex szam korabban mér bevezetett (1.46|) paraméterezésével

0 _. 0
T = tan ie_w, és  cos 5= e? & y=In (1 + |T|2) . (1.50)

Az (1.48) formula jobb oldalan allé szorzatbdl az el6szor haté operator a |j,m = —j)-
eken egységoperatorként hat, hiszen a nulla kitevét leszamitva a lefelé 1épteté operator

tetszéleges hatvanya kinullazza |j,m = —j)-t
T S (=T )" o o
TG —g) = 2 i =a) = W =i = 1 =) (1.51)
n=0 :

Ezek utan a kozépso operator csak szoroz, hiszen J, sajatallapotara hat:

o 1\
g, =gy = eV |j,—j) = (HMQ> 13, —7) - (1.52)
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A szorzat folbontéas utolsonak hatd operatora hajtja végre valdjaban a lényeges transzfor-
maciokat :

. 1

N (A5 LTy 07 A L

e i) =D =) = D T |j,—j+n). (1.53)
n=0 n. n=0 n

Az (1.52) és az (1.53) alapjan, az utébbiban elvégezve az m = —j + n atindexelést, meg-

kaptuk a |7,,) koherens allapot |7, m) szimmetrikus bazisallapotok — azaz J, szimmetrikus

sajatallapotai — szerinti kifejtését:

= > (Y )%(Wj,mw (150

m=—j j+m 1+ |T|2)J






2. fejezet

Osszefon6das és koherens allapotok
qubitek esetén

Ebben a fejezetben a 2.2 szakaszban fogjuk igazolni azt az allitast, hogy egy S szim-
metrikus altérbeli dllapot akkor és csak akkor nem dsszefonodott, ha atomi koherens dllapot
[AT]. Majd a fejezet tovabbi részében — a szakaszban — az S szimmetrikus altér S
ortogonalis komplementerével foglalkozunk és igazoljuk, hogy tetszdeges S| altérbeli vek-
tor dsszefonddott [Al]. Mindezek el6tt azonban af2.1] szakaszban egy formalis kritériumot
adunk meg, amely az N qubites rendszer esetén a teljes szeparalhatosag foltételét egy a
bizonyitasainkhoz alkalmas alakba fogalmazza at.

2.1. Formalis kritérium N qubites rendszer tiszta alla-
potanak szorzatta alakithatésagara

Meyer és Wallach [28] nyoméan egy N qubitbél f61épiilé rendszerben egy tiszta allapot
szeparalhaté vagy Osszefonddott voltat eldonthetjiik az alabbi formalis eljaras segitségé-
vel. Az eljarast a szerzok egy N qubit 6sszefonddasat jellemz6 mérték bevezetésénél alkal-
maztak, szamunkra azonban a mérték mogott rejt6z6 parhuzamossagi kritérium bizonyul
hasznosnak.

Tekintsiink egy tetszbleges [¢)) € ® HY tiszta dllapotot a standard ® {]0),]1)}

bazisban kifejtve, ahogyan azt az - formula is megadja. Az n-edik qubltet klszemelve
a |¢) allapotot folbonthatjuk az aldbbi médon

[¥) = 10),, ® [u") + (1), @ [v"), (2.1)

barmely n =1, 2, ... N esetén. Itt az |[u™) és [v™) N®1 75" beli vektorokat jelsl, amelyek
altalaban nem normaltak. i

A fonti folbontast haszndlva megmutathatjuk, hogy [¢) akkor és csak akkor szor-
zatéllapot, ha |u™) és |v™) minden lehetséges n-re parhuzamosak.

Az allitas egyik fele, nevezetesen, hogy szorzatallapot esetén a parhuzamossdgi tulaj-
donsag teljestl — azaz az |u™) = a,, [v") egyenldség fonnall — a kévetkezOképpen lathatd

21
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be. Tegytik f6l, hogy [¢) szorzatéllapot, azaz

) = @ (ax 1), + bi [0),), (2.2)

=1

alakba frhat6, ahol |a;|* + |b;|* = 1. Ekkor az |u™) és [v") vektorok alakja:

N
|u”) = bn ® (ai [1); + b 0);),  |v") = an @ (ai [1); +b;{0);) (2.3)
z;én i#n

és ezek nyilvanvaléan parhuzamosak.

A forditott allitas igazolasahoz tegyiik fol, hogy |u™) parhuzamos |v™)-nel minden le-
hetséges n-re és megmutatjuk, hogy ekkor |¢) szitkségképpen szorzatallapot. A parhu-
zamossagi foltétel szerint tehat a két vektor csak egy komplex egyiitthatéban térhet el
egyméstél, vagyis minden n-re: |v") = a, [u”), ahol a,, € C. Igy tetsz6leges n-el indexelt
qubitet kiemelve a lehetséges {1, 2, ... N} kozil |¢)-t folirhatjuk az alabbi alakban:

[0) = (10),, + an [1),,) ® [u") = (1 + )72 (10),, + anll),) @ 13"),  (24)

ahol a mésodik egyenl6ségnél kiemeltiik az n-edik qubitet normalé (1 + |a,|?) /2 faktort,
és ezzel bevezettiik az |a") = (1 + |ay,[*)/2 [u™) normélt, N — 1 qubites allapotot.

A alakot folhasznalva a szorzatta alakithatosagot a részrendszerek N szama sze-
rinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ehhez el6szor az N = 2 esetet kell megvizsgalnunk.
Ekkor az allitds nyilvanvaléan igaz, hiszen —ben mondjuk az els6 qubitet kiszemelve

) = (14 Jaa )72 (10), + an [1),) @ [, (2:5)

ahol a maradék |a') mér egy egy qubites dllapot. Igy a szorzat alak all el8ttiink.

Ezek utan be kell még latnunk, hogy az allitas 6roklodik a részrendszerek N szaméanak
egyenkénti novelésével. Tegytik {6l tehat, hogy az allitas igaz N —1 qubites allapotok esetén,
azaz a parhuzamossagi foltételekbol adédik a szorzatta alakithatosag. Majd tekintsiink egy
|1) N qubites allapotot, amely szintén teljesiti a parhuzamossagi foltételeket.

El6szor az i-dik qubitet kiszemelve hasznaljuk a parhuzamossaghol alapjan adodo
szorzat alakot. Ezutdn a kapott |a') N — 1 qubites allapotrdl kellene beldtnunk, hogy
barmely qubitet kiszemelve tudja a parhuzamossagi foltételeket. Ehhez bontsuk fol |a')-t
— a (2.1)-ben bemutatott médon — tetszbleges j-edik (j # @) qubit szerint:

(10); +eill)) ® ') = (10); + i [V)y) o

N er

és igazoljuk |u™) és [v¥) parhuzamossdgat.
Szemléljiik ehhez a fonti folbontast a j-edik qubit szempontjabdl:

(10); ®

u”>+|1>j®

v7)),  (26)

(10Y, + s 1)) | . (10), + |1, | ..
) =0y, @ Wit ) o1y 4 gy @ Wit i) gy = (g
V1 o) ) V14 |ail? )
és hasonlitsuk Ossze az 0 .
= (O .

V1+ oyl
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alakkal, ami ([2.4)) alapjan a j-dik qubitre alkalmazott parhuzamossagi foltételbdl adédik.
Az 6sszehasonlitas eredményeként

@) (10); + ai[1);) w) @) _ (0 +aill))

ittt jaf Yl il

ahonnan kovetkezik, hogy «;|u) = |v¥), azaz tetszlleges j-re allnak a parhuzamossdgi
foltételek. Ekkor az indukciés foltevés értelmében (2.6)-ban az |a') N — 1 qubites allapot
szorzatta alakithat6, igy a parhuzamossagi foltételeket teljesité [¢)) N qubites édllapot
szorzatéallapot.

® '), (2.9)

2.2. Koherens allapotok és Osszefondédottsag a szim-
metrikus altérben

Ebben a szakaszban igazoljuk, hogy eqy S szimmetrikus altérbeli dllapot akkor és csak
akkor nem dsszefonddott, ha atomi koherens dllapot [A1].

A koherens allapotok szorzatéallapot volta a definiciébdél nem latszik azonnal, de vi-
szonylag gyorsan kikovetkeztethetd. Ehhez hasznaljuk fol az formuléval praktikusan
bevezetett jelolésiinket a |7,,) koherens allapot |7, m) szimmetrikus bazisallapotok szerinti
kifejtésében. A j = N/2ésm = —N/2+k ésszefﬁggé’seknek megfeleléen kihasznalva
az N

2 ) = (JZ ) egyenldséget az Osszegben megjelenik az |; > nem normalt szimmetrikus

Jjtm
allapot, igy éppen a binomiélis tételt latjuk magunk el6tt, ahonnan mar adédik |7,) szorzat
alakja:

=3 e i) = (o) T (2.10)

(1+||) (1+177)*

A kifejezéssel tehat explicite megadtuk a szorzat alakot, és ezzel nyilvanvaléva tet-
tiik, hogy |7,) nem Osszefonddott.

Masrészrol kozelithetiink a forgatd operatorok szemszogébdl is. Akar az akar
az alakot vessziik, az exponencidlisban a globalisan hato operatorok az egyes rész-
rendszereken hatd operatorok Gsszegei . Ezek az operatorok pedig egymassal paron-
ként folcserélhetéek, hiszen mas-més részrendszeren hatnak, ennek megfelelden az expo-
nensben szerepld 6sszegek

exp (X) = exp (fozl X(”)) = 1%, exp(X ™). (2.11)

médon szétesnek. Az egyes exp(X (™) tényezdk pedig csak az n-edik qubitre haté loka-
lis unitér transzformaciok. Ilyen lokalisan végrehajtott transzformaciok hatasara azonban
osszefonddottsdg nem johet létre [29], tehat ami eredetileg szorzatallapot volt az meg is
marad szeparalhaté szorzatallapotnak.

A forditott allitas belatasa valamivel bonyolultabb. Ebben az esetben azt kell igazoljuk,
hogy a szimmetrikus altér minden szorzatallapota egy-egy koherens allapot. Ehhez tekint-
siink egy tetszéleges [¢)) szimmetrikus allapotot, ami az alteret kifeszité bazisvektorokkal

kifejtve:
N /N2 N N
:Z< )ij— ,m:—+k>€S. (2.12)
=\ k 2

2
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Itt a kifejtési egytitthatokbol a binomialis egytitthatok gyokét kiemeltiik, mert ekkor az

JZ > nem normalt bazisvektorok segitségével a bizonyitas szempontjabol egyszeriibb érvelést

hasznalhatunk. A ([¢)) = 1 norméltsagi kikotésbol kovetkezben a

W) = > ly) (2.13)

k=0

kifejtésben a ¢ komplex egyiitthatok teljesitik a

i (ij) lex? =1 (2.14)

k=0
foltételt.
A N darab qubit koziil kivalasztva a n-ediket egyszertien lathatd, hogy a ’JZ> nem
normalt allapotnak mindig meg van az a tulajdonsaga, hogy

V) =10, o)+, eV, (2.15)

k
jeloli. Ahol definicié szerint |Y7") = | ") = 0. A fonti folbontds az elemi matematikabol

alakba irhato, ahol ’]Z;l> illetve ‘N 71> az N — 1 qubit megfelel6 szimmetrikus allapotait

a binomialis egytitthatdkra jol ismert (]Z ) = (Nk_ 1) + (]Z;l) azonossag qubitekre vonatkozo
verzi6ja, amely barmely n =1, 2, ... N esetén érvényes, és az ‘ka > allapotok permutacios
szimmetridjanak kévetkezménye.

A (2.15)) folbontést folhasznélva [i)-t folirhatjuk a (2.1) alaknak megfelelGen:

DEDINE ’;)Ck(yo @ N+, e i) (2.16)

A . szakaszban bevezetett formdlis kritérium értelmében |¢) szorzatéllapot, ha az

N N—-1

why =S a7 s =Y ali) =3 an|V ) (2.17)
k=0 k=1 k=0

vektorok parhuzamosak minden lehetséges folbontas, azaz minden lehetséges n index ese-

tén. |[v") esetén a masodik egyenl6ségnél az Osszegzési indexet mar 1-gyel eltoltuk. Igy mér

konnyen latszik, hogy az egyttthatékra fonnallo

Ck+1 = T Ck (’7' € C) (218)
rekurziv osszefliggés sziikséges a parhuzamossaghoz. Azaz a ¢, kifejtési egytitthatok
e, = T¢c (2.19)

modon kifejezhetéek a legalacsonyabb indexii ¢q segitségével. Ennek megfeleléen |¢)) az
alabbi alakot olti:

Z:(T co) |} >—CQZ V) = co (j0) + 7 [1)%F (2.20)

~N/2
ahol ¢q = (1 + ]7’|2) a normaltsag miatt. Ezt Osszehasonlitva a koherens allapotok

(2.10)) alakjéval latjuk, hogy a szimmetrikus altérben csak a koherens allapotok nem 6ssze-
fonédottak.
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2.3. Az S altérre meroleges vektorok mind osszefono-
dottak

Ebben a szakaszban az S szimmetrikus altér S| ortogonalis komplementerével foglal-
kozunk és igazoljuk, hogy tetszdeges S| altérbeli vektor dsszefonddott.

Allitdsunkat indirekt médon bizonyitjuk, azaz foltételezziik az ellenkez6jét és ebbol a
foltételezésbdl kiindulva addig flizziik a gondolatmenetet amig ellentmondasra nem jutunk.
Az indirekt bizonyités logikdjanak megfelel6en tehat tegytik 61, hogy 1étezik egy olyan |¢)
(nem nulla) vektor az S, altérben, amely faktorizdlhaté, azaz:

N
Sle) €81t lph= @ (o), +5a1),) .21
ahol |a,|*+ \bn\Q = 1 minden egyes n-nel indexelt qubit esetén. Ezek utdn elkezdjik vizsgal-

ni |¢) vetiiletét a szimmetrikus alteret kifeszit6 ‘]]Z > allapotokra. Mivel |¢) az ortogonédlis

komplementer tér eleme, barmely szimmetrikus allapotra vett vetiiletének nullat kell ad-

nia. A szisztematikus vetiilet-szamitds soran azonban vegul ellentmondasba titkoziink.
Els6ként vetitsiik le a |p) allapotot az ‘N> |0) ®1]0) ®---|0) szimmetrikus allapotra.

N
A vetiilet elttinésébdl adodik, hogy az a, egyiitthatok szorzata nulla, azaz [] a, = 0.

Ennek alapjan legalabb egy a,-nek nullanak kell lennie. A jel6lést nagyban rr?eglkénnyiti,
ha foltessziik, hogy az els6 egyiitthato tinik el, azaz a; = 0. Ez nem von le semmit a
bizonyitas altalanossagabdl, hiszen barmikor atindexelhetjitk az egyes részrendszereket.
Igy tehat az eddigick alapjin

N
) = bi 1)y @ (au]0),+ ba [1),) (222
alak.

Folytassuk most a szisztematikus vetitési procedurat az ‘]f > szimmetrikus allapottal.

N
Az egytitthatokra a by [ a, = 0 foltételt nyerjiik, hiszen a vetiiletnek nullat kell adnia.

n=2
N
Innen b; # 0 alapjan a [[ a, = 0 megkotés adodik az a, egyiitthatok szorzatara. Az
n=2
altaldnossag megszoritdsa nélkiil ismét foltehetjiik, hogy as = 0, igy a |¢) allapot alakja:

0} = bi (1), @b 1), @ (@0 0), + b [1),), (223

Folytatva az elobbi eljarast a soron kovetkezo ‘ > szimmetrikus allapottal, a b1by H a, =0

foltételbol adodik, hogy H a, = 0, hiszen by # 0 és by # 0. Az altalanossag megszoritsa

nélkiil ismét foltehetjiik, hogy az = 0.
Tovabb folytatva a vetiiletek kiszamitasat rendre az ]g , JZ >, e ‘ N]X 1> szimmetrikus

allapotokra és beazonositva az ennek kovetkeztében eltling egyiitthatokat végil a

o= (1,0 ) Iy 0 811,011y (221
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alakhoz jutunk. Ez azonban ellentmondésra vezet. Vetitsiik le ugyanis |p)-t az utolsénak

N

maradt ‘x> =|1)®|1) ® - - - |1) dllapotra. Ennek a vetiiletnek az eltiinésébél a T b, = 0
n=1

adddik, de ez a szorzat mar csak ugy lehet nulla, ha |p) maga a nulla vektor lenne.

Tehat ellentmondasra jutottunk, azaz nem létezik szorzatallapot a szimmetrikus altér
komplementerében, igy itt barmely allapot sziikségképpen 6sszefonddott.

2.4. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben az atomi koherens allapotok szamos j6l ismert tulajdonsagahoz [15]
sikeriilt egy tjabb adalékot hozzatenniink. Ezen allapotok kvazi-klasszikussagat mutatja
az az itt bizonyitott tény is, hogy a szimmetrikus altérben az atomi koherens allapotok
és csak azok a nem 0Osszefonddott allapotok. Igazoltuk tovabba, hogy a szimmetrikus alté-
ren kiviil, azaz a szimmetrikus altér S| ortogonalis komplementerében tetszoleges allapot
osszefonddott.

Megjegyezziik még, hogy a [15] referencidban targyalt analégia a harmonikus oszcillator
koherens allapotai és az N részecskés atomi koherens allapotok kozott az Gsszefonddott-
sag kérdéskorére nem viheto at. Az oszcillitor-modus esetén ugyanis egyetlen rendszer
kiillonbo6zo allapotairél van sz, mig az atomi koherens allapotok egy sokrészecske rend-
szerhez rendelhetéek hozza. Masrészrol azonban, tobb kiilon-kiilon koherens allapotban
16v6 oszcillator mddus dsszefonddésa szintén egy relevans és érdekes kérdés [30].



3. fejezet

d-dimenzids rendszerek
osszefonddasa és koherens allapotai

Ebben a fejezetben olyan N darab részrendszerbol allé kvantumrendszert tekintiink,
amelynek minden egyes részrendszere egy-egy ,,qudit”, azaz egy d véges dimenzios Hilbert-
tér SU(d, C) szimmetridval. Ezen a rendszeren bemutatjuk az altalanositott koherens alla-
potok koncepcidjat. Az itt bevezetett altalanosabb koherens allapot fogalom természetesen
tartalmazza az el6z6 2] fejezetben térgyalt qubites esetet.

A kétallapotu alrendszereket folvalté d-dimenzids alrendszerek esetén sokasodnak a 1ép-
teto operatorok és a haromdimenzios térbeli forgatassal valé janaldégia” mar nem miikodik.
De a struktira lényegi része, a léptetd operatorok és az azok kommutatoraként megkapha-
t6 nulla nyomu diagonalis operatorok tovabbra is léteznek, csak szamuk szaporodik meg.
Ennek megfeleloen itt nem egyetlen nulla nyomu diagonalis operator sajatértékei cimké-
zik a szimmetrikus alteret kifeszité bazisdllapotokat, hanem egy J.-vel analég operator
halmaz sajatértékeinek az Osszessége.

Be fogjuk bizonyitani, hogy az S szimmetrikus alterében egy tiszta allapot akkor és
csak akkor nem Osszefondédott ha koherens allapot. Ehhez altalanositjuk a qubites esetben
hasznalt parhuzamossagi foltételeken alapulo szorzatta alakithatosagi kritériumunkat. Azt
is megmutatjuk, hogy a szimmetrikus altér S| ortogonalis komplementerében az OGsszes
allapot Osszefonddott.

3.1. A quditek Hilbert-tere és a rajta haté operatorok

Az atomi koherens allapotok fogalmat abban az értelemben altalanositjuk, hogy az
épitékockaként szolgald kétallapoti (qubit) rendszerek helyett, d-dllapoti rendszereket
tekintiink. Tehat egy N azonos részrendszerbol foléptilo rendszert tekintiink, ahol az egyes
részrendszerek egy d-dimenzids Hilbert-tér elemei. Ezek a qubitek utan ,,qudit”-nek ne-
vezett elemek a qubit fogalom altalanositasaként az SU(d, C) Lie-csoport legalacsonyabb
dimenziés hii abrazolasat hordozzak.

A qudit rendszert kifeszité ortogondlis és normalt bazisvektorokat jelolje rendre |1),

27
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12, 13), ... és végill |d). gy a Hilbert tér, amin dolgozunk:

Hy = spanc{[1), [2), .. {Zcz |e; €C és Z il = 1} (3.1)

Az egyes SU(d, C) szimmetriaji részrendszerekben a szokasos operator bazist valasztjuk,
amely analdg a qubitek esetén follépo lefelé és folfelé 1éptetd operatorokkal illetve a z-
irdnyu spin operatorral. A folfelé és lefelé 1épteté operatorokat tetszoleges i > j indexre

E}=Ey=|i}jl & Eju=|jXil (3.2)

definidlja. Osszesen d(d — 1)/2 ilyen operdtor létezik. Ezek nulla nyomt operatorok, és a
H, teret kifeszito bazisvektorokat éppen gy valasztottuk meg, hogy

Eij k) = 0 |7) és  Ejilk) = 0ni |7) (3.3)

teljesiiljon. A 1éptetd operator parok kommutatoraira — az ([1.18]) formuléval analég médon
—szintén nulla nyomu operatorok adédnak, amelyek diagonalisak a valasztott bazisunkban:

(B, E5] = 1) (6] = 1) ()| =: Hy. (3.4)

d-dimenziés Hilbert-teriinkben d — 1 linedrisan fiiggetlen 6nadjungalt egyidejtileg diagona-
lizdlhat6 operator miikédhet (az egységoperatortdl eltekintve). Ennek megfeleléen a H;;
operatorok koziil kivalaszthatjuk az egymés utéani indexekkel jelolt H; .1, tipusi operato-
rokat. A qubitek esetéhez képest ez a d— 1 darab operator 1ép a J, helyébe, azaz a H; -k
sajatértékei cimkézik az egyes |k) bazisallapotokat. Jeloléstinkkel konzisztensen ezzel a va-
lasztéssal az |1) lesz az un. legkisebb sulyu allapot, abban az értelemben, hogy a cimkézé
sajatértékek Osszege [1) esetén lesz minimadlis. Ezt d = 3-ra a abran szemléltettiik is.

A fonti operatorok természetesen d = 2 — azaz a qubitek — esetében megfeleltethetéek
a korabbi [1] fejezetbdl jol ismert spin operdtoroknak (ldsd és (L.17)):

H21 ~ Sza E-ITQ = E21 >~ S+ = Sx -+ ’iSy, E12 ~ S5 = Sx — ZSy (35)

Az E;;, Ezy? H, 1, operatorok bézist alkotnak — az tigynevezett Cartan-Weyl bazist

[31]- a d-dimenzi6s, nulla nyomt operatorok terében. Val6ban, ezek az operatorok zardd-
nak a kommutatorra nézve, hiszen altalaban két tetszoleges 1épteto operator kommutéatora

(Eij, En) = 6By — duEjy, (3.6)

mig tetszéleges H = diag (hy, ha, hg,- -+ , hy,) diagondlis és a Y." | h; = 0 foltétel mellett
nulla nyomu operatorra
[H, Ey] = (h, — hi) Ep. (3.7)
Igy a kommutator zérédik a kivalasztott egyméstol fiiggetlen Hjyq;-kre is.
Az {va EZJ, H; +1,i} operatorok tehat kifeszitik a nulla nyomu operatorok sl(d, C) Lie-
algebrajat [32]. Kozilik azutdn n komplex egytitthatéval tetszdleges (nA - n*AT) tipust

anti-hermitikus operatorkombindciékat képezve, ezek exponenecializaltja mar SU(d, C)-
beli operator lesz.
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3.1. dbra. A quditek tere d = 3 esetben. A harom vélasztott béazisdllapotot [1), |2) és
13) jeloli, amelyek az SU(3, C) csoport legkisebb dimenzids hii abrazolasat hordozzék. Az
egyes allapotokat a folfelé léptetd operatorok az abran jelzett mdédon kapcesoljak Ossze.
A harom diagonalis H;; operdtor kozil kettd linedrisan fiiggetlen. A Hy; és Hsp operdto-
rokat vélasztva a két sajatérték osszegének a segitségével a (b) dbrdn bemutatott médon
rendezhetjik az [1), |2) és |3) allapotokat. Ezzel a valasztdssal az 1) lesz a legkisebb stlyu.

N
Az altalunk vizsgdlandé & ’H((i") tenzorszorzat tér a fontebb bevezetett d-dimenzids

n=1
Hq qudit terekbdl épiil fol. Ebben az N qudites térben egy tetszoleges tiszta allapotot az
egyes Hq terek standard {|1), [2),...|d)} bazisdnak egyszer(i tenzorszorzataiként adédo
allapotok segitségével fejtjiik ki. Ezekre a rovidség kedvéért ismét alkalmazzuk az aldbbi
jelolést :

iy dg - iy oo dn) = |i1) @ llg) @ -+ ® |in) @+ @ |in), in €41,2,...d}. (3.8)

Igy egy tetszéleges |¢) tiszta allapotot a standard bazisban

W)= Y clkika.. kn) |k ko ... kn), (3.9)

k1,ko...kn=1

médon fejthetiink ki, eléirva még a >3 o oy |c(kiks ... kn)? = 1 normaldsi foltételt,
ahol c(kiky ... ky) komplex egyiitthatokat a zar6jelben szereplé d lehetséges indexkiosz-
tas azonositja.

A tenzorszorzat térben az ugynevezett kollektiv operatorokat most is az n-dik alrend-
szerben nemtrivialis médon haté operatorok osszegeként definialjuk:

N
X =3 X" ahol  X"W=101® -9Xe oL (3.10)

n
n=1

gy megkonstrusljuk az SU (d,C) Lie-csoport definidlé abrazolasanak N-edik tenzorhat-
vanyat. Ennek irreducibilis abrazolasok direkt Osszegére bontasabdl szamunkra ismét a
tenzorszorzat tér szimmetrikus altere altal hordozott irreducibilis dbrézoléds lesz lényeges.
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3.2. Formalis kritérium N qudites rendszer tiszta alla-
potanak szorzatta alakithatésagara

Az N azonos quditbél folépilé Hilbert-térben egy formalis eljarast adunk annak eldon-
tésére, hogy egy allapot teljesen faktorizalhato avagy nem. Ez a kritérium a szakaszban
mar qubitek esetében bemutatott kritérium altaldnositasa d-dimenziés részrendszerekre.

N
Tekintsiink ismét egy tetszéleges |¢) € & 7-[[(1") tiszta allapotot, melyet a standard
n=1

® {11), 12),...|d)} béazisban fejtiink ki. Ekkor az n-edik quditet kiszemelve (n = 1,2,... N)
a WJ} allapot az aldbbi médon f6lbonthaté:

) = (1), ® [up) +12), ® [u2) + - + |d),, ® |uf) = > k), ® uf), (3.11)

ahol a |k), vektorok a d-dimenzids Hén) standard bazisvektorai, mig az ’ufl> vektorok

N—1
X 7-[((1”) -beli, altaldban nem normalt vektorokat jelolnek, minden egyes k =1, 2,...d-re.
=1

A fonti (3.11) folbontast haszndlva megmutathatd, hogy [¢) akkor és csak akkor szor-
zatéllapot (azaz |1)) akkor és csak akkor nem 6sszefonddott), ha az ‘u > vektorok minden

lehetséges n szerinti folbontds esetén parhuzamosak, azaz ha |ul) || |[u2) || --- | ‘u >
Ahhoz, hogy ezt az allitast igazoljuk el6szor megvizsgaljuk, hogy szorzatallapot esetén
a kivant foltételek teljesiilnek. Tegytik fol tehat, hogy [¢) szorzatallapot, amelyet az

N N /d
- @I, ), sl = @ (L ala,) G2
n=1 n=1 \i=1

alabbi alakban {rtunk fol valamely a! egyiitthatokkal, amely egyiitthatok teljesitik a

P |0Lfl|2 = 1 foltételt minden lehetséges n esetén. Az n-edik qudit kiemelését végre-
hajtva ezt a szorzatallapotot

V) =a, [1), ®Za ), +ax|2), ®Za Jtanld), ®Za = (3.13)
j#n k=1 j#n i=1 j#n i=1
d N d
=2m{¢®2@m}
k=1 j#n i=1

modon atirhatjuk, ahonnan mar kénnyen beazonosithatoéak az ‘u’;> vektorok:

N d
‘ufl> = aﬁ@Zaﬁ |2} - (3.14)
j#n i=1
A fonti (3.14)) alakbdl pedig azonnal létszik, hogy ezek a vektorok csupan az a} tényezék-

ben kilénboznek, azaz barmely n-et is tekintjik a (3.11f) félbontasban az ’u’;> vektorok
sziikségképpen parhuzamosak.
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A forditott esetben tegytk fol, hogy a foltételek teljesiilnek, azaz tegyiik fol az ’ufl>
vektorok parhuzamossagat a dekompoziciéban fixalt barmely n =1, 2, ... N esetén.
Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy az egyenként d darab vektor csak egy-egy komplex
egyutthatoban térhet el egymaéstol, azaz Tuf) = 3% |ul), ahol k =2,--- K és % € C.

Ezt folhasznélva és tetszbleges n-el indexelt quditet kiemelve |¢)-t folirhatjuk az alabbi
alakban:

= 1o+ 3| (10, + >t ) @) vn (315

2
Itt mar eleve kiemeltiik az n-edik quditet normalé (1 + 3¢, ‘ﬁfi) )~1/2 faktort, és ezzel

bevezettiik az ’ﬂﬁ> = ’uﬁ> /+/{(uF|uF) normalt, N — 1 qudites allapotot.

A szorzatta alakithatosiagot a részrendszerek N szdma szerinti teljes indukciéval bizo-
nyitjuk. Ehhez el6szor az N = 2 esetet kell megvizsgalnunk. Ekkor az allitas nyilvanvaléan
igaz, hiszen —ben mondjuk az elsé quditet kiszemelve

d d
wwa+ZWﬁ”%m+Z%mJ®ﬁy (3.16)
k=2 k=2

ahol a fonnmaradé |al) mar egy egy qudites dllapot, igy éppen a kivant szorzat alak all
elottiink.

Tegyiik fol tehat, hogy az allitas igaz N — 1 qudites allapotok esetén, azaz a parhu-
zamossagi foltételekbol adodik a szorzattd alakithatdsdg, majd innen lépjiink tovabb az
N qudites allapototok esetére. Eloszor az i-dik quditet kiszemelve hasznaljuk a parhuza-

N-1
mossagbdl (3.15)) alapjan adédé szorzat alakot, ahol |a)}) € & ’Hén) egy N — 1 qudites
n=1

allapot.
() + i, 8 1R,

\/1‘1‘2%:2 51162

Az indukcidés bizonyitéas sordn a |a}) allapotrdl kell beldtnunk, hogy tudja a parhuzamos-
sdgi foltételeket. Ehhez bontsuk fol |a!)-t a (3.11]) formuldnak megfeleléen a j-edik qudit

szerint :
1), d  BkiL). d
v (10), + 3, BE k), . (Z\%@ u§j>> _
1=1

2

¥) ® |} ) (3.17)

w+z&ﬁf
d 1). d Bk |k
=3, ® (1D: + Sia | 2”) uly) | - (3.18)
=1 \/1"‘22:2 BE

Osszehasonlitva a fonti alakot az eleve a j-edik qudit szerinti f6lbontasbél adédé

_ (10, + ¥ 4 mj) ® [a}) (3.19)
\/1 + 30, ‘@k’

[¥)
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alakkal a u§j>—ek parhuzamossaga mar konnyen adédik, hiszen
ik 1), + >, BE k),
i) _ (11, + S, Bt | 2>Z) s 50
Jrrsin |l Jiesi |
mikozben [ = 2, 3, ...d esetén
i 1), 4+ Sie BF 1K),
ﬁ; ’ ]> . _ (| >z k=2 | 2>7,) Uij> (321)
NI RS I

Innen pedig adddik, hogy /! uzlj> = ’uﬁ]> Igy az indukcids foltevés miatt |@}) szorzatélla-
pot, ekkor azonban a (3.17) N qudites allapot is sziikségképpen szorzat alakba frhato.

3.3. A szimmetrikus altér

A szimmetrikus alteret az[I.2] szakaszban a qubitek esetén mar vazolt médon konstru-
aljuk meg. Kiindulasként egy olyan N részecskés dllapotot tekintiink, amelyben az egyes
alrendszerek szama az 1), |2), |3), ---|d) allapotokban rendre ny, ns, ns, --- ng, ahol
nr € N és természetesen 3¢_, n, = N. Az ilyen 4llapotok altal kifeszitett alterébél, vé-
lasztunk egyet, konkrétan az alabbi nemszimmetrikus allapotot.

ey g =)@ ®... @) 8. .02 830 ... Jd-1)e|de...od),
—_—

ni ng nqg
(3.22)

ahol vildgosan latszik, hogy mely alrendszeriink mely allapotban van. A szimmetrikus
allapotokat ebbdl az S szimmetrizald operator segitségével nyerjiik, azaz alkalmazzuk ra

« ez

Iny, o .o ng)g =S ni, ne o ng) =N Y Polng, na o.ng), (3.23)

geSN

ahol a P,-k jelolik az N darab quditet permutdlé operatorokat, N pedig egy megfeleléen
megvalasztott normalasi faktor. Ez az allapot tovabbra is rendelkezik azzal a tulajdonsag-
gal, hogy az egyes alrendszerek szama az egyes |k) allapotokban nyg, de mar nem tudjuk
megmondani, hogy mely alrendszer van az adott bazisallapotban. A szimmetrikus allapot-
ban az Osszes ilyen lehetoség azonos amplitudoval fordul elo.

A leképezést az Osszes lehetséges indexelésre elvégezve megkapjuk az eredeti

N
X H, tenzorszorzat tér S szimmetrikus alterét:
n=1

d N
S :=span{S|ni, na ... ng) | €N, Y np =N} < Q Hy, (3.24)
k=1 n=1

amelyet

N+d-1
i = 2
dim S ( N ) (3.25)
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darab paronként merdleges és szimmetrikus allapotot feszit ki. Mivel a szerint az
Z‘,ﬁzl n, = N foltétel mellett kiosztandd nq, na, ... ng szdmok éppen a d elem N-ed rendii

A részrendszerek cseréje helyett az SU(d, C) szimmetriat kihaszndlva is megkaphatjuk
a szimmetrikus alteret kifeszité bazisallapotokat. A qubitek esetén mar lattuk, hogy a
léptetd operator nem vezetett ki a szimmetrikus altérbol és a legkisebb sulyu allapotbdl
indulva végig lépegethetiink a szimmetrikus alteret kifeszité bazisallapotokon, ahogyan ezt
az abran is probaltuk szemléltetni.

Ennek megfelelden hasznalhatjuk itt is a 1éptet6 operatorokat, hogy az |N, 0, ... 0) =
=1),®[1),® - ®|1)y = |11 ... 1) nyilvanvaléan szimmetrikus allapotbdl kiindulva
megkonstrudljuk a szimmetrikus alteret kifeszité |ni, no ... ng)g allapotokat. A kiindu-
lasul szolgdlo |11 ... 1) az egyetlen olyan allapot, amelyet a lefelé 1épteté operatorok
annihilalnak, azaz

Eil11...1) =0, ahol i >j és 4,5 €{l,2,...d} tetszbleges. (3.26)

A Lie-algebrak reprezentacioé elméletébdl kolesonzott kifejezéssel — ez az tgynevezett leg-
kisebb sulyu dllapot. Valéban a egyenletre eléretekintve explicite is latjuk, hogy a
diagonélis Hy; operatorok — amelyek sajatértékeikkel rendezik a szimmetrikus allapotokat
— mindannyian a leheté legkisebb —N értéket adjék [N, 0, ...0) = |11 ... 1) esetén. De
ez direkt szdmoldssal is adédik, csupan Hjy definfciéjat folhasznalva.

Egymés utan alkalmazva az El; = Ey; = YN B\ (lésd a (3.10) definiciét) kollektiv

n=1 "1
léptetd operatorok hatvanyait kapjuk, hogy

N ()™ (Ey)™ (Eg)™ -+ (Eg)™ 11 ... 1) = |ny, ng, ... Nd)g » (3.27)

ahol Zzzl nr = N, és a normalasi faktor

1 N! —-1/2
N:ngl---nd! <n1!n2!...nd!> : (3.28)

A (3.27)) definicidoban az egyes faktorok folcserélhetéek, hisz 1D alapjan [Eﬂ, Ejl} =0

ha i # j. Igy a ¢ np = N foltétel mellett lehetséges operatorok szamét tigy kapjuk,
hogy a definiciéban szereplo d darab kiilonb6zo elembdl valasztunk N darabot. Ez
megint az ismétléses kombindcidk alapesete, igy a lehetséges operatorszorzatok szamara a
kordbban mar megkapott eredmény adodik.

A definiciéban mind a legkisebb silyu |11 ... 1) dllapot, mind az alkalmazott
lépteto operatorok szimmetrikusak, azaz a részecskék permutalasa esetén nem valtoznak,
igy az eredményként adodo allapot sziikségképpen a szimmetrikus altérben fekszik. Két
kiilénb6z6 szamsorozattal leirt |ni, na, ... ng) allapot nyilvanvaléan merdleges és ez a
mer6legesség 6roklédik az |ng, ng, ... ng)g szimmetrizalt verzidk esetén is, hiszen ezek az
llapotok sajatallapotai a H;; onadjungalt operatoroknak:

I:Iil |7’Ll, Nno, ... nd>s = (nZ - ’I’Ll) |’I’L1, No, ... nd>S, (329)

ennek megfelelden a kiilonb6z6 n;-khez tartozé allapotok szitkségképpen ortogonalisak.
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A fonti (3.29) sajatérték konnyen meghatdrozhaté, ha a (3.27) definiciéra egy tetszo-
leges H;; operatort alkalmazunk, majd hasznaljuk az

[Hn, Eil} =2, = Hjky =2E,+ EqHy (3.30)
[ﬁkh E11:| — Eﬂ ha Z 7£ k e f{klEﬂ — E~7;1 —|— Eilﬁkl (331)
foleserélési relacickat, amelyek a (3.6) és (3.7) altaldnos Gsszefiiggések specidlis esetei.

Kihasznalva tovdbbd, hogy H;; [11 ... 1) =—=N|11... 1) az (ng+mnz+...+2n;+ ...+
+ng — N) = n; — ny sajatértéket kapjuk

A kovetkezékben hasznos lesz az alabbi jelolés az |nq, no, ... ng)g szimmetrikus vek-
torok nem normalt verzidjara:

N! 1/2
nl,ni\,/...nd> = (TM') |n1a ng, ... nd>s . (332)

nylng!---
Példaul N = 3 darab d = 3 allapotu rendszer esetén egy lehetséges eset:

|30 = V31,2, 0)5=[122) + [212) + |221). (3.33)
Vagy egy masik példa N = 3 darab d = 4 allapoti rendszer esetén:

o) = V312,00, 1)5 = [114) +[141) +[411). (3.34)

Megjegyezzik, hogy az |ny, na, ... ng) allapotokbdl kiindulva az ‘m név . > allapotokat
direktben is eléallithatjuk. Ehhez a teljes Sy permutacios csoportot faktorizalnunk kell az
In1, na, ... ng) allapotot fixen hagyé stabilizétor részcsoporttal. Azaz tekintjik az Sy, /G

faktorcsoportot, ahol
G={P, € Sy | P,|ny, na, ... ng) =|nq, no, ... ng)} (3.35)

mindazon permutdciék részcsoportja, amelyek az |ni, ng, ... ng) allapotot invaridnsan
hagyjak. (Azaz a G beli permutécidk csak azokat az alrendszereket cserélik {6l egymas
kozt, amelyek az |nq, no, ... ng) jelolésnek megfeleléen azonos |k) dllapotban vannak.)
Ezek utan a faktorcsoport elemeit, azaz a mellékosztalyok egy-egy reprezentansat alkal-
mazva éppen a nem normalizalt szimmetrikus allapotokhoz jutunk:

Z P, |ny, ng, ... ng) =:
PreSN/G

N o) (3.36)

n1,M2, ... Mg
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.|0,(3),3> (a) _.(0, 3) (0) =

A‘\.|o 12) “\'(1, 1) =

’1’g$2>./)\ .’o §1> (1"3)‘/)\\'(27 ~1) @

A\.J’?»J},I\.O 3y A\'g) O)/VT\' -

’2,3,1>./A\./ (2,2.//\\1/(31 —3)@
AN ‘13’(]) AN (1, —2) -

o \'{ = \u -y =

B o
b “Cao) &

3.2. abra. Az S szimmetrikus alteret kifeszité nem normalt allapotok N = 3 és d = 3,
azaz 3 darab 3 allapotu alrendszer esetén. Az egyes bazisvektorokat a J, operatort folvaltd
Hs, és Hy operatorok (Cartan rész-algebra fliggetlen elemei) sajatértékeivel stilyozzuk.
A sajétértékeket a (b) abran pirossal tiintettitk fol. A vizszintes egyenesek pedig a két
sajatérték osszege szerint rendezik az allapotokat. A kiilonboz6 sulyu allapotokat a folfelé
és (a lefelé) léptetd Fy, Es; és Eso operatorok illetve adjungaltjaik kapcsoljak Ossze az
abran bemutatott médon.

3.4. Altalanositott koherens allapotok

Ebben a szakaszban folidézziik a koherens allapot altalanos esetben érvényes definicio-
jat, amely bizonyos kritériumoknak eleget tévo szimmetria csoportok esetén miikodoképes
[23, 25]. Mi az &ltalanos eljarast az N quditbdl f61épiilé rendszerre fogjuk alkalmazni, ahol
az egyes részrendszerek SU(d, C) szimmetriaval rendelkeznek. A konstrukci6 a harmonikus
oszcillatornal ismert, illetve az formuléval anal6ég modon folytonosan paraméterezett
unitér eltolasi operatorok segitségével a koherens allapotba transzformalja az alapallapo-
tot.

Az allapotokat a[3.1] szakaszban vazolt médon rendeztiik és a legkisebb stlyt |11 ... 1),
azaz az Osszes lefelé 1éptetd operator altal annihilalt allapotra alkalmazzuk az Gsszes értel-
mes folfelé 1éptetd operatorbdl konstrualt unitér ,forgatast” Vilagos, hogy a folfelé 1épteto
operatorok egy jelentds része is kinulldzza |11 ... 1)-t, konkrétan

Ej|11...1)=0, aholl<j<i<d. (3.37)
Vegyiik tehat azokat a folfelé 1éptetd operatorokat, amelyek nem nullazzak ki:
Eq11...1)#0, aholl<i<d. (3.38)

Ezeknek az operatoroknak az adjungéltjat, azaz a lefelé 1épteto parjat véve n,, € C komplex
egylitthatok segitségével képezzik az

nnEnl - U;(Em)T = nnEnl - U:LEln (339)
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anti hermitikus nulla nyoml'l azaz 5u(d) beli operétorokat Az 6sszes lehetséges ilyen ope-

c sz

M) = U(7) |11 ... 1) = exp (Z N Eny — n;;E;gl) 11...1), (3.40)
n=2
ahol 77 = {n, € C} egy d — 1 dimenziés komplex vektor, amely folytonosan parametrizalja
a koherens allapotot. Az exponensben szerepl6 operator az S térben haté anti-hermitikus
operator, azaz adjungalas esetén éppen az ellentettjére valtozik, ez pedig biztositja, hogy
U(7) az S-en haté unitér transzformacié legyen.
A Baker-Campbell-Haussdorff formula altalanositasat [25] hasznalva a formuld-
val definialt U(7]) transzforméacié az aldbbi médon f6lbomlik

d d d
U(7]) = exp (Z TiEﬂ) exp (Z %F[n) exp (— ZTZ-Eh) (3.41)
i=2 i=2 i=2

ahol v; € R mig 7; € C konstansok. A qubitek esetén az (1.49) és (1.50) formulakkal az
n és a 7 illetve v kozotti kapcsolatot explicite mdédon is megadtuk. Ezt a kapcsolatot itt
is foltarhatnank, de a bizonyitas szempontjabol csak a félbomlas ténye szamit. A ( -

folbontas amugy az {E“, Elj EZJ, (ahol i # j) és {E“,El Z} = HH kommutacios

relaciokon mulik, amelyek a (3.7)) és (3.6) specidlis esetei.
A (3.41)) folbontasbol elBszor hato operator onmagaba viszi a kiindulasi I11...1)
allapotot, hiszen a EL, operatorok annihilaljak |11 ... 1)-t. Igy az exponencidlis operatort

sorfejtéssel értelmezve, csak a sorfejtés elso tagja az ]l ad nem nulla jarulékot:

d ) d n
n=1""" \i=2

i=2
Ezutan a (3.41) folbontasban mésodjdra szerepld operdtor sem hoz jelentds véltozast, hi-
szen |11 ... 1) a H;; operatorok sajatallapota, igy azok Osszegének exponencidlisa szorzo
operatorként hat ra. Konkrétan a (3.29)) osszefiiggés alapjan Hyy [11 ... 1) = =N |11 ... 1),

igy

11... 1) =1[11...1). (3.42)

exp <§:7H1> I11...1) =exp (-de:%) 11...1)=N11...1). (3.43)

1=2

Mivel a 7; egytitthatok valdsak, igy a (3.41]) folbontds mésodik tényezdjének hatdséra egy
pozitiv valés N normaldsi tényezd jelenik meg. Tehat a lényeges hatést a (3.41)) folbontas
alapjan utolséként hato operator fejti ki, azaz

|7) = N exp (Z TiEﬂ) 11...1). (3.44)

1=2

3.5. A koherens allapotok és csak azok szorzatallapo-
tok S-ben

A (3.44) alakot félhaszndlva megmutatjuk, hogy az [7j) koherens dllapotok quditek
szorzataként irhatéak. Az exponencidlisban szerepl6 Gsszeg E;; operatorai egymassal fol-
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cserélhetéek, igy az exponencialis operator faktorizalhato:

7) = N exp (ZT,E’H) 11...1) :Nﬂexp <TiEi1> 11...1). (3.45)

=2 =2

Ezutan kihasznalva, hogy az Ej; operdtorok az egyes alrendszerekben haté operdtorok
osszegei (3.10]), amelyek csak az n-edik részrendszerben hatnak nem trivialis médon kap-
juk, hogy:

d N d
7)) =N ][] exp (TiEil) 11...1) =N Q) exp (Z TzEZ(?)> 1), . (3.46)
=2 n=1 =2

Az egyes EZ({L ) operatorok csak az |1) baziséllapotokat ,mozgatjak”, azaz kettd, vagy t6bb

ilyen operéator egymads utani hatédsa sziikségképpen kinullazza az |1) baziséllapotot :
O\ % )\ %
()" (Ei)

Igy az exponenciélis operatort sorbafejtve csak az elsé két tag ad jarulékot

), =0 ha ¢+¢; 22 (¢, ¢€N). (3.47)

d d d
exp <Z TiEl-(ﬁ)> 1), = ln +3S REY +0 (<E§y>)2)] ) = ln + ZTZEZ.({”] ). .
i=2 i=2 i=2
(3.48)
Ahonnan azonnal adédik, hogy

M =N (1) +7m2)+733) +--+7a|d), - (3.49)

n=1

A (3.49) kifejezéssel tehdt — a 7; paraméterezést hasznéalva — explicite megadtuk a szorzat
alakot, és ezzel nyilvanvaléva tettiik, hogy |77) nem osszefonddott.

A forditott allitas igazoldsahoz azt kell megmutassuk, hogy a szimmetrikus altér min-
den szorzatéllapota egy-egy koherens allapot. Ehhez tekintsiink egy tetszoleges [¢)) S-beli
allapotot, amit az alteret kifeszité nem normalt (3.32)) bazisvektorok segitségével fejtiink
ki:

’w> = Z Cn1,n2,...nd

n1+-+ng=N

A Cyyny. n, egyltthatok tetszOleges komplex szamok, amelyek teljesitik a (i|¢) = 1
normaltsagi foltételt, azaz

N!

R[S . Lu—— (3.51)
nit-tng=N ¢ n1!n2!...nd!
" N > nem normalt allapotoknak megvan az alabbi tulajdonsaga
1,M2, ... Mg

d
N17ni\f---nd> - 1; ’k>n ® "17"27--]Y71_kl—1,---nd>’ (3'52)
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ahol - niv > = 0 definici6 szerint, ha n; > N vagy nj < 0 valamely k € {1, 2, ..., d}

indexre. A fontl ([3-52)) folbontasok az elemi matematikdbol a polinomidlis egyutthatokra
ismert

N! d N —1)!
Z ( ) (3.53)
Tbl'NQ k=1 nl‘nQ (nk—l)'nd'
azonossag quditekre vonatkozo verzidja, amely barmely n = 1, 2, ... N esetén érvényes,
és az ‘m niv nd> allapotok permutacios szimmetridjanak kovetkezménye.

A (3.52) folbontést folhasznélva, |10) szimmetrikus altérbeli dllapotot folirhatjuk a (3.11)
alaknak megfelelGen:

=Y IK), @ ut), (3.54)
ahol

k\ _
‘un> - Z Cm,n%mnd

ni+--+nqg=N

N-1
ni,n2,...ng—1,..nq/"

Tegytik fol most mér, hogy [¢)) nem Osszefonddott, ekkor A [3.2 - szakaszban bevezetett

formalis kritérium értelmében az ‘u > vektorok parhuzamosak minden lehetséges folbontés
esetén:

1 2
’un> H ‘un> = T2 Cﬂ17n2,~~-nd = Cnlfl,n2+1,-~nd
: (3.55)
1 d
‘un> ” ‘un> = Ta- Cnl,n2,~~~nd = Cn1,17n27mnd+1

ahol a 7; (i € {2,--- ,d}) egytutthatok tetszéleges komplex szamok. Ezek a rekurziv dssze-
fiiggések azt eredményezik, hogy a Cy,, ,,. .. n, kifejtési egyiitthatok kifejezhetéek a Cly o, .o
egyiitthato segitségével az alabbi médon:

n
Cn17n2,--.nd = 7—2n2 Teeet Tdd : ON,O,...O‘ (356)

Ezt a kifejezést visszairva az eredeti (3.50|) kifejtésbe azonnal latjuk, hogy a nem 6sszefo-
nodott |1) szitkségképpen koherens allapot :

WJ) = Z Cnl,nQ,...nd nl,ni\j_._nd> = Z 7-52 et T;d : ON,O,...O n1,n5---nd>
ni+-+ng=N ni+-+nqg=N
N
=Ony0,. 0 Q (11) +72[2) +7133) + -+ +7a|d)),, (3.57)
n=1

Ezt Osszehasonlitva a koherens &llapotok (2.10) alakjaval 1atjuk, hogy a szimmetrikus
altérben csak a koherens allapotok nem osszefondédottak.

3.6. A szimmetrikus altérre meroleges vektorok mind
osszefondédottak

Ebben a szakaszban a szimmetrikus altér S; ortogonalis komplementerében 1évo alla-
potokkal foglalkozunk. Be fogjuk bizonyitani, hogy tetszéeges S| altérbeli vektor Ossze-
fonédott. Allitasunkat indirekt modon bizonyitjuk, azaz foltételezziik hogy 1étezik olyan
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lp) € S, allapot, amelyet szorzat alakba frhaté:

N N d
lp) = ®(a7ll 1), +a|2), + .. al d),) = ® Z a* k), , (3.58)
n=1 n=1k=1
2
ahol Y°¢_, ‘afl’ = 1 minden egyes n =1, 2, ... N qudit index esetén.

Ezek utdn szisztematikusan elkezdjitk vizsgdlni |p) vetiiletét a szimmetrikus alteret
kifeszité allapotokra. Mivel |p) € S, barmely szimmetrikus allapottal vett belsd szor-
zatanak nullat kell adnia.

Els6ként vetitsiik le |¢)-t az ’NON > =11); ®[1), ®--- ® 1)y legkisebb stlyd szim-

metrikus allapotra. A vetiilet elttinésébdl adédik, hogy H al =0, azaz az al egyiitthatok

koziil 1egalabb egynek nullanak kell lennie. A jelolést nagyban megkonnyiti, ha foltessziik,
hogy al = 0 az eltiing egyiitthato.
Ekkor

= a2+ at13) 4o af 1), @ (S ek ).

Vetitsiink ezutan azokra a szimmetrikus allapotokra, amelyek ny = N — 1 darab |1)-esbél
és 1 darab mas fajta quditbdl épiilnek fol:

\/%‘N—lj,\i,m70>; \/%‘N_l,o{\gyo...p% s \/1N’N_1]’\é"“’l>. (3.59)

Mivel a vetiileteknek nullat kell adniuk, N —1 darab megkotést kapunk az egyiitthatokra:
N
ai ] a}, =0, barmely k=2, ---, d esetén. (3.60)

Az 6sszes a¥ nem lehet nulla, hiszen akkor |¢) a nulla vektor lenne. Igy az osszes foltételben

N
szerepld szorzat tinik el, azaz [] a) = 0. Tehét az a} egyttthatok koziil (n # 1) legalabb
n=2
egy biztosan nulla, és az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil foltehetjiik, hogy ai = 0.
Kovetkezo 1épésként azokra a szimmetrikus allapotokra vetitiink, amelyek n; = N — 2

darab |1)-esb6l és 2 darab més fajta quditbdl épiilnek f6l. A vetiiletek nulla értékébél
N

végiil arra kovetkeztetiink, hogy [[ al = 0. Ezek szerint egy tjabb al egyiitthaté lesz
n=3

nulla, mondjuk a} = 0. Szisztematikusan folytatva a fonti eljarast ny = N —3, ---, 1,0
esetére végiil arra jutunk, hogy al = al = --- = al, = 0. Vagyis a [1) allapot egyiitthato6i
a (3.58]) szorzatban minden egyes alrendszerben nullék.

Ezutén a font elkezdett eljarast folytatva kovetkezé 1épésként a [2)-es allapot egytitt-
hatoirdl latjuk be, hogy mindannyian sziikségképpen eltiinnek. Kezdve a vetitéseket az
ny = N-nel jellemzett szimmetrikus allapottal, azaz ‘O,N,](;],--- ’0> = [2),®[2),®- - ®|2) \-vel,
majd folytatva az ny = N —1, .-+ , 1, 0 esetekkel végiil arra jutunk, hogy a? = a3 = --- =
= a% = 0. Ezutdn az ny = --- = ng = N eseteket is szisztematikusan végigjatszva az
osszes af-ra nullat kapunk, ez azonban azt jelenti, hogy |) csak a nullvektor lehet.

Ezzel ellentmondaésra jutottunk: a |p) szorzatallapot nem lehet merdleges az S szim-
metrikus altérre. Atfogalmazva mindezt a S| ortogonélis komplementerben minden elem

szitkségképpen Osszefonddott.
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3.7. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben bemutattuk az altalanositott koherens allapotok koncepciojat, ahol
az N részrendszert d-dimenziés SU(d, C) szimmetriat hordoz6 quditek alkotjak. Az alla-
potok kvazi-klasszikussaganak tijabb jeleként megmutattuk, hogy a szimmetrikus altérben
értelmezett koherens allapotok pontosan a szorzatallapotok osztalyaval esnek egybe, igy
azok nem Osszefondédottak. A bizonyitashoz altalanositottuk a qubites esetben hasznalt
parhuzamossagi foltételeken alapuld szorzatta alakithatosagi kritériumunkat. Tovabba azt
is igazoltuk, hogy a szimmetrikus altéren kiviil, azaz a szimmetrikus altér S; ortogonalis
komplementerében tetszoleges allapot Osszefonddott.



II. rész

Apertiran athaladé forgdé kétatomos
molekula feladata






4. fejezet

Bevezetés és elméleti attekintés

Egy merev elnyult alaki targy klasszikusan csak gy férhet at egy méreténél kisebb
apertiran, ha megfelel6 orientacioval kozelit felé. Ezt a geometriai szempontot jol illuszt-
ralja a Miinster (katedralis) épitéséhez kapcsol6dé néphagyoméany a németorszagi Ulm
varosaban. Ahogyan a helyi monda tartja, ezen hatalmas éptilet épitési munkalataihoz a
mesterek hosszti gerendakat szallitottak a varosba. A kocsikon keresztben (menetirdnyra
mer6legesen) fekvé faanyagot azonban sehogyan sem sikeriilt athozniuk a varoskapun. A
lehetséges megoldasokon tanakodva a mesterek mar a kapu kiszélesitését tervezték. Ekkor
azonban egyikéjik észrevette a fészkét épité verebet, amint éppen hosszi szalmaszalat
vitt szlik helyen fekvo fészkéhez. A mesterek elGszor jot nevettek, hogy a kicsiny madar
ugyanazon ,lehetetlen” feladattal szembesiil mint 6k. A veréb azonban a szilik réshez érve
csak elforditotta a fejét és a hosszaba allitott szalmaszallal konnyedén atrepiilt a sziik
nyilason. Igy lett a veréb (Ulmer Spatz) Ulm varosanak egyik jelképe.

Bels6 strukturaval rendelkez6 részecskék (pl. kétatomos molekula) esetén a struktira
akkor is 1ényegesen befolyasolja a kicsiny aperturan val6 athaladast, ha azt a kvantumme-
chanika alapjan kivanjuk targyalni. A strukturdlt (nem pontszerti) részecskék klasszikus és
kvantumos leirasabol levonhato kovetkeztetések kozott azonban érdekes kiillonbségek mu-
tatkoznak. Ezek a kvantummechanikai leirasnak abbol a sajatossagabol fakadnak, amelyek
mar pontszerii részecskék esetén is jelentkeznek: a mozgas leirasa a valoszintiségi amplitudo
terjedésére vonatkozo szorasi probléma megoldasat jelenti. Egy bels6 szabadsagi fokokkal
is rendelkez6 objektum esetén ezen tilmenden a szorasi probléma sordn a transzlacios és a
belso szabadsagi fokok kvantumos 0sszefonddasa elkeriilhetetlen, és ez a feladat megoldasat
igencsak megneheziti. Az értekezésnek ebben a masodik részében az 6sszefonddottsagnak
egy ilyen aspektusat vizsgdljuk abban a viszonylag egyszerii esetben, amikor az aperti-
ran athalado objektum egy a tomegkozéppontja koril forogni képes szimmetrikus, linedris
molekula, egy rotor. A jelzett 6sszefon6das ennek megfelelden itt a transzlacios és rotécios
szabadsagi fokok kozott keletkezik.

A probléma amiatt is érdekes, mert egy ilyen részecske mar a klasszikus esetben is
nem-trivialis kényszerek mentén mozog. A kvantummechanikai leirasban ezek a kénysze-
rek a hullamfiiggvényre kirott peremfoltételként jelentkeznek, és a kvantumos terjedés hul-
lamtulajdonsagaiban pl. a transzmisszioban rezonancidkat eredményeznek, amely a rotor
késleltetett athaladasat jelenti, azaz egy olyan csapdazddasi jelenséget, amit klasszikusan
nem tapasztalunk.

43
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Munkénknak ebben a részében lassi (,ultrahideg”) strukturalt részecske kvantumos
szorodasat vizsgaljuk vékony ernyon 1évo apertiran egy olyan esetben, amikor az apertura
nagysaga Osszemérheto a részecske kiterjedésével. Megmutatjuk, hogy ha a tomegkozép-
ponti mozgés energidja alacsonyabb vagy osszemérhet6 az elsé forgasi gerjesztett allapot
energiajaval, akkor a transzmisszios valészintiség a klasszikushoz képest dramaian vissza-
szorul [33], 34]. Ezenkivil a részecske rovid idére csapdazodhat is az apertiuraban, ahogyan
azt a transzmisszioban fo6llépd rezonancidk mutatjak.

A jelen [ fejezetben ismertetjiik a feladathoz kapcsolodé kisérleti és elméleti el6zmé-
nyeket, bemutatjuk a problémat és annak modelljét. Eredményeinket ezutan két kiilon
fejezetben targyaljuk. A kovetkezd [ fejezet alkalmas kozelitések segitségével analitikus
szamitasokkal mutatja be a rotor szorédasara vonatkozd eredményeket. Az ezt kovetod
[0] fejezet pedig a bonyolult peremfdltételek okozta nehézség kezelésére alkalmas numeri-
kus modszert mutat be, amely egyrészt reprodukalja és megerdsiti az analitikus kozelités
eredményeit, masrészt ramutat az analitikus modszer alkalmazhatosaganak korlataira, és
azokban az esetekben is eredményre vezet, amikor az analitikus kozelités mar nem miiko-

dik.

4.1. Kisérleti és elméleti el6zmények

A kvantummechanika fontos mérfoldkéve volt annak folismerése, hogy nemcsak az
elektroméagneses hullamok, hanem a nem nulla nyugalmi tomegi részecskék is hullamtulaj-
donsagokkal rendelkeznek, s ezt el6szor elektronok interferenciajaval sikeriilt demonstralni
ségi amplitudéjanak interferenciajat kimutaté Jonsson—Tonomura-féle kisérletek nyoman
valt nehezen kétségbevonhaté ténnyé. Az elektronokndl jéval nagyobb neutronokon til
az atomok, illetve molekulak esetén is megfigyelheté hullam-részecske kettdsség megnyil-
vanulasat az utobbi években mind elméleti, mind kisérleti szempontbdl szamos jelenség
kapcsan vizsgaltak. Mint ismert a részecskék hullam-szerti viselkedése akkor mutatkozik
meg, ha de Broglie hullimhosszuk 6sszemérhet6, vagy nagyobb, mint az adott akadalyt
jellemz6 karakterisztikus hossz. Ezt a hatart elérve sikertilt atomok és nagyobb molekulak
résen vagy racson vald diffrakcigjat is demonstréalni [35] 36, [37].

A korabbi elméleti munkakban jellemzoen csak a részecskék tomegkézépponti mozga-
sat vették figyelembe és a struktirat, azaz a részecske alakjat, néhany kivételtol eltekintve
elhanyagolhaténak tekintették. Ezen kivételek kozé tartozik a [38] munka, amely egy ¢ssze-
analdog médon, s amelynél a mag a céltarggyal vald kolesonhatas kovetkeztében alakval-
tozason eshet at. Kiemelnénk még Buzek és munkatéarsai cikkét, akik forgasi és rezgési
szabadsagi fokkal is rendelkezd, stkban szabadon mozgd molekula, Gauss alakt potenci-
al paron vett szordsat vizsgaltak [39]. Ez a konstrukcié mintegy modellezi a Young-féle
kétréses kisérletet. A szamitasok soran azt talaltak, hogy a belso struktura jelenléte, pon-
tosabban annak a halad6 mozgashoz valé csatolédasa lerontja a kialakulé interferencia
képet.

Az alacsony hémérsékletek fizikdjanak folyamatos fejlodése tovabbi 1j lehetdséget nyi-
tott a belsd strukturaval rendelkezé nagyobb atomi részecskék szorasanak vizsgalataban.
Az alabbi harom, mérfoldkonek szamitd, kisérletet kiilon is kiemelnénk: (i) atomos Bose-
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Einstein kondenzatumbdl [40], illetve fermionikus kondenzatumbol [41] 1étrehozott ultra-
hideg (nK hoémérsékletii) molekulak degeneralt kvantumgdzanak szepardldsa az atomos
gaztol, (ii) hélium dimerek és nagyobb klaszterek atomokon és racson vald szérasakor [42]
megfigyelhetd arnyékolasi effektus [37] és (iii) az ugynevezett Jefimov (Efimov) allapotok
(hdrom azonos bozon kotott allapotainak) 1étrehozédsa [43] alacsony hémérsékletii cézium
[44] és kalium [45], 46] atomok iitkoztetésével.

A kisérleti technologiak fejlodése lehet6vé tette, hogy részecskék apertiran vagy aperti-
ra sorozaton valo athaladasat laboratoriumban is vizsgaljak abban az esetben, amikor azok
karakterisztikus mérete Osszemérhet6 az apertiraval. Megfigyelték tobbek kozott atomok
és molekulak résen és racson vald elhajlasat és interferenciajat. Ilyen kisérletek tortén-
tek példaul Rydberg atomokkal [47] vagy hélium klaszterekkel [42]. Vizsgaltak tovabba
biomolekuldk és fullerén [48] mechanikai racsokon vald szorését is.

Ezen kisérleti eredmények fényében kézenfekvonek tekinthetd tehat a kérdés, hogy mi
a helyzet egy olyan esetben, ahol a részecske alakja is szerepet jatszhat. Mi egy kiillono-
sen egyszeri strukturalt részecske modellt vizsgalunk, amely azonban figyelemre érdemes
effektusokat mutat. Ez egy mereven forgo linearis molekula modellje, amely egy vele 6ssze-
mérhetd nagysagu aperturan halad at. Vizsgalatainkban két egymassal 6sszefiiggd kérdésre
az ilyen részecskék transzmisszidjara és csapdazodasara fogunk koncentrélni.

4.1.1. Transzmisszio

Ha egy ilyen folyamatot, amelynek sordn a részecske athalad egy apertiran leegysze-
risitve klasszikusan szeretnénk értelmezni, akkor is figyelembe kell venniink a részecske
alakjat és térbeli helyzetét az apertirahoz képest. Hiszen nytjtott alaki merev test klasszi-
kusan csak tugy férhet kozvetleniil at egy méreténél kisebb résen, ha megfelel6 iranyban
all.

Kicsiny objektumok mozgéasa esetén, ahol mar a kvantummechanika szabalyai érvénye-
sek, egy hasonlo6 taldlkozas kimenete jelentosen eltérhet a klasszikus trajektéridk alapjan
josoltaktol. A kvantumelméletben egy forogni képes objektum megfelel6 helyezkedéssel va-
16 atcsusszanasa az apertiran Osszefonodast hoz létre az orientaciot és a haladd mozgast
leir6 szabadsagi fokok kozott. Mindeddig a kapcsol6do kisérleti vizsgdlatok [43] [49] csak
apro valtozasokat észleltek a transzmisszios valdszintiségben, amelyeket ilyen kvantumos
effektusoknak tulajdonitottak. Amint azt dolgozatunkban megmutatjuk a szabadsagi fo-
kok ezen Osszefonddasa rezonancidkat okoz és akar a részecskék teljes visszaverddése is
lehetséges [A4, [AD].

4.1.2. Csapdazodas

Egy részecske csapdazodasat klasszikusan altalaban valamilyen vonzé erének tulajdo-
nitjuk. A kvantummechanika azonban maédositja ezt az elképzelést, a klasszikusan konti-
nuum szamossagu lehetséges energiakat megszamlalhatéan végtelenné téve, mig taszito
potencidlok esetében az &allapotok a kvantummechanikdban is kontinuum szamossagu-
ak. Erdekes azonban, amint azt Neumann Jénos és Wigner Jens 1929-ben megmutatta
[50], hogy ez még taszité potencidl esetében sincs mindig igy. Egy olyan teljesen taszité
gombszimmetrikus potencidlgat is rendelkezik kotott allapottal, amely novekvo tavolsag-
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gal gyorsan tart a minusz végtelenbe annak ellenére, hogy nincs egy masodik potencialgat,
amely klasszikusan biztositana a lokalizaciot.

Hasonlo, a részecske hulldmtermészetébdl eredeztethetd, kotott allapotok jelennek meg
olyan lépcsés potencidl esetén, amely a tavolsag novelésével 1épcsdzetesen tart a minusz
végtelenbe. Amikor a lépcséfokok magassaganak és szélességének az aranya egy megfelel6
érték, akkor a lépesofokok széleirdl visszaver6dd kimend hullamok destruktiv interferenci-
aja jon létre, ami egy ,kot6” effektust eredményez [51) 52] 53].

Mindkét emlitett példa haromdimenzidés gombszimmetrikus potencidlokra vonatkozott
[54]. Azonban akar mér két dimenzidban is elédllhat olyan eset, hogy a klasszikusan ko-
tott allapottal nem rendelkezo rendszernek kvantumosan mar van ilyen allapota. Példaul
egy atom vagy egy elektron mozgasat olyan csatornara korlatozva, amely elagazast vagy
meroleges keresztezést tartalmaz, a részecskéknek lesz az eldgazéas kornyékén lokalizalt ko-
tott dllapota. Ilyen allapotok megjelennek harom [55), vagy négy [56] kidgazast tartalmazé
keresztezéseknél is; és mindezt sikertilt kisérletileg is megvaldsitani [57, [58].

Szintén kotott dllapotok jelenhetnek meg egy meghajlitott hullimvezetdben [59) 60,
61, 62] (kisérleti igazolas a [63]-ban) vagy egy olyan csatorndban, amelynek fodrozo-
d6/hullamos a fala [64]. Tlyen szokatlan kotott allapotokkal kapcesolatos néhany tovabbi
megfontolds talalhaté [65]-ben, mig az utébbi idok kisérleteivel kapcsolatban ldsd [66]-ot.

Ezekben a példakban a ,kotés” az egynél tobb dimenziéban bekdvetkezo interferencia
kovetkezménye, amit agy is értelmezhetiink mint a kiilonboz6 irdnyokban terjedd hulla-
moknak a peremfoltétel miatti dsszecsatolodasa. Ebben az értelemben a klasszikus mecha-
nikai kényszereket leir6 d’Alembert elv kvantumos dltalanositdsardl van sz6 [67, 68, [69)].
Amikor a perem hirtelen valtozik, mint példaul egy éles sarokndl, akkor a szoras soran
méasodlagos hullimok keletkeznek, amelyeket nem lehet elhanyagolni [70, [71]. Amikor a
valtozas sima és lassu, azaz adiabatikus, egy effektiv potencial segitségével alacsonyabb
dimenziéssa tehetjiik a problémat [59) 60, [61]. A rotor apertiran valé szérdsanak tanulma-
nyozasa soran az utobbi megkozelitést alkalmazzuk. A transzlaciés és a forgési szabadsagi
fokot az apertura bonyolult médon 6sszefonja, amit a tomegkdzéppont mozgasara hato
effektiv potenciallal tudunk részben figyelembe venni.

Az effektus, amelyet az aldbbiakban targyalunk hasonlé a kétdimenzids hullamveze-
tokben terjed6 hullamok esetén tapasztaltakhoz, amikor a vezeté mentén a falak tavolsaga
adiabatikusan valtozik. Ebben az esetben a longitudinalis és a transzverzalis mozgas 0ssze-
csatolodik. Ahol pedig a hullamvezet6 kiszélesedik majd ismét visszanyeri eredeti szélessé-
gét, a longitudindlis mozgast jellemzo effektiv vonzé potencial kotott allapotok létrejottét
is megengedi [34]. Hasonléan, ahol a hulldmvezetd el6bb ésszesziikiil majd djra kiszélesedik
egy taszité potencidlhegy keletkezik, amelyen a részecskének at kell alagutaznia.

Egy mozgd vonatkoztatasi rendszerben a hullamvezetd valtozd szélessége ugy is ér-
telmezhetd mint a korlatozé falak tdvolsdganak idébeli valtozésa. Igy tehdt egy olyan
dobozba zart részecske problémajahoz jutunk, ahol a korlatozo falak tavolsaga idében val-
tozik [72,[73]. Egy ilyen jellegii idéfiiggés olyan fazistolast hoz létre, amelyet neutronszorasi
kisérletekben is megfigyeltek [74].
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4.2. Klasszikus elnytujtott részecskék

Munkankban egy leegyszertsitett kétdimenziés forgé molekula modellt vizsgalunk. A
merev de iranyithaté belso struktiraval rendelkezé részecske egy vékony ernyén 1é6vo résen
szorodik. Tehéat egy M tomegli merev rotort tekintiink, amelynek témege szimmetrikusan
oszlik el hossziisaga (2a) mentén, azaz a tehetetlenségi nyomatéka

M = M x (ka)?. (4.1)

Itt bevezettiik a dimenziétlan k tomegeloszlas paramétert, amely egyenl6 1-gyel egy silyzd
modellel leirhaté kétatomos molekula esetén, illetve 1/ v/3-nak adédik egy homogén ridra.

Az egyszeriiség miatt arra az esetre szoritkozunk, amikor a tomegkoézéppont csak az
apertira szimmetriatengelye mentén mozoghat, ez az = tengely. Az x = 0-ban talalhato
rés 2b széles és mer6leges az x tengelyre, ahogy azt a[d.1] dbra illusztralja.

4.1. abra. A szimmetrikus rotor geometriai elhelyezkedése a vékony ernyén 1évé réshez
képest. A 2a hosszisagu rotor tomegkozéppontja csak az x tengely mentén mozoghat a 2b
szélességli rés felé, amely az x = 0 sikban helyezkedik el. A rotor csak az ernyore meréleges
sikban — az abra sikjaban — mozoghat. A rotor forgasat jellemzo ¢ szoget az = tengelytol
mérjik. Ezen az dbran b/a = 0.5.

4.2.1. A klasszikus Hamilton-fiiggvény

A rendszernek két szabadséagi foka van: A tomegkozéppont haladé mozgasa, amit az x
helykoordinata és a hozza tartozé p, impulzus ir le, illetve a forgasi szabadsagi fok, amit
a  sz0g és a kapcsolédd p, impulzusnyomaték jellemez. A rendszer Hamilton-figgvénye

_ PP
2M  2M’
fliggetlen az x hely és ¢ szog valtozoktol.

A mechanikai probléma egy konkrét megoldasahoz a kezdeti foltételek megadasara is
szitkség van. Azaz a t — —oo id6pontban, amikor a rotor még tavol van az aperturatol,
meg kell adnunk a tomegkozéppont x helyét és p, impulzusat, tovabba definidlnunk kell a
forgas g kezdeti szogét és a kezdeti impulzusnyomatékat.

(4.2)
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4.2. abra. Geometriai kapcsolat a tomegkozéppont = helye és a megengedett forgasi
szogek kozott, harom jellemzo esetben. Itt az apertira méret per rotorhossz aranyt, azaz
a ¢ paramétert ¢ = 0.5-nek valasztottuk. (a) A rotor geometridja amikor éppen eléri a
rés szélét. Ez a helyzet definidlja azt a kritikus tavolsagot, az z. := va? — b*-t, ahonnan
érzédik a rés hatdsa. Innentél kezdve a rotor forgasa akaddlyozott. (b) Az apertirdhoz
még kozelebb esd részen, |x| < z. két megengedett szogtartomany van. A résen athaladé
rotorok szoge a 0 koriili 2a® (z) széles intervallumra korlatozédik, ezt kék satirozas jeldli.
Az erny6rol visszaver6dd rotorok szoge pedig a 7/2 koril szimmetrikusan elhelyezkedd
20" (z) széles tartomanyba eshet, amit piros satirozas jelol. Az dbran az x = 0.43 a esetet
abrazoltuk. (c¢) A rotor geometridja © = 0-ban, azaz a rés kozepén. Itt a visszavert rotorok
szdmara elérhetd szogtartomany — a(”(0) = 0-val ésszhangban— elttinik. Mivel rés fala
végteleniil vékony a rotor tetszéleges szogben allhat, ahogy ez a®(0) = m/2-bél is latszik,
de teljesen korbefordulni nem tud.

4.2.2. Klasszikus kényszerek

A klasszikus lefrasban az erny6 és a rajta 1évé rés a mozgast akadalyozd kényszerként
jelentkezik, melynek hatésara a rotor szamara elérhetd forgasi szogtartomany besziikiil.
A rotor szabadon mozoghat amig tomegkozéppontjanak erny6tol vett tavolsaga nagyobb,
mint az

T.:=Va2 -0 =avl—c% a>Db, (4.3)

kritikus tavolsdg. Ahogyan a tomegkozéppont kozelebb keriil az apertirahoz, a rotor mar
nem tud szabadon korbefordulni, ezt a [£.2] dbra is mutatja, néhany kivélasztott esetben.
Megjegyezziik, hogy . csak az a > b esetben definialt; ha b > a akkor a részecske szabadon
athalad a résen.

A formuldban bevezettiik az apertira méret per rotorhossz aranyt:

ci=—, (4.4)

amely paraméter fontos szerepet fog jatszani a késébbiekben.
Egy klasszikus rotor csak akkor juthat 4t a résen (transzmisszid), ha az = tengellyel
vett hajlasszoge az © = —z, kritikus tévolsdgban a [—ae, «.] intervallumba esik, ahol a

kritikus szog
b c
Q. := arctan — = arctan ————= = arctan ——. (4.5)
T a? — b2 1—¢?
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Minden maés hajlasszog esetén a klasszikus rotor visszaverddik.

Mikézben a rotor az |z| < x. tartomanyban van, azaz halad &t az apertiran, a szamara
elérhetd szogtartomany besziikiil. Erre a tartomanyra a késobbiekben Kélcsonhatasi régio
néven fogunk hivatkozni. Egyszeri geometriai okoskodassal lathato, hogy a transzmisszié
soran elérheto forgasi szog

o] < ¥ (), ahol a®(z) := arctan |:Eb| (4.6)

Szintén egyszertien adddik a visszaver6dd részecskék szaméra egy adott z helyen megen-
gedett szogtartomany

‘(p — 72r‘ < a(z), ahol a("(x) := arcsin @. (4.7)

a®)(x) és m/2—a"(z) kézott nincs megengedett szog, ahogyan azt a . abra is mutatja.

(a) (b) (¢)
Ty ¥ 82 7
r
T2 } RO e
t
Y of 1204“) 1
P ...
Ll T |
—Te O Te
X

4.3. dbra. Geometriailag megengedett (piros és kék), illetve tiltott (sotét sziirke) forgdsi
szogtartomanyok az |x| < z. kolesonhatasi régioban, ¢ = 0.5 és k = 1 paraméter értékek
esetén. A piros rész a visszaver6dd (r), mig a kék rész az athaladé6 (t) részecskékre vo-
natozik. Klasszikusan az r < —x, oldalrdl érkezd rotor athalad, vagy visszaverddik attol
fiiggben, hogy az z tengellyel vett hajlasszoge az © = —x. kritikus tavolsdgban a kék (),
vagy a piros (r) tartomédnyba esik. Egy adott x helyen a megengedett szogtartomanyok
szélessége az athaladd és visszavert részecskékre rendre 2a® (z) alapjan és 2a("(z)
alapjan. A [4.2] dbra (a), (b) és (c) specidlis helyzeteihez tartozé helykoordindtékat
a keret tetején jeloltiik .

4.2.3. Klasszikus atmeneti valosziniiség

Ahhoz hogy 6ssze tudjuk hasonlitani a klasszikus és kvantummechanikai szoras kozti

A
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rotorok sokasagat képzeljiik el. Mivel a forgast semmi sem korlatozza ha a rotor messze
van az erny6tdl, a p, = 0 kezdeti foltételbdl kovetkezik, hogy az E kezdeti energia csak
a transzlacids mozgas kinetikus energidjat tartalmazza. Tehat olyan rotor sokasagot kép-
zeliink el, amelyben a részecskék tomegkozéppontja az E kezdeti energia altal megadott
sebességgel mozog az x tengely mentén, mikozben tetszoleges szogben hajlik az x ten-
gelyhez képest. A lehetséges hajlasszogek pedig egyenletesen oszlanak el a megengedett
[—7/2,7/2] intervallumban.

A klasszikus megfontolasokat azzal zarjuk, hogy a font vazolt esetben meghatarozzuk
a transzmisszié valoszinliségét. Az egyenletes szogeloszlassal az ernyohoz érkezé nem for-
g6 részecskesokasaghol pontosan azok jutnak at az aperturan, amelyek ¢ hajlasszoge a
[—a, a.) intervallumba esik. Az Gsszes tobbi rotor szitkségképpen visszaverddik. A klasszi-
kus transzmisszios valdszinliséget az athaladé rotorok és a beesé rotorok szamanak aranya
hatarozza meg, amely az egyenletes eloszlas miatt az alabbi moédon szamolhato

transzmisszidét megengedod rotor hajlasszogek

Osszes lehetséges rotor hajlasszog

Az altalunk elképzelt szimmetrikus rotor esetén, a fizikai rendszer nem valtozik meg, ha
a részecskét m szogel elforgatjuk. Igy 1| nevezdjében m szerepel. A —b61 pedig azt
talaljuk, hogy a szamlalo, azaz a klasszikus transzmissziot biztositd szogtartomany hossza
2a,.. Tehat a keresett valoszintiség
2a 2 c 2
T = =~ = Zarctan ——— = = arcsin (¢) . 4.9
= . (¢) (4.9)
Hataresetben, ha az apertira b mérete megkozeliti a rotor a hosszat, azaz ¢ — 1, akkor
e — /2 és igy T — 1, vagyis minden rotor atmegy, ahogyan azt el is varjuk.
Figyeljik meg, hogy ez a klasszikus atmeneti valoszinliség csak a rotor és az apertura

« /oy

fogjuk vizsgdlni, hogy ez a valdszinliség hogyan modosul a kvantumos lefras soran.

4.3. Belso strukturaval rendelkezo kvantumos részecs-
ke

Az elobbi klasszikus megfontolasok a rotor szorédasardl a vékony ernyon 1évo résen
csak geometriai jellemzoket tartalmaztak. A folyamat egyediil a rotor a hosszatol és az
apertira b méretétdl, pontosabban a ¢ := b/a apertira méret per rotorhossz aranytol fiigg
és a geometriai megfontolasokban a x tomegeloszlas paraméter (4.1]) nem jatszott szerepet.
Ennek az az oka, hogy olyan beérkezo rotorokat foltételeztiink, amelyek az erny6tol tavol
nem forognak. Tehét a klasszikus p, impulzusnyomaték eltiinik, igy a Hamilton-fiiggvény
forgasra vonatkozd része — amely az 1/ M tényezén keresztiil tartalmazza a k-t — sem
jatszik szerepet a mozgas alakitasaban.

Ezzel ellentétben a kvantummechanikai leiras soran a x paraméter is befolyasolja a
szorasi folyamatot még abban az esetben is, ha foltételezziik, hogy az akadéalyhoz érke-
70 részecskék nem forognak. Az a hosszisag ugyan mond valamit a részecske méretérdl,
de nem irja le teljesen a réssel kolcsonhatd részecske kiterjedését. Gondoljunk példaul
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egy kétatomos molekulara, melynek tomege a két atommagban 6sszpontosul, mikoézben a
molekula val6di méretét az elektronok eloszlasa irja le.

4.3.1. A kvantum rotor

Kvantummechanikai modelliink egy szimmetrikus merev rotor. Tehat megengedjiik a
rendszer forgasat, de eltekintiink az alkotoelemek rezgésétdl, ami novelné a probléma di-
menziodjat. Bz a kozelités mindaddig jo, amig a kezdeti mozgasi energia joval alacsonyabb
az elso gerjesztett rezgési dllapot energidjanal. Figyelembe véve, hogy a rezgési allapotok
gerjesztéséhez lényegesen nagyobb energia kell, mint a forgasi allapotok gerjesztéséhez, az
alacsony energiaji tartomanyban a merev rotor modell értelmes.

A Kklasszikus atmeneti valoszintiséggel valé Osszehasonlitas soran majd foltételezziik,
hogy az akadalyhoz érkezé részecskék a forgas szempontjabél alapallapotban vannak.

A Hamilton-operator

Kvantummechanikaban a klasszikus Hamilton-fiiggvénybol szarmaztathaté Hamilton-
operator irja le a mozgast. A rendszer |Ug) energia-sajatallapotait a

H|Vp) = E|Vg) (4.10)

idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet hatarozza meg. Koordinata-reprezentacioban ez az egyen-
let az = és ¢ koordindtékkal jellemzett rotor (x,¢ | V) := Vg(z,p) hullamfiggvényére
vonatkozo differencidlegyenletté alakul. A H Hamilton-operédtor a klasszikus Hamilton-
fiiggvény kifejezésébdl szdrmaztathato gy, hogy a klasszikus p, és p, impulzusokat
rendre helyettesitjiikk az —ihd/0z és —ihd /0y differencidloperatorokkal.
Ennek eredményeként egy adott energiaju rotor mozgasat az alabbi parcidlis differen-
cidlegyenlet irja le
n* o2 n* o2
20 022 T 2M D2

Ez az x és ¢ valtozoktol fliged Ve(z, ) figgvényre vonatkozd kétdimenzids Helmholtz
egyenlet, amit ki kell még egésziteniink a modellproblémahoz illeszked6 peremfoltételekkel.
A klasszikus mechanikai kényszerek éppen ezekben a peremfoltételekben fognak megjelenni
a kvantumos leirds soran.

+E| VYg(z,0)=0. (4.11)

Dimenzidtlanitott és atskaldzott valtozok

Egyszertibben kezelheté dimenzidtlanitott sajatérték-egyenlethez jutunk és a relevans
paraméterek beazonositdsaban is segit, ha elvégezziik az alabbi valtozo cseréket és atska-
lazasokat. Mérjiikk a bejovo rotor E energiajat

h2
Ey = —F— 4.12
O 2M(ka)? (4.12)

egységekben, és ennek megfelelen legyen a dimenzidtlan energia

e = E/E,. (4.13)
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Vezessiik be tovabba az s dimenzidtlanitott tomegkdzépponti koordinatat az
s :=x/(ka) (4.14)

definiciéval. Ezekben az egységekben a (4.11) energiasajatérték-egyenlet alakja leegysze-
risodik,

0? 0?
[w + 87(,02 + 8] \IJE(S, gO) = 0. (415)
Az s koordinata bevezetése nyoman a kritikus tavolsag
1
Se =—V1—c? (4.16)
K

kifejezésében megjelenik a ¢ := b/a apertira méret per rotorhossz arany és a k tomegelosz-
las paraméter. A geometriai kényszert leird kifejezések pedig ekkor a kovetkezok lesznek:
a transzmisszié soran elérhetd (4.6) szogtartomany

I < a®(s), ahol a'!(s) := arctan ’C|, (4.17)
Kls
mig a reflexié soran elérhetd (4.7)) szogtartomany
T :
‘gp - 2‘ < a(s), ahol a'")(s) := arcsin (k|s|) . (4.18)

A geometriai helyzet szempontjabdl tehat ¢ és k a relevans paraméterek.

Forgasi kényszerek mint kvantumos peremfoéltételek

Kolesonhatési régié (7)

7T/2 _________ i _2_0;(;)""' ___________ T
0 S ., £ oo
/ —Se¢ 0 Se

4.4. dbra. Geometriailag megengedett (piros és kék), illetve tiltott (sotét sziirke) forgasi
szogtartomanyok az |s| < s. kolesonhatési régidban, ¢ = 0.5 és k = 1 paraméter érté-
kek esetén. A piros rész a visszaver6dd (r), mig a kék rész az athaladé (t) részecskékre
vonatozik. Egy adott s helyen a megengedett szogtartomanyok szélessége az athalado és
visszavert részecskékre rendre 2a/?(s) alapjan és 2a("(s) (4.18) alapjan.

A abran vazoltuk az adott tomegkozépponti koordinatanal elérhet6 ¢ szogtarto-
ményt, amit a mar dimenziétlanitott esetben a (4.17)) és (4.18)) formuldk hataroznak meg.
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A —s. < s < s, tartomanyt a tovabbiakban kdlcsdnhatdsi régionak nevezziik, és roviden
Z-vel jeloljiik. Ebben a tartomanyban a kényszeres mozgast és az s és ¢ valtozok ebbol
adodé Osszefonddéasat a hullamfiiggvényre kirdtt peremfoltételek segitségével foglaljuk bele
a kvantummechanikai leirasba. Azzal a természetes kikotéssel éliink, hogy a hullamfigg-
vénynek el kell tiinnie a geometriailag megengedett régié hatdrdan — amit a[.4 dbrén piros
vonal jelez — és nullanak kell lennie azon kiviil.

W(s, ) ha fp— 3| <al(s)
U.(s,0) =4 UD(s,0) ha |p| <aB(s) : ahol —s. <s <s,. (4.19)
0 kiilonben

Az apertiran athaladni képes részecskékre vonatkozé () régié hataran tehat
T (s, 0 = +aP(s)) =0, mikozben — s, < s <s,. (4.20)
Ha a szoget az y tengelytol mérjiik, azaz elvégezziik az alabbi valtozé eltolast

(4.21)

akkor a fonti (4.20]) foltétellel formailag megegyezik az ernyé feliletérdl visszaverédd ré-
szecskékre (1) vonatkozo foltétel

U(s,5=+a(s)) =0,  mikézben — s, < s < s.. (4.22)

Tehat egy ilyen eltolast alkalmazva, a késobbi szamitasok soran egyititt tudjuk kezelni a
két esetet.

A forgasi szimmetria hatasa

Foltételezésiink szerint a rotor szimmetrikus, igy egy 7 szogi forgatas nincs hatassal
a fizikai rendszerre. Ez a U, energia-sajatfiiggvényekre vonatozdan az alabbi szimmetria-
megkotést jelenti

A

F(m)We(s, @) =V (s,p+7m) =LV (s,9) ahol — o0 < s < 0. (4.23)

Tehat az energia-sajatfiiggvények Hilbert tere szétesik egy szimmetrikus (+) és egy anti-
szimmetrikus (—) altér direkt osszegére. A abran ezt a 7 szerinti periodicitast szag-
gatott kék vonalakkal jeloljiik.

A szabadon forgé rotor

Az T kolesonhatasi région kiviil a rotort nem befolydsolja az apertira korlatozé hatésa,
igy a (4.15) sajatérték-egyenlet megoldasat kereshetjik W.(s, p) = w,(i)(s) Om(p) szorzat
alakban. A kétdimenziés Schrodinger-egyenlet ekkor két darab egydimenzids egyenletté
szeparalddik

O U(s)=0 & O o bm(p) =0 (4.24)
882 m km - 8@2 m m{¥) =Y, :
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mikozben az e energiasajatérték a transzlacios és a forgasi energia Osszege:
1.2 (rot)
e=k,, +e;,7". (4.25)

A forgast leird ¢,,(¢) hullamfiggvény (4.23) alapjan vagy m periodikus, vagy egy ,,—"
elojelet kap, ha a rendszert m-vel elforgatjuk. Tovabbi vizsgalataink soran a szimmetrikus
altéren dolgozunk, azaz

Pm(p + ) = (). (4.26)

Ebbdl adéddan az exponencialis fliggvényként adédd megoldasokban paros kitevo szerepel:
1 .

Pm(p) = —= ¢ 57(;‘”) = 4m?, ahol m € 7Z. (4.27)

N

Ezek a fuggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak a [—7/2,7/2] intervallumon pe-

riodikus hatarfoltétel mellett értelmezett fiiggvények terén. (Az ﬁ faktor biztositja a

normaltsagot.)

G 16m) = [ dp6(@)0n(0) = b1 (4.28)

—7/2
Az T kélcsonhatdsi régiotol tdvol a transzlaciot

Y (s) = etk (4.29)

stkhulldm megolddsok irjak le, ahol egy adott € bejové energian adott m-mel jellemzett

forgési allapot esetén a
km = Ve — 4m? (4.30)

hullamszdmnak valosnak kell lennie. Tehat adott € bejovo energia esetén korlatozott szamu
haladé moédus létezik. A (4.30)) szerint a lehetséges m6dusok indexei a kovetkezbek:

m = —mg,--- 0,---gmy, ahol mg := [2/2]. (4.31)

Igy Gsszesen 2mg + 1 haladé médus lehetséges. A | | talpas zar6jel az egészrész képzést
jeloli.

A sikhullam megoldasok mellett azonban vannak ezponencidlisan lecsengd megolddsok
is, amelyeket a Z kélcsonhatdsi régio kozelében mar nem hanyagolhatunk el. Ezt formalisan
ugy vessziik figyelembe, hogy a fiiggvényben az my-nal nagyobb indexekre a képzetes

km =iV4m? — e (4.32)

hullamszamokat is megengedjiik megfeleld el6jellel. Tehét ebben az esetben a megoldasokat

indexel6 m tetszoleges egész értéket folvehet. A valdszintiségi amplituddkat pedig tgy kell

megvalasztanunk, hogy a régié adott oldalan csak lecsengd exponencialisok szerepeljenek.
Egy tetszoleges energia-sajatfiiggvény és a megfelel6 folytonos energia-sajatérték igy

V(s,0) = > (che®™ + e ™) onp); €= k2, +4m?, (4.33)

alaku, figyelembe véve, hogy az m > mg és m < —my indexekre

{ha s < —s, (bal oldal), akkor ¢} =0 (4.34)

ha s > s. (jobb oldal), akkor ¢, =0.
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4.3.2. A kvantummechanikai szérasi probléma

A rotor aperturaval valé kolesonhatasat egy kvdzi-egydimenzios staciondrius szordsi
problémaként [75] targyaljuk. A rotor Hamilton-fiiggvénye két kinetikus energia tag
Osszege, melyek kozil az els6 a transzlaciot irja le, mig a méasodik a forgast jellemzi. Az
erny6tol tévol a részecske szabad azaz a két Szabadségi fok nem csatolédik ('jssze igy a
tekmtheto.

A balrdl fix e energiaval érkezo részecske a abran lathaté akadallyal talalja szembe
magat és azon szérodik. A sikhulldm médusok altal képviselt valoszintiségi aram egy része
atjut az akadédlyon, mig egy masik része visszavert hullimként jelentkezik a bal oldalon.
Ezt a viselkedést a matematikai leirasban két tovabbi — W.-re az aszimptotikusan tavoli
régioban érvényes — peremfoltétellel biztositjuk.

Az aszimptotikusan szabad tartomanyok

A balrél bejovo hullam az adott energian lehetséges energia-sajatfiiggvények linearis
kombinacidjaként irhato fol

(s, ) Z Cm €77 B (). (4.35)

m=—mg

Itt a ¢, komplex értékii valoszinliségi amplitidok fejezik ki a transzlaciés és a forgasi
szabadsagi fokok Osszefonodasat.

A T kolesonhatasi régiétol tavol, a bal oldalon a stacionarius megoldés a (4.35) mdédon
adott bejové hullam és a visszavert (reflektalt) hullam Gsszegeként irhaté {6l

mo

V(s o) = Y (eme™™ +rpe ™) 6 (). (4.36)

m=—mg

A kolesonhatési régiotol tavol, a jobb oldalon jelenik meg az atengedett (transzmittélt)
hullam
Ul(s, ) Z o () (4.37)
m=—mgo

Az aszimptotikus hullamfiiggvény alak, vagyis az r,, és t,, egyltthatok ismeretében kisza-
mithaté a szorast jellemzo transzmisszio és reflexio:

Mok 2 0 o K |7 |
T(e) = Zn=—mo ™ ™ bs  R(e) ==m=—me M T
©) Zﬁoz—mo K| cm? © Zzi_mo K| Cm?

(4.38)

Ezek a mennyiségek az adott keresztmetszeten atengedett, illetve visszavert valdsziniiségi
aramot adjak meg az 0sszes bemend aramhoz viszonyitva, és fiiggenek az ¢ energiatol egy-
részt az r, és t,, valésziniiségi amplitidékon, masrészt a k,, hullamszamokon keresztiil. A
T'(e) transzmisszio a klasszikus 7! atmeneti val6sziniiség kvantumos megfelel§jeként
értelmezheto.
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Kapcsolat a szabad régidok kozott: az S-matrix

A bejové ¢, amplitudok és a kimend r,, és t,,, amplitudok kozotti linearis kapcsolatot
az S-matrixszal szokas megadni:

rm =Sk ¢, és tm =Y S, (4.39)
ahol az L és R jelolés a Z-t0l tavoli, jobb és bal oldali régidkra utal. Tehat ahhoz, hogy ki-
szamitsuk a (4.38)) transzmissziét tetszéleges c,-ek, azaz tetszéleges bejové hullam esetén,
sziikségiink van az S-matrix SY* és SEL blokkjara.

Az el6z6 (4.39)) definiciot kompaktabb, blokk-métrixos alakban is folirhatjuk

i [5]- (o)

ahol SRt = SEL ¢g S — SRL 3 jobb és bal oldal folcserélhetésége miatt.

Az irodalomban gyakran eléfordul az itt hasznalt S-matrix egy moédositott de-
finicidja is, amely a bejové és a kimend flurusok (valdszintiségi dram amplitidok) kozotti
linearis Osszefiiggést irja le. Ez utébbit S'-vel jelolve a két méatrix elemei kozott a hullam-
szamokkal valé atskalazas teremt kapcsolatot:

SPa = SPd ﬁ (4.41)
km
Tehat egy egydimenzids (igy egymddusi) szérasi probléménal a két definicié egybeesik.
A fontebb vazolt tobb mdédusfiiggvényt is megkivand kétdimenzids esetben azonban mar
modusonkét mas és mas a hullamszam, igy a két matrix valoban kiilonbozik.
Megjegyezziik tovabba, hogy a valdszintiségi aram megmaradasa miatt ez a modositott
szorasi matrix unitér, azaz

S () =1. (4.42)

4.4. Osszefoglalas

Leegyszertisitett kétdimenzios forgd molekula modelliinkbél kiindulva a klasszikus kény-
szereket a hullamfiiggvényre kirétt kvantumos peremfoltételekké fogalmaztuk at, igy egy
kvdzi eqydimenzios szorasi problémahoz jutottunk. A szabad részeken a forgas szempont-
jabol periodikus peremfoltételek kovetkeztében a forgasra vonatkozd megoldasfiiggvények
spektruma diszkrét. Egy-egy ilyen diszkrét modusra az aszimptotikus fiiggvényalak olyan
mint az egydimenzios szérasproblémaknal, de természetesen a kiillonb6z6 modusok sikhul-
lamai szérodhatnak egymasba. A szabad részeknek tehat ugynevezett , drotok” felelnek
kolcsonhatas kovetkeztében azutan az ezen drotok kiillonbozé modusaiban 1évé sikhulla-
mok szérdédnak egymasba, és feladatunk éppen az, hogy a létrejovo ,,egymasbaszérodast”
az S-matrixon keresztiil meghatarozzuk.

A jelzett feladatot két moédszerrel is megoldjuk. Az [ fejezetben egy kozelité anali-
tikus eljarast alkalmazunk, mig a [0 fejezetben egy Green-figgvényes technikédn alapuld
numerikus maédszert hasznalunk.



5. fejezet

Forgé molekula problémajanak
megoldasa analitikus kozelitéssel

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetben leirt aperturan athaladé forgd molekula modell
kvantummechanikai szorasi problémajanak (lasd am. alszakaszban) egy lehetséges ana-
litikus megoldasat mutatjuk be. A kolesonhatasi régiora ugy tekintiink mint egy valtozo
méretli dobozra, igy a hullamfiiggvényt a doboz méretét kovetd szinuszfiiggvények segitsé-
gével irjuk fol. Ezt a megoldédsalakot folhasznélva kiirjuk az energiasajatérték egyenletbol
a transzlaciot leiro kifejtési egyiitthatokra kovetkezo csatolt differencialegyenlet-rendszert.
Ebben az egyenletrendszerben azutan alacsony energiat foltételezve a forgasi és a transz-
lacios szabadsagi fokot Osszecsatold tagok kozil csak a diagondlisakat hagyjuk meg (adi-
abatikus kozelités).

Ez a kozelités szétcsatolja az egyes szinuszos médusok valdszintiségi amplituddira vo-
natkozé egyenletrendszert, a peremfoltétel hatasa pedig egy effektiv potencialként jelent-
kezik a szétcsatolt egyenletekben. A fejezet tovabbi részében az effektiv potencialokat
részletesen elemezziik, majd nem forgd bejovo részecskék sokasagat foltételezve elvégezziik
a kapott hullamfiiggvények illesztését, igy megkapjuk a keresett transzmissziét az ener-
gia fiiggvényében. A fejezet hatralévo részében a geometriai szitudciot leird paraméterek
fliggvényében vizsgaljuk az alacsony energian a transzmisszioban lehetséges rezonancia-
kat. Ezen rezonancidk energidajara az effektiv potencidlokhoz illesztett fiktiv oszcillator
potencial segitségével egy a geometriai paraméterektol fliggd kozelité formulat is adunk.

5.1. Egy analitikus kozelités

Amikor a rotor eléri a[£.4) abran bemutatott —s. < s < s, kolesonhatdsi régiot, a teljes
korbefordulds méar nem lehetséges, miikodésbe 1épnek a [4.3.1] alszakaszban részletezett
kényszerek. Ezeket a kényszereket a hullamfiiggvényre kirétt peremfoltételekkel vessziik
figyelembe, amelyek az s és ¢ valtozok Osszefonédasahoz vezetnek. A matematikai leiras a
¢ valtozo megfeleld eltolasdval teljesen analdg a (t) (4.20) és (r) (4.22)) tartoményon, ahol a
klasszikusan megengedett szogtartoményokat az ¥ (s) (4.17) és o' (s) (4.18) figgvények
hatarozzak meg.

Vizsgéljuk meg el6szor a problémat a peremfoltételt meghatarozé tetszoleges afs) fiige-
vény esetén. Itt az a(s)-rél foltessziik, hogy a [—s., s.] tartomanyon folytonosan differen-

57



58 FORGO MOLEKULA PROBLEMAJA ANALITIKUS KOZELITESSEL

cialhaté figgvénye s-nek. Tehat a energia-sajatérték egyenlet megoldasait keresve a
U (s, ) sajatfiiggvényekre el6irjuk, hogy a klasszikusan megengedett régié hataran tiin-
jenek el, azaz

U (s, = za(s)) =0, (5.1)

mig a || < a(s) tartomanyon kiviil definicié szerint nullanak vessziik &ket.

A kovetkezdkben az peremfoltételt alapjan a tomegkozépponti koordinatara vo-
natkozé csatolt differencidlegyenlet-rendszert vezetiink le. A csatolas a tomegkdzépponti
koordinatatol fiiggd, a peremfoltételt meghatarozé a(s) figgvényen keresztiil valésul meg.

5.1.1. Altalanos egyenlet a médusokra

A kolesonhatasi régiora gy tekintiink tehat mint egy valtozé méretii dobozra, amely
minden egyes s-re éppen |p| < a(s) méretii. Ennek a nézépontnak megfeleléen a hul-
lamfiggvényt a doboz méretét kovetd szinuszfiiggvények segitségével irjuk fol, és a
megoldast az alabbi alakban keressiik:

an Xn 907 ( )]7 (5'2)

ahol
1 )
Xn [0, a(s)] = B si l

(5.3)

2a(s)

nm (w+a(8))]

Az Osszegben szereplo egyes tagokra mint a problémaban szereplé médusokra foguk
hivatkozni. Lathatd, hogy a forgast leird x,, [¢, a(s)] dobozba zart részecske hullamfiggvé-
nyek kovetik a doboz méretének «(s)-el jellemzett valtozasat, tovabba ezek a fuggvények
kielégitik a

lé‘i + gl >] Xm [0, ()] = 0 (5.4)

egydimenziés egyenletet az alabbi s-t6l fiiggd energiaval

(o0 .= clro) () = (ZZE;))Z. (55)

Ezek minden egyes s esetén ortonormadltak, azaz

/a(S)) dp X s a(8)] X s (8)] = G- (5.6)

—a(s

Az eredeti ([4.15) kétdimenziés probléméban azonban, az a(s)-en keresztiil megjelend
tomegkozeppontl koordinata fiiggés miatt, a transzlacié és a forgas mar nem csatolhato
szét. Eppen arra vagyunk kivancsiak, hogy az ( . kikotést alkalmazva, milyen osszefliggés
adédik az ismeretlen v, (s) fliggvényekre.

A 1, (s)-ekre vonatkozo egyenlet levezetéséhez behelyettesitjiik az kikotést a
Schrodinger-egyenletbe. A sziikséges derivaltak kiszamitasa utan levetitjik az eredményiil
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kapott egyenletet a x, [¢, a(s)] fuggvényekre. Ily médon a ¢ fiiggést kikiiszobolve, az
aldbbi differencidlegyenlet-rendszert kapjuk a transzlaciét leiré ¢,,(s) figgvényekre:

0 R 2 +e|+
"\ ds? 2a(s)
a(s)\ d a/(s) ? a’(s)
2A,m — — Bum Apm m(s) = 0. 5.7
+ <a(s)> ds (a(s) + a(s) ¥m(s) (57)
Ahol o/(s) és o”(s) a peremfoltételt hordozéd a(s) fiiggvény derivaltjait jeloli. Az (5.7))
formula levezetést az [Ad]-ben adjuk meg. Megjegyezziik, hogy a fonti (5.7)) egyenletrend-

szerben szerepl6 A és B matrixok elemei fiiggetlenek az s-t6l, konkrét alakjukat szintén
az [Ad]-ben részletezziik.

o9
>
m=1

Ezen a ponton kiemeljik az (5.7)) egyenlet hdrom tulajdonsagat :

e A 4,, Kronecker-deltat szorzé zardjeles kifejezés egymastol figgetlen Schrodinger-
egyenletek Osszességét hatarozza meg. Ezen egyenletekben rendre megjelenik az

n?v(s) = <QZZT3)>2 — 2 (g)z la(s)] (5.8)

effektiv potencidltér, amelynek s fliggését a peremfoltételt leir6 a(s) fiiggvény haté-
rozza meg.

e A tovabbi harom tagban latjuk, hogy a peremfoltétel s koordinatatél valo fiiggése,
amely az kikotésben a x,[p, a(s)] fiiggvényeken keresztiil fejti ki hatédsét, vald-
ban 6sszecsatolja a kiilonbozd n-nekkel indexelt médusokat. Ez a helyfiiggd csatolas
az (o//a) és (o /o) tényezSkben jelenik meg.

e Ez az utébbi hiarom tag eltiinik, ha «(s) = const, és az elvarasoknak megfelelGen
megkapjuk a konstans korlatozassal vett rotor esetét, amelyben az egyes modusok
fliggetlentil terjednek.

5.1.2. A moédusokat szétcsatoldo kozelités

Nem tul gyorsan valtozo a(s) fiiggvényre elhanyagolhatjuk az a(s) derivaltjait tartal-
mazd tagokat az egyenletrendszerben. Ezzel megsziintetjiik a csatolast, és fliggetleniil
terjedd ¥, (s) transzlaciés médusokat kapunk.

Megjegyezzik, hogy a alf(s) és a ol (s) fiiggvények — a benniik szerep-
16 abszolit érték miatt — nem folytonosan differencialhatéoak. Az s = 0 pontban torést
szenvednek, ennek megfeleléen ott nem derivalhatoak. Az elsérendii derivaltakndl ugrast
kapunk s = 0-ban, a masodrendii derivalt pedig mar egy Dirac-delta fliggvényt eredmé-
nyez.

Alacsony energian azonban még mindig kiindulhatunk abbdl az intuitiv képbdl, hogy
egy ,lassan mozgb részecske nem érzékeli ezt a gyors valtozast”. Elhanyagolva az «fs)
fiiggvény hirtelen valtozasat s = 0-ban, és elhanyagolva az o//a és o’ /a hdnyadosokat,
elhagyjuk az egyenletrendszerben az egyes transzlacios modusokat 6sszekapcsold ta-
gokat, és fiiggetlen egyenletek sokasagahoz jussunk. Ebben a kozelitésben a szétcsatolt
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YY) (s) transzlaciés médusfiiggvényeket az

&2 . .
ldsg +e—n’ U(J)(S)l v (s) =0,  j=tr (5.9)

egyenlet hatarozza meg. A (4.18)) definicié szerint az ([5.8]) effektiv potencial a visszaver6dé
részecskékre

v (s) = <72T)2 [a™(s)]72 = (7;)2 [arcsin |rs]] 2, (5.10)

mig a (4.17) formula alapjan az effektiv potencidl az athaladé részecskékre

v ®(s) = (2)2 [a®(5)] % = (7;)2 larctan (JSN - (5.11)

Ne feledjiik azonban el, hogy az kifejtés csak a [—s., s.] intervallumon érvényes.
Ennek megfeleloen az effektiv egydimenziés egyenlet is csak ebben a régioban hasz-
nalhaté. Igy nem tekinthetiink ezekre a v potencidlokra gy mintha az egész [—o0, o0
intervallumon meghatarozndk a mozgast. Tehat ezek a kozelitésbdl kapott potencidlok
csak az |s| < s. régiéban haszndlhatéak a hullimfiiggvény meghatérozasara, a hatérokon
viszont mar a teljes kétdimenziés hullamfiggvényeket kell illeszteniink (lasd részletesen

az [5.1.4] alszakaszban).

5.1.3. Az effektiv potencialok tulajdonsagai

A kévetkezékben attekintjitk az eléz6 szakaszban nyert v (s) és v®(s) effektiv poten-
cidlok tulajdonsagait (5.9). A hatareseteket megvizsgalva megbizonyosodunk, hogy nem
kaptunk a fizikai intuicionknak teljesen ellentmondo egyszertisitést.

A visszaver6do részecskére vonatkozo potencial

Elséként figyeljitk meg, hogy a visszaverddd részecskékre haté v (s) effektiv potenciél
(5.10) nem fiigg explicite moédon a ¢ apertira méret per rotorhossz aranytél. Ez a para-
méter csak implicit moédon jelenik meg: megvaltoztatja a perem =s. helyét, ami
alapjan fligg a c-t0l és a k-tél is. Ennek a kovetkezményét jol mutatja az (5.1 abra, ahol a
v (s)-et abrazoltuk ¢ = 0.5 és ¢ = 0.9 esetén.

Az |s| < s. kolesonhatési régié szélén, a visszavert részecskékre vonatkozo potencidlgét
magassaga fiiggetlen a k tomegeloszlas paramétertol:

™\ 2 -2 T\ 2 9
v (£s,) = <2> [arcsin V1-— cﬂ = (2) [arccos ¢] =, (5.12)
Ha az apertura joval kisebb mint a rotor mérete, akkor a fonti érték 1-hez tart

v (£s,) — 1, ha ¢ < 1. (5.13)

A maésik hataresetben — amikor az apertura éppen csak kisebb a rotor méreténél — azt
talaljuk, hogy a potencialgat kezdeténél

1 /m\2 1
v (ts0) ~ - (g) — hacglL (5.14)
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5.1. dbra. A v(" effektiv potencidl (félsé abra) az osszefliggés alapjan, és a v®
effektiv potenciél (alsé dbra) az alapjan. A potencialokat az atskalazott s tomegko-
zépponti koordinata fliggvényében abrazoltuk. A tomegeloszlas paraméter értéke: k = 1.
A szaggatott kék vonal a ¢ := b/a = 0.5 esetet mutatja, mig a piros vonal ¢ = 0.9-re
vonatkozik. A v(")(s) potencidl, amely az ernyére érkezé és onnan visszaverddd részecs-
kékre vonatkozik végteleniil magas akadalyt képez s = O-ban, mig a v} potencial, amely
a résen athaladé részecskékre vonatkozik, minimummal rendelkezik ugyanitt. Ne feledjiik
azonban, hogy ezek a potencidlok csak az |s| < s. (IT) tartoményban értelmesek, ahogyan
azt érzékeltettik is az abrakon szaggatott fiiggéleges vonalakkal. A tartomanyt hatarold
s. pedig fiigg a ¢ paramétertol.

Ez az érték minden hataron tul novekszik, amint ¢ tart az 1-hez. Kozben ebben a hatareset-
ben az s,, és vele egyiitt a potenciél tartéja is nullaba konvergal, hiszen s, ~ (v/2/k)v/1 — c.
Ez a viselkedés 6sszhangban van azzal, hogy az apertira kozepén, s = 0-ban a visszaver6dd
részecskékre haté effektiv potencial korlatlanul novekszik,

(r) m 2 1
v (S)—>(2> (R[S ha [s| < s. (5.15)

Az athaladé részecskére vonatkozé potencial

Vizsgaljuk most meg az athaladé részecskékre vonatkozé v®(s) effektiv potencialt
. Ellentétben a visszaverésre vonatkozé v (s)-el a transzmissziés potencial explici-
te fligg a ¢ paramétertél. Azonban a kolcsonhatéasi régié hataran — a visszavert esetben
tapasztaltakhoz hasonléan (5.12) — v (=£s,) értéke fiiggetlen s-tol,

-2

ve 1= v®(Ls,) = (2)2 [arctan <1C_62>] . (5.16)
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Ez a kis aperturakhoz tartozé hataresetben
2 1 2
N a1
c

Ahogyan a részecske egyre kozelebb keriil a rés kozepéhez v (s) csokken. Az apertira
kozepénél, (b.11])-be behelyettesitve az arctan(z) ~ 7/2—1/z aszimptotikus format, amely
2z — 00 esetén érvényes azt kapjuk, hogy a potencial linearisan valtozik:

4
O(s) ~ 14+ —kls|. 5.18
oO(s) & 1+ — sl (5.18)

A v® fiiggvény értéke az apertira s = 0 kozepén

v®D(0) :== vy = 1. (5.19)
A lineéris viselkedésti részen ([5.18]) a kozelité egyenes meredeksége c-vel forditva, mig k-val
egyenesen aranyos. Vegyiik észre, hogy a v (s) potenciél az s = 0-ban nem differencial-

haté. A v®(s) fiiggvény grafikonja nem sima, az apertiira kozepén torést (sarkot) mutat
[70, [71].

e
—~
V)
N——

N = O 0o O
T
~

[~

5.2. dbra. A v()(s) effektiv potencidl (szaggatott piros) és az 6t kozelitd vos.(s) oszcilldtor
potencidl (folytonos kék) az s tomegkozépponti koordinata figgvényében, ¢ = 0.5 és k = 1
paraméterértékek esetén.

Az apertira kozepétél tavolabb linedrisan kozelitjiik az arctan fiiggvényt, igy ([5.11)-bél
egy masodfoku kifejezés adodik a transzmisszids potencialra

o(s) ~ (7;)2 (“)232. (5.20)

c
Tehat a transzmisszios potencial kozelitheto egy harmonikus oszcillator potencialjaval.
Megjegyezziik tovabba, hogy ha ¢ <« 1, akkor s. ~ 1/k, igy s = s, esetén az ([5.20)
kifejezés helyesen adja vissza a potencidl ([5.17)) alapjan szdmolhaté v, hatarold értékét.
Illessziink tehat egy
Vose(8) = Vo + (Ve — 10)(8/5¢)? (5.21)
kvadratikus fiiggvényt a v®(s) potencidlhoz. Ahogyan ezt az dbran is latjuk, v®(s)
a kvadratikus kozelito potencialtél csak s = 0 kornyezetében tér el, ahol az eredeti fiigg-
vénynek torése is van. Ez azt jelenti, hogy a valédi potencialt egy
1 2
Vose(8) = Vg + ~wl, §° ahol  wese = i\/vc — (5.22)
s

harmonikus oszcillator potenciallal helyettesitjiik, és a kovetkezokben ennek a szérasi fel-
adatat oldjuk meg.
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5.1.4. A szoérasi probléma megoldasa

Ebben a szakaszban a [4.3.2] alszakaszban vazolt stacionarius szérasi problémat a leg-
egyszeriibb esetben fogjuk vizsgalni, amikor a balrél beérkezd részecskék nem forognak.
A szorasi probléméat ekkor az egyes régiokban eldirt energia-sajatfiiggvények illesztésével
oldjuk meg.

A balrél beérkezo részecskék nem forognak, vagyis a formulaban a bejévo hul-
lamfiiggvény

U (s, p) = "0y (ip) = e —. (5.23)

S =

Kolesonhatdsi régié (7)
T

7T/2 ___________ L oo -
o
©  0F 20! (5s) i
\Dg) \Ing) \IngII)
Y E— L. VA S -
-Se 0 Se
S

5.3. dbra. Az (I)-es és a (111)-as régidkban a rotor forgasa szabad, mig a (11)-es régioban
korlatozott. A (11)-es régi6 peremét a (4.17)-ben definialt o (s) fiiggvény hatarozza meg.
A szabad részen az (5.24) U és az (5.25) WD megolddsokat tételezziik fo1, amelyek be-
jové és reflektalt, illetve transzmitalt stk hullimokbol épiilnek fol. Az ((5.27) TUD fiiggvény
irja le a megoldast a kolcsonhatasi régioban, ahol a megengedett forgasi szog korlatozott.
A fiiggvényeket az s = s, hatdrokon kell illeszteniink (s. definiciéjat lasd (4.16])-ban).
Az abran a piros vonal mentén a hullamfiiggvénynek el kell tiinnie, mig a szaggatott kék

vonal emlékeztet a 7 szerinti periodicitasra.

Tovabbi egyszertisitésként a kolcsonhatasi régioban csak az athaladé rotorokkal foglal-
kozunk. A peremfoltételek megfelelé modositasaval elérjiik, hogy a hullamfiggvény
folbontasabol csak a U (s, @) fiiggvény jatsszon szerepet. Ehhez megkoveteljiik, hogy s =
= +s5, esetén a hullamfiiggvény tlinjon el, ha —7/2 < ¢ < —a, vagy a. < ¢ < 7/2. Az
abran fiiggoleges piros vonal jeloli ezt a mddositast. A peremfoltételek ezen atszabasa
érdemben nem befolydsolja a transzmissziot, hiszen a visszavert részecskék valdszintiségi
arama nem jelenhet meg a jobb oldalon, ahogyan ezt a rdjuk vonatkozé effektiv potencialok
végtelen magassaga is visszatiikrozi.

Az I és 111 régidkban a szabad rotor megoldasok olyan linearis kombinacidjat kell
venniink, amely az bejovo hullam stacionarius szoérasi problémajat irja le. Tehat az
I-es régiéban a hullamfiiggvény egy egységnyi amplitidoja balrél érkezd nem forgd modus

c /2
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épiil fol:

o0

T (s, ) = > {(50m elkms efikms} Om(p). (5.24)

A III-as régidban a transzmittalt forgasi médusok jelennek meg t,, relativ amplitudokkal:

oo

I (s, 0) = > [tm ™| dm(p). (5.25)

m=—0oQ

A szabad rotor kiilonbozé (4.27)) forgasi modusait indexeld m —oo-t6l co-ig fut, annak
megfeleléen, hogy a 2my + 1 darab haladé moddus mellett, a kolesonhatasi régiotol ta-
vol exponencialisan lecsengé megoldasokat is figyelembe vettiik. Tehat a hullamfiiggvény

(5.24) és (5.25)) alakja rendre teljesiti a (4.36]) és a (4.37]) aszimptotikus viselkedést, azaz
D (s,0) ~UE(s p) has< —s. és WD (s )~ Tl(s p) has>s. (5.26)

A megoldésok illesztése szempontjabdl elengedhetetlen ezen nem oszcillaldé megoldasfiige-
vények figyelembe vétele is, hiszen ezek teszik lehetévé, hogy a bejovd sikhullam
megoldast illessziik a csupan —a.-t6l a.-ig elnyild szinusz fliggvényekkel a I1-es régié bal
és jobb szélén.

Visszatérve az kikotéshez — az analitikus kozelitésének megfeleléen — a keresett
() fuggvényeket helyettesitjiik az fiiggetlen Schrodinger-egyenletek megoldasaival.
Az egyes n-ekhez tartozé két linedrisan fiiggetlen megoldast jelolje a tovabbiakban f,(s)
és gn(s), igy a hullamfiiggvény a I1-es régiéban:

U (s, ) i_oj [an fu(5) 4 bn gn(5)] Xnle, (s)], (5.27)

ahol a,, és b, az illesztés soran meghatarozandé komplex egyiitthatok. Az —ben sze-
repl6 effektiv potencial az s koordinata paros fiiggvénye igy valaszthatjuk a két linearisan
fiiggetlen megoldas koziil az egyiket (f,,) parosnak, mig a masikat (g,) paratlannak. Meg-
jegyezziik tovabba, hogy az Schrodinger-egyenletben — és igy a hullamfiiggvény
kifejezésében is — az € értékét az bejovo hullam energidja rogziti.

Az f.(s) és gn(s) megolddsfiggvényeket elvben meghatarozhatjuk az eredeti
effektiv potencidl segitségével numerikusan. Az alszakasz alapjan azonban tud-
juk, hogy a v(s) fiiggvény jol kozelitheté harmonikus oszcilldtor potenciallal. Az (5.9)
Schrodinger-egyenlet a kozelitd oszcillator potencidl esetén mar analitikusan is meg-
oldhaté. A végtelen sorként adédé megoldasok példaul [76] alapjan az alabbi médon adéd-
nak.

Az eredeti egyenletbe beirjuk az kozelito oszcillator potencialt

[z;—l—s—nQ (vg—i—;w s )1%&( ) =0, (5.28)

majd az s helyett bevezetjiik a &, valtozdt és definidlunk egy K, (e) energiafiiggd konstanst
minden egyes n-re:

&n = Lwns; K,(e) = M.

NG — (5.29)
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Igy az egyenletet a [76]-ban megadott
den [52
de?

alakra hozzuk, aminek alapjan a péaros és paratlan megoldasfiiggvények:

= (i agi(e, n) frzf> e /2, In(s) = (i asi+1(g,n) 52”1) e /2, (5.31)

1=0

K ()] ¥nl&n), (5.30)

Az (5.31) megoldasokban szereplé a;(e,n) egyutthatékat pedig az
(2)+1- Kole))

G+DG+2)
rekurziv 6sszefiiggés hatarozza meg, amely alapjan az egyes egytitthatok explicite eléallit-
hatéak szorzatként:

ajro(e,n) = (5.32)

i—1

4, ) 211:[41—3— (&) — 4), (5.33)
asit1(e,n) = (2zj—1)' 1:[ (4i — 1 — K, (e) — 4j) . (5.34)

Az s = +s, hataron elvarjuk, hogy mind a hullamfiiggvény mind pedig annak derivaltja
folytonos legyen. Ez a megoldasillesztési foltétel az ismeretlen r,,, a,, b,, t,, mennyiségek-
re vonatkoz6 linedris egyenletrendszerre vezet. Az egyenletrendszer részletes levezetését
az [5.1.4] alszakaszban targyaljuk.

Az r,, és t,, egyltthatok ismeretében a transzmisszié és reflexié kiszamithato,
amely nem forgd bejévéi részecske esetén az alabbi médon egyszerﬁsédik

Z ko [tm]? s Z B |7 ]?. (5.35)

ko me—mo /fo me—mo

Itt csak a 2mgy + 1 haladé modust (4.31)) kell figyelembe venniink, hiszen csak ezek hor-
doznak valdszintiségi aramot.

A fiiggvények illesztésébol kapott algebrai egyenletek

Ebben az alszakaszban részletesen levezetjiik a megoldasok illesztése soran kapott 7,,,
ap, by, t, mennyiségekre vonatkozé linearis egyenletrendszert. Ehhez a hullamfliggvény
5.1.4l alszakaszban vazolt alakjat az (I) és (I11) régidkban e**mse relativ fazisfaktorokkal
modositjuk, ami annak felel meg, hogy (I)-ben és (I1I)-ben rendre s.-vel balra, illetve
jobbra eltolt koordinata-rendszert alkalmazunk:

v (s, ) = i [0, mer (2 e~ 6 (), (5.36)
= 3" [anfu(s) + bugn(s)] Xn [, ()], (5.37)
n=1

\Ifgn)(s,cp)z i [tmeikm(s—sC)] ¢m(§0)_ (5.38)

m=—00
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A (I1)-es régié s = +s. hataran folytonos mind a hullamfiggvény:
\Il(g)(_scv 90) = \I/(E_H)(—SC, 90)

T T
——<p< = 5.39
W (5c,0) = U0 (s, ) ) 539
mind pedig a hullamfliggvény s szerinti derivéltja
0 0
Su0(s,0)| = 2000 (s,0)
5 —se 9 Tse —a, < p < a,. (5.40)
\I/( 1) - 7\11(111)
5ot 0)| = 5G|

Az (5.36) - (5.40) egyenletekbdl tgy kapunk algebrai kifejezéseket, hogy levetitjik
oket a forgast leir6 médusfiiggvények terére. A hullamfiiggvény folytonossagara vonatkozo
(5.39) egyenletet a szabad forgas ¢,, bazisfiiggvényeire vetitve

507” + T = i_ozl Cmn [an fn(sc) - bn gn(sc)] ) (541)
= Z mn anfn 30) + bngn(sc)] ) (5.42)

ahol kihasznaltuk a ¢,,(¢) figgvények (4.28)) ortonormaltsagat. Tovabba bevezettilk a
szabad, és a hatarokon éppen [—a(=%s.), a.(£s.)] = [—ae a.] korlatok kozé szoritott
rotor forgasi allapotainak atfedését leird

Qc

= dp ¢, (0) Xn (@, o] (5.43)

—Q

Cmn

matrixelemeket, illetve kihasznéltuk az f, és g, fiiggvények paritasi tulajdonsagait

fa(=5c) = fu(se), In(—5c) = —gn(8e). (5.44)

A derivéaltfuggvény folytonossdgara vonatkozd (5.40) egyenletet esetén viszont a korlato-
zott forgdst rotor x,, bazisfiggvényeire vetitiink, hiszen a derivaltakat mér csak a [—a., ]
szogablakban kell illesztentink, igy

> dum [ikobom — ikmrm] = — anfy(se) + bugl(sc), (5.45)

m=—00

Z Ao [k tm] = anfl(se) + bngl(se), (5.46)
ahol a vessz6 az s szerinti derivalast jeloli. Az egyenletek folirasakor kihasznaltuk tovabba
a xXm [p, a(s)] fuggvények (5.6) ortonorméltsagait és bevezettik a

(07

Anm = dgp X; [(107 050] d)m(SO) (547)

—o

jelolést, illetve alkalmaztuk az f, és g, fliggvények paritasi tulajdonsagait a derivaltak
esetére is:

fal=se) = =fulse),  gn(=sc) = gn(se). (5.48)
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A d,,, és ¢, matrixelemek kapcsolatba hozhatéak egymassal, ehhez vegyiik észre,
hogy a ¢, () fliggvények (4.27) definicibja alapjan a komplex konjugélt fiiggvény atirhatd

D (0) = P () (5.49)

moédon. A x,, fiiggvény pedig valés, ahonnan adddik a ((5.43) és ([5.47)) integralok alabbi
kapcsolata:
. = C—rm. (5.50)

Végil ¢, (4.27)) és xm (5.3) definici6jat behelyettesitve a ¢, integral kiszamithaté:

n[l — (=1)" etimae]
(dma)? — (nm)?

Conn. = 2+/Ta, e 2imac (5.51)

Az illesztésbol a megfelel vetitések utan maradt (5.41)), (5.42), (5.45)) és (5.46) egyenle-
tekben az r,,, a,, b, és t,, ismeretleneken kiviil minden adott. Hiszen a c,,, konstansok
az (5.51) alapjan, mig az f, és g, fuggvények, illetve derivaltjaik az s. pontban az ([5.31)
alapjan szamolhatéak. Tehéat az egyenleteinket rendezve az aldbbi linearis egyenletrend-
szert kapjuk az ismeretlen r,,, a,, b, és t,, mennyiségekre:

S = T+ 3 o Fu(52) @0 = - € Gn(50) buy (5.5
n=1 n=1
0=—t,+ i Con fr(Se) an + i Conn Gn(Se) b, (5.53)
n=1 =1
ikocon = —f1(8¢) an + gl (se) by + i Crm 1k T, (5.54)
0= f(s.) an+ g, (sc) by, — i C_mn 1km o, (5.55)
ahol m = 0,£1,...,00 ésn =1, 2, 3,...00. A végtelen sok egyenletet a végtelen sok

ismeretlenre egy alkalmasan valasztott ponton elviagjuk. Konkrétan az (I) és (111) régi-
6kban meghagyunk 2mg + 1 forgdsi médust mikozben a (11)-es régiéban is ng = 2mg + 1
modust haszndlunk. Az igy kapott 4 x (2mg + 1) egyenlet, amely az egyenként 2mg + 1
szamu r,, a,, b, és t,, ismeretlenekre vonatkozik, mar numerikusan kezelhet6. A folyamat
soran az egyenletrendszer méretét befolyasold mg-at addig noveljik, amig énkonzisztens
nem lesz a kapott megoldas.

5.2. Az analitikus kozelités eredményei: alagutazas, csap-
dazb6das és rezonanciak

Ebben a szakaszban bemutatjuk a energia-sajatérték egyenlet megoldasat fol-
haszndlva az[5.1.2] alszakaszban levezetett kozelitéseket. A kolesonhatési régiéban a transz-
laciés mozgast az (5.9) egydimenzids egyenletekkel kozelitjik. A f6llép6 effektiv potenci-
alhoz az harmonikus oszcillator potencidlt illesztve, kozelité analitikus megoldast
kapunk az energia-sajatfiiggvényre a kolcsonhatési régioban is.
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Annak ellenére, hogy szamitasaink erts kozelitéseket tartalmaznak, alacsony energi-
an megbizhaténak bizonyulnak. Errdl a kovetkezd [6] fejezetben targyalandé numerikusan
egzakt megoldédssal vald Osszehasonlitas taniskodik. Az alabbiakban az analitikus sza-
mitasok eredményeit bemutatod abrakon osszehasonlitasképpen ezen késébb részletezendo
numerikusan kapott eredményeket is megjelenitjiik.

A kvantummechanika valészintiségi amplitidéinak terjedése két olyan jellegzetességet
mutat, amelyek a klasszikus részecske viselkedés szempontjabél szokatlanok. Ez a két
jellegzetesség az interferencia és az alagutazas. Mindkét jelenség megfigyelhet6 az itt be-
mutatott szorasi probléma esetén. Az alabbiakban az effektiv potencidlok segitségével az
egyes jelenségeket megfigyelve harom energia-tartomanyt kiilonitiink el.

5.2.1. Az effektiv potencial minimuma alatti energidk: alagutazas

Nagyon alacsony energian, amikor ¢ < vy = 1, a részecske nem rendelkezik pozitiv
kinetikus energidval, azaz ¢ — v (s) < 0 barhol az |s| < s, kolesonhatési régiéban. Igy egy
klasszikus részecske nem is fordulhatna elé ebben az energia-tartomanyban. A kvantum-
mechanika azonban megengedi, hogy a részecskék atalagutazzanak a klasszikusan tiltott
tartomanyokon. € < vy = 1 energian az effektiv potencidl egy 2s. széles akadalyt jelent,
amely az energiat csokkentve sem valtozik. Ennek megfeleléen exponencialisan csokkeno
alagutazasi val6sziniiséget varhatunk az energia csokkenésével. Az[5.4] 4bra mutatja, hogy
k = 1 és két kivdlasztott ¢ = b/a (apertira méret / rotorhossz) paraméterérték esetén
valéban igy viselkedik a transzmisszié az ¢ < 1 nagyon alacsony energian.

) 0.7

107 0.3 |

1073 - ]
T 5

107°F 1

-_C
-—C

1077r 1

10—9 R RSP T R T B
1073 1072 107! 10° 10!

€

5.4. Abra. A T transzmisszié a bejovo nem forgd részecskék e energidjanak fiiggvényé-
ben logaritmikus skalan abrazolva. A grafikon igazolja az exponencialis energia fiiggést,
amelyet képletesen a v(*)(s) effektiv potencidlon val atalagutazassal értelmezhetiink. A
paraméterek értéke k = 1, ¢ = 0.7 ({6186, kék gorbe) és ¢ = 0.3 (alsd, piros gorbe).

5.2.2. Az effektiv potencialgattal 6sszemérhet6 energidk: csapda-
z6das és rezonanciik
Az effektiv potencidl minimuméandl nagyobb: e > v, energidkon mér klasszikusan is

megengedett a mozgas, legaldbbis a kolcsonhatasi régid egy részén. Egy klasszikus ré-
szecske azonban visszaverddne az s = +s. hatarok irdanyaban magasodé akadalyokrol.
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A két akadalyozo potenciadlgat jelenléte olyan megoldasokat is megenged, amelyeknél a
Fabry-Perot interferométerrel analég modon a hullamfiiggvény majdnem teljesen a ga-
tak kozott koncentralodik. A v(®)(s) transzmissziés potencidl megfeleld paramétervalasztés
esetén eredményezheti a hullamfiiggvény ilyetén ,bezarodasat”. Elemi példaként gondol-
hatunk szabad részecskére, amelyet két kiilonosen vékony potencidlgat kozé zarunk: ekkor
a hullamfiiggvény gatak kozotti lokalizdcidjanak foltétele, hogy a félhullamok egész szamu
tobbszorose éppen ,beférjen” a falak kozé.

20 T T T T T 20
(a)

o0 10F \ 1 €10

1 \‘\/ 11111 o
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5.5. abra. (a) A v effektiv potencidl (szaggatott sziirke vonal) és a kozelitd ves po-
tencial (folytonos kék vonal) az s tomegkozépponti koordindta fiiggvényében A vizszintes
fekete vonalak (a godor belsejében vastagabban hizva) mutatjak az elsé két oszcillator
sajatéllapot energidjat. A vizszintes piros vonal jeloli a potencidlgdt v. magassagat. (b)
A T transzmisszié az érkezé nem forgd részecskék bejovo € energidjanak fiiggvényében. A
vastag folytonos gorbe az effektiv oszcillator potencidlok folhasznalasaval készilt, mig a
szaggatott gorbe a késébb részletezendd egzakt szamitasok eredménye. (Lasd a . sza-
kaszban.) Az els6 két transzmissziés csics kapesolatba hozhato a fiktiv oszcillator elsé két
sajatenergidjaval. A paraméterek értéke k = 1 és ¢ = 0.4.

Ahhoz, hogy az energidk ezen ,kvantalasat” beazonositsuk, idézzik fol az athaladast
leir6 effektiv potencidlhoz illesztett fiktiv harmonikus oszcillator ((5.22) formuldjat. Ezen
modell-oszcillator sajatenergiai a kvantummechanika szerint

1
€n = Vo + <n—|— 2) Woscs ahol n=0,1,2, ... Npax. (5.56)

Az nyay egész szam mutatja meg, hogy hany darab allapot fér a maximum v, magassagu
harmonikus potencialba

L Ve — Vg _ 1
Wnas -= [ 5 S 2‘ ) (5.57)

A v®(s) potencial csak az |s| < s, régiéban értelmezett, csak itt kiilonbozik nullatol, igy
a harmonikus kozelités csak ebben az intervallumban érvényes. A potencidl tehat csak a
se-ben folvett v, := v (s,) értékig né. Ennél nagyobb energidkon egy klasszikus részecske
mar siman athaladna az effektiv potencidl képezte akadalyon. Arra szamitunk, hogy a
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potencidlgat méretét jellemz6 v, energiak alatt az oszcillator sajatenergiai jo kozelitést
adnak a bejovo hullam azon energidira, ahol a hullamfiiggvény erds lokalizaciot mutat a
kolesonhatési régiéban (kvazi-kotott dllapot), amit rezonancia kisér a transzmisszioban.

Az .5 dbra az € < v, alacsony energids esetet mutatja be ¢ = 0.4 és kK = 1 paramé-
tervalasztas esetén. Az (a) dbran a v(®(s) effektiv potencidlt és az azt kozelits oszcillitor
potencialt dbrazoltuk, amelyek a hatarokon a v, = 14.57 energiaértékig nytlnak fol. A viz-
szintes fekete vonalak az illesztett harmonikus oszcillator sajatenergiait jelolik, amelybdl
jelen esetben kettd esik a v, hatérol6 érték ald. A (b) abrén az effektiv oszcillator poten-
cidllal szamolt T transzmisszié lathaté nem forgo részecskék esetén. Az egzakt numerikus
szamitdsok eredményét szaggatott sziirke vonallal abrazoltuk [A5].

A (b) dbran a két fuggvénygorbe jol egyezik, ami megerdsiti a kozelité szamitasok
helyességét, hiszen a kozelitésbdl szamolt és a numerikusan modszerrel kapott rezonéns
energiak is kozel esnek a fiktiv oszcillatorpotencial sajatenergiaihoz. Az egzakt szamoldsok
alapjan az oszcillator modellbdl ad6déhoz képest kissé magasabb energidnal jelenik meg
a transzmisszios csucs. Ez a kiilonbség abbdl adédhat, hogy a kozelitésekben elkentiik a
peremfoltétel s = 0 ban bekdvetkezd torését és elhanyagoltuk az egyes modusok csato-
l6désat. Besthle, Schleich és Wheeler interpretacidjaban [71] az ilyen sarkok méasodlagos
hullamokat keltenek, amelyek az eredeti hullammal szuperpoziciét alkotva egy fazistolas-
ként jelentkeznek a teljes hullamfiiggvényen, aminek kovetkeztében az energia is eltolodik.

A hullamfiiggvény explicite numerikus meghatarozéaséra is kiterjed6 vizsgalataink (14sd
@ fejezet) igazoljak, hogy a transzmissziéban mutatkoz6 cstcsokndl a hullamfiggvény a
II-es régidba lokalizalodik: a részecske mintegy ,,csapdazodik” az apertira mentén. Minél
élesebb a transzmisszioban mutatkoz6 rezonans cstcs, annal erésebben lokalizalédik a
hullamfiiggvény a kolcsonhatasi régidra, azaz az apertiran beliilre.

5.2.3. Az effektiv potencialgat folotti energidk: a rotor méret ha-
tasa

A ¢ := b/a apertiira méret per rotorhossz ardny novekedésével az effektiv potencial
magassaga csokken, igy kevesebb oszcillator sajatallapot fér el az akadaly v, magassaga
alatt. Ennek kovetkeztében a rezonanciak kiszélesednek és elvesztik élességiiket. Az ab-
ra ezt a folyamatot mutatja olyan ¢ paraméterértékekre, amikor a potencial mar csak az
oszcillator alapallapotat képes megkotni.

Az abran jol latszik, hogy az oszcillator alapéllapotanak energidja, amit vékony
vizszintes vonallal jeleztiink, illeszkedik a transzmisszios gorbe maximuméhoz. A kozelito
szamitas a ¢ paraméter csokkenésekor follépo tendencidkat is jol megragadja. Ekkor az
effektiv potencidl szélesedik és magasabbra szokik, ennek megfeleléen a T'(e) gorbén mu-
tatkozé maximumok élesednek. Es az egzakt numerikus szdmoldsokbdl nyert eredménnyel
Osszevetve, amelyet sziirke szaggatott vonal mutat a hattérben, azt latjuk, hogy a c ardny
csokkenésével a valédi maximum hely kissé nagyobb energian mutatkozik.

A v, energiaérték folott, amelyet piros vizszintes vonallal jeloltiink az dbrakon, egy
klasszikus részecske mar szabadon mozoghatna, ennek megfeleléen a modell oszcillator
alapjan szamolt (folytonos) gorbe kevés struktiurat mutat. Az egzakt szamolasok (szagga-
tott gorbék) azonban ezeken a magasabb energidkon jellegzetes transzmisszios minimumot
mutatnak, amely ¢ csokkenésével egyre magasabb energidkra tolodik.
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5.6. abra. A T transzmisszio a bejové hullam e energidjanak fiiggvényében k = 1 és négy
konkrét apertira méret per rotorhossz arany esetén: ¢ = 0.4, 0.5, 0.6, 0.7. A kék gorbe
mutatja az analitikus kozelités eredményét, mig a szaggatott sziirke gorbe az egzakt nu-
merikus szamolasét. A vékony vizszintes vonal az effektiv oszcillator potencidl alapallapoti
energidjat jelzi. A vastagabb vizszintes piros vonal a potencialgat v, tetejét jeloli, ami f6-
16tt az effektiv potencidlnak mar nincsenek kotott dllapotai (1asd abra). A szaggatott
fiiggbleges vonal pedig a T klasszikus dtmeneti valosziniiséget adja meg.

5.2.4. Az effektiv potencidlgat folotti energidk: a tomegeloszlas
paraméter hatasa

A kvantummechanikai szorasprobléma dinamikaja egy masodik paramétert is behoz a
szigorian geometriai eredetli ¢ apertira méret per rotorhossz arany mellé. A k paraméter
(amely a kinetikus energia forgasra vonatkozé részében jelenik meg) a rotor 6ssztomegének
eloszldsét jellemzi az objektum hossza mentén. (Az formula alapjan az athaladast
jellemz6 potencialgat v, magassaga kozvetlentil nem fiigg a k-t6l. Azonban a potencialgat
szélességét k befolyasolja. Fix apertura és rotor méret, azaz c esetén a k csokkenése szélesiti
a potencidlt, ennek megfeleléen tobb sajatenergia fér el az ¢ < v, tartoméanyban. Igy
az ezekhez tartozo transzmisszids cstucsok szorosabban helyezkednek el és élesebbek a k
csokkenésével.

Az[.7] dbra a transzmisszi6 energiafiiggését mutatja a x tomegeloszlas paraméter négy
értékénél. A bal oldali grafikonokon foltiinG, hogy sok rezonancia csiics szerepel messze
a v, magassagu potencialgat energiaja folott, amelyet a piros vonal jeloltink. Az egzakt
szamolasok nem mutatnak ilyen éles transzmisszios cstucsokat, inkabb simul a gérbe és egy-
egy jellegzetes minimumot mutat, amelyek x csokkenésével egyre élesebbek. Ezt az eltérést
azaz o/(s) és o'(s) derivaltak (5.7)-beli elhanyagoldsa okozza, aminek kovetkeztében az
egyes modusokat szétcsatoltuk.

5.2.5. Az analitikus kozelités megbizhatésaga

Az[5.6] dbra alapjdn a numerikusan egzakt eredményekkel 6sszehasonlitva latjuk, hogy
az effektiv oszcillator potencial jo kozelitéssel leirja az alacsony energias viselkedést, és jol
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5.7. dbra. A T transzmisszi6 a bejovo hullam e energidjanak fiiggvényében. ¢ = b/a = 0.5
apertura méret per rotorhossz arany és x = 0.2, 0.3, 0.5, 1.0 tomegeloszlas paraméterek
esetén. A vastagabb vizszintes piros vonal a potencidlgat v, tetejét jeloli, ami folott az
effektiv potencidlnak mar nincsenek kotott allapotai. x csokkenésével, fix ¢ mellet, a po-
tencial szélessége novekszik, ami a rezonancia cstucsok szorosabba valasat eredményezi.
A potencidlgat szélesedésével noévekszik az alatta elteriilo teriilet, ennek megfeleléen a
csticsok magassaga csokken. A szaggatott fiiggdleges vonal pedig a T (4.9) klasszikus
atmeneti valészintiséget adja meg, amely x-tol fiiggetlen.

megjosolja a lehetséges rezonans energidkat. Nagyobb energidkon azonban nyilvanvaléva
valnak a kozelités hianyossagai. Az egzakt eredményekben jellegzetesen megjeleno teljes
visszaver6dést mar nem latjuk a kozelitésbol kapott gorbéken.

Az abran az analitikus kozelitésbdl kapott gorbe alacsony energidkon jél behata-
rolja a transzmissziéban jelentkezd csucsok helyét, de a x érték csokkenésével elvesziti az
informaciot azok erdsségérol, és a transzmisszié pontos értékét mar nem adja vissza. Ez
a kiilonbség a csatolasok elhanyagolasabol adodik. Magasabb energian pedig olyan éles
rezonancidk is megjelennek, amelyek az egzakt megoldasban nem mutatkoznak.

5.3. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egy aperttiran athaladé forgd molekula modell (rotor) szérédasét
vizsgaltuk analitikus mddszerekkel. Arra az érdekes esetre koncentraltunk, amikor a ro-
tor karakterisztikus hossza meghaladja a rés méretét. A kolcsonhatasi régioban a merev
forgasként foltételezett belsé struktira és az apertira kolcsonhatasat a hullamfiggvényre
kirott — a klasszikus kényszerekbol eredeztetett — peremfoltételekkel vettiik figyelembe.
A peremfoltételeket kielégité kikotésbdl kiindulva a tomegkozéppont mozgasat leiré mo-
dusfiggvényekre bonyolult csatolt differencidlegyenlet-rendszert kaptunk. Alacsony ener-
gidn a peremfoltétel valtozasat ,elsimitva”, ezeket egydimenzios egyenletek fiiggetlen
rendszerére redukaltuk. A teljes hullamfliggvényre kirott peremfoltételek pedig atalakul-
tak a haladé modusokra vonatkozé effektiv potencidlokka. Az athaladé rotor mdédusokra
vonatkozo effektiv potencidl a kolecsonhatasi régio két szélén maximalis, mikozben az aper-
tura kozepének megfelel¢ koordinatanal minimuma van. A potencial ilyen kettOs gat szerti
alakja lehetové teszi, hogy a bejové energia fliggvényében a transzmissziéban rezonanci-
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ak jelenjenek meg. Ezeknél a rezonanciaknal a hullamfiiggvény a kolcsonhatasi régiéban
koncentralodik, azaz a rotor csapdazodik az aperturaban.

A tovabbi fizikai konkluziokat a kovetkezd fejezet végén foglaljuk ossze (14sd [6.5] sza-
kasz).






6. fejezet

Apertaran athaladé forgé molekula
modellje: Numerikusan egzakt
megoldas

Ebben a fejezetben ugyanazt a feladatot vizsgaljuk mint az el6zo6 [l fejezetben, azaz
az apertiran athaladé forgd objektum (rotor) kvantummechanikai problémajat, abban az
érdekes esetben, amikor a rotor mérete Gsszemérheté az apertura nagysagaval. Az el6zo
fejezettel szemben a szérasprobléma megoldasat itt az S-méatrixszal és a bonyolult pe-
remfoltételnek megfelelé Green-fiiggvénnyel fogalmazzuk meg. Ezt a mdodszert magfizikai
szorasprobléméknal, illetve a szilardtestfizikdban tjabban a kvantumos transzportjelensé-
geknél szokds alkalmazni [77, [78, 79, [80]. A mi vizsgdlataink attorék abban a tekintetben,
hogy ezt a mdodszert az altalunk vizsgalt atom, illetve molekulafizikai problémanal is siker-
rel alkalmaztuk [A5]. A jelzett bonyolult peremfoltétel miatt eljardsunk soran a feladathoz
tartozo Green-fliggvény és igy az abbol megkaphaté minden lényeges fizikai mennyiség és
informacio is csak numerikus modszerrel hatarozhaté meg. Ehhez a feladatot egy diszkrét
racsra fogalmazzuk at, igy az elvben egzakt megoldast csak a diszkretizalasbol fakadd nu-
merikus pontatlansag korlatozza. Ebben az értelemben szokés ezt a modszert numerikusan
egzaktnak nevezni, ami egyben arra is utal, hogy a numerikus eljarasbél szarmazé hiba a
racs finomitasaval csokkentheto.

A kovetkezokben el6szor bevezetjiik a probléméahoz tartozé Green-fliggvényt, majd a
feladat térbeli particiondlasaval az eredetileg végtelen tavolban megadott hatarfoltételek
miatt végtelen méretii problémat a szérasi tartomany véges méretére redukaljuk. A Green-
fliggvény segitségével ezutan megadjuk a szorasprobléma megolddsat nytajté S-matrixot.
Ezen tilmenden azonban a Green-fiiggvény alkalmas a spektralprobléméhoz tartozd al-
lapotsiirtiség, tovabba a lokélis allapotstiriiség és a follépo rezonancidk élettartamanak
meghatarozasara is, ezt is ismertetjik roviden. A teljesség kedvéért a fejezet végén taldl-
haté Filggelékben mellékeljiik a sziikséges részletszamitasokat.

A numerikus médszer néhdny sajatossaganak megvilagitasa utan ratérink az eredmé-
nyek részletes elemzésére. Ennek sordan megmutatjuk, hogy az itt alkalmazott numerikusan
egzakt eljaras alacsony energian kvantitative is visszaadja az el6z6 fejezetben analitikus
modszerrel megkapott transzmisszids valoszintiségeket és a follépoé rezonancidkat. A nu-
merikus szamitasok eredményei ezen tilmenden kiterjesztik az analitikus médszerrel vizs-

5
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galhato energiatartomanyt és egyuttal ramutatnak annak korlataira is.

6.1. A probléma térbeli particionalasa, peremfoltéte-
lek, a Green-fiiggvény és az S-matrix

Feladatunk lényege ismét a sajatértékprobléma vizsgalata a peremfolté-
telek kikotésével. A abran a peremfoltételeket tjra folrajzoltuk, de az el6z6 fejezetben
az abran elkilonitett I, 11, III régiok helyett, itt egy mas folosztast fogunk hasznal-
ni. A nehézséget — ahogyan azt mér az el6z6 [ fejezetben lattuk — az Z kolesonhatasi
région belill taldlhaté bonyolult alaki peremfoltétel okozza (lasd . alszakasz). Ezen
foltétel hatasara az s tomegkozépponti koordinata és a ¢ forgasi szog megengedett értékei
egymastél figgenek. Ez a ,nem szeparalhatésag” akadalyozza meg a pontos analitikus
szamitasokat, jollehet nem forgd bejovo hullam esetén, alacsony energian, analitikusan
kozelithetd a probléma (lasd elézé 5.1} szakasz).

A numerikus eljaras alkalmazasdhoz az 7 kolcsonhatési régiot most egy annal nagyobb
méreti B ,,dobozba” zarjuk, a rotor ettol a B-t6l balra 1év6 L tartomanybodl érkezik, és oda
verddik vissza, mig a transzmisszié sordn a tole jobbra talalhaté R tartomanyba szorodik.
Tehat a B Doboz méretét gy valasztjuk meg, hogy a bal és jobb peremén mar csak a
haladé hullam megoldésok jelenjenek meg. A haladé médusoknak ezen a peremen szabadon
kell ki- és belépnitik, ez az un. nyilt vég peremfoltétel, amely analitikusan figyelembe veheto
és a szamunkra érdekes véges tartomény ilyen médon levalaszthato.

Ez a levalaszthatosag két dolgon mulik. Egyrészt a B tartomanyon — a bejovo hullam
ismeretében — a hullamfiiggvényt a tartomanyra megszoritott Green-fiiggvény szolgéltatja.
Ebbdl adéddéan a be- és kiszor6dé médusok kapcesolatat (S-méatrix) is a B-re megszoritott
Green-fiiggvény adja meg. Masrészt az eredeti Hamilton-operatorhoz tn. sajatenergiis
korrekciot hozza véve a levalasztott részekkel vald kolesonhatéast egzaktul figyelembe lehet
venni. Igy a véges tartoméanyra megszoritott Green-fiiggvény diszkrét rcs reprezentécié-
ban numerikusan kiszamithato.

Ez a gondolat, hogy a Hilbert-teret ,bels6” és ,kiils6” részekre bontjuk, majd leve-
zetjik, hogy a ,kiilso részek” milyen hatasat gyakorolnak a ,belsé részekre” nagy miltra
tekint vissza a kvantumfizika tobb teriiletén is [77, [78, [79] [80].

6.1.1. A Green-fiiggvény definicidja

Mint arra mar a fejezet bevezetdjében is utaltunk, a szérasprobléma hatékonyan meg-
oldhaté a kapcsol6dé Green-fiiggvény kiszamitasanak segitségével [81]. Igy eldszor tekint-

c /02

rint — az alabbi differencidlegyenlet megoldasa a keresett Green-fliggvény:

2 82

5+i77+@+0702 G(s,:5,¢") = d(s = 5" )d(p — ¢). (6.1)

Az infinitezimdlis n (n — 07) biztositja, hogy megolddsként a retarddlt Green-fiiggvényt
kapjuk, amely a Z kolcsonhatasi régiotol tavol mar csak kimend hullamokat tartalmaz.
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Azaz n biztositja, hogy a fizikailag elfogadhato és peremfoltételek oroklodje-
nek a Green-fliggvényre. A G. Green-fiiggvény természetesen fligg az ¢ dimenziotlanitott
energiatol, amely fliggést az alsé indexszel kiilon is hangsulyozzuk. A fonti formula alapjan
a G. mennyiséget fizikailag egy altaldnositott S-matrixként is értelmezhetjiik [82], hiszen
éppen azt adja meg, hogy a rendszertink miként reagdl valamely r pontban egy r’ pontbeli
,gerjesztés” hatasara.

A kvantummechanika absztrakt Hilbert teres leirdsaban a Green-fiiggvényt definidld
(6.1) egyenlet egy operdtor egyenletté alakul

(e +in)l — H|G(e) = 1, (6.2)

ahol H a probléma Hamilton-operdtora. Ez az alak azt fejezi ki, hogy G(e) az energia
minusz a Hamilton-operator inverze. Persze ez az operator inverz kortltekintéen kezelendd,
hiszen az [¢1 — H] operétor szingularis a H sajatértékeinél.

Ezen a ponton érdemes még megjegyezniink, hogy ha H sajatfiiggvényeit ismerjiik,
akkor G(e) formalisan kifejthetd a sajatfiggvények segitségével. Tehat ha

H|U,)=¢,|V,), akkor G(e) :Zé\q@)@u : (6.3)

e —eutin

ahol az p index akar folytonos is lehet, ekkor a szumma értelemszeriien integralként ér-
tendo.

6.1.2. A rendszer particionalasa és a probléma végessé tétele

Jelen probléméban a nehézséget az 7 kolesonhatasi régién belil taldlhaté bonyolult
alaki peremfoltétel okozza (lasd . alszakasz). A peremfoltételt definidlé figgvényt
a formula adja meg, a konkrét peremfoltételeket a abran ismét folvazoltuk.

Az analitikus szamoldst lehetové tévd egyszeriisitések helyett irjuk fol a Hamilton-
operatort diszkrét racs reprezentaciéban. Ekkor a bonyolult peremfoltételeket természetes
modon figyelembe tudjuk venni: csak oda vesziink fol racspontokat, ahol a hullamfigg-
vény nem tinik el. Diszkrét reprezentécioban a definidl6 egyenlet egy matrixokra
vonatkozé linedris Osszefiiggéssé alakul, igy az ismeretlen G(e) elvben matrixinvertalassal
megkaphato.

A vizsgalt probléma a ¢ valtozéban periodikus, de s-ben végtelen intervallumot fed le,
igy a teljes szordsi probléma diszkrét reprezenticiéja végtelen dimenziés. Onmagaban tehat
a diszkrét reprezentacié nem orvosolja a nehézségeket, bar a peremfoltételt természetes
modon kezeli.

A feladatot ugy tessziik végessé, hogy a reprezentalé koordinata teret — azaz a prob-
léma geometridjat — és igy a neki megfelel6 Hilbert-teret is koriiltekintéen particionaljuk.
Ezt a ,Bal drét + Doboz + Jobb drét” folbontést szemléltei a [6.1] dbra. Tehat a hullam-
fliggvények Hilbert terének olyan altereit vizsgaljuk, amelyeknek a geometriai folosztasnak
megfelel6 tartomanyokon van a tartéja. Ez formalisan az egységoperator projektor folbon-
tasat jelenti:

1= |L)L| + |BYB| + |RYR, (6.4)
ahol az |L)L|, |BXB| és | R} R| projektorok rendre a Bal drét, Doboz és Jobb drét tartéji
fliggvények alterére vetitenek. Mint a [4.4] szakaszban mar kifejtettiik a bal és jobb oldali
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Doboz (B)
T/Q [ /\ \
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6.1. abra. Az 7 kolcsonhatasi régiot egy B téglalap alaku dobozzal vessziik korbe. A
Doboz méretét tgy valasztjuk meg, hogy rajta kivil a W (s, ) hullimfiiggvény mar a
szabad rotorra vonatkozo6 ¢,,(¢) forgasi médusok és a hozzajuk tartozé e*#=* sikhullamok
szorzata legyen, és megfeleljen a és formuldkkal megadott aszimptotikus
peremfoltételeknek. Célunk diszkrét racsot hasznalva numerikusan egzakt megoldast adni
az egész szorasi problémara, a Dobozra megszoritott Green-fiiggvényen keresztiil.

szabad régidkra drétokként hivatkozunk, mert az egyik irdnyban a periodikus peremfolté-
telek altal jol meghatarozott diszkrét megoldasfiiggvényeink vannak.

A B téglalap alaka dobozt, amely az Z kolcsonhatasi régiot magaba foglalja, gy va-
lasztjuk meg hogy a (By) baloldali és (Bg) jobboldali hatdrok mentén még teljestiljenek
a és foltételek, azaz a Doboz két oldalan nyilt vég peremféltételt veszink. Ez-
utan a Dobozra megszoritott Green-fiiggvényt szamoljuk ki, a félvégtelen drotok Dobozra
gyakorolt hatdsat teljes kortien figyelembe véve [82].

A dobozra megszoritott Green-fiiggvény

A egyenletet levetitve a harom tartomédnyra (Bal drét, Doboz, Jobb drét) és
formalisan kifejezve a G(g) Green-fiiggvény Dobozra megszoritott — GPB(g)-vel jelolt
— particiéjat (a kovetkez6 [6.1.3] alszakaszban részletezett szamitdsok alapjan) az aldb-
bi Osszefliggést kapjuk:

1

GPP(e) = [c1-HP —3(e)| . (6.5)

A félvégtelen L és R tartomanyok hatdsat a HPZ Hamilton-operatorhoz hozzéveendd X (¢)
korrekcié tartalmazza, amelyet angolul self-energy-nek szokas nevezni. Feshbach [77, [7§]
és masok munkaiban ez a korrekcié mint egy nem hermitikus effektiv potencial jelenik
meg.

Diszkrét rdcs reprezentaciéban a X := XL + 3B nem hermitikus jarulék egzaktul
kiszamithato:

2P .= 7P P (#P), D e {L, R}, (6.6)

ahol 7P tartalmazza a drétok és a Doboz csatolasat (6.39)), gP pedig a félvégtelen drétok
analitikusan kiszamithat6 (6.85]) Green-figgvénye.



NUMERIKUSAN EGZAKT MEGOLDAS 79

6.1.3. A Green-fiiggvény megszoritasa véges régiora: Sajatener-
gias korrekciok

Ebben a szakaszban részletesen levezetjiik a Dobozra megszoritott Green-fiiggvény

(6.5) alakjat és elmagyardzzuk a X () sajatenergias korrekecié eredetét. A (6.4) projektor

folbontést beillesztve a Green-fiiggvény (6.2)) absztrakt definicidjaba és az egyenletet |B)-
vel balrdl szorozva, kapjuk, hogy

(e + i) = HI{|L)L| + [BXB| + |RXRE[} G(e) |B) =1[B). (6.7)

A fonti operator egyenletet rendre levetitve a harom tartomanyra az aldbbi egyenletrend-
szert kapjuk:

(e +in1 - H"| G 4 (+1)T GPP =0, (6.8)
TFGLB [(5 +in)ll — HBB] GPP 4 7 GFP =1, (6.9)
(TGP + [(e +in)L — HER| GFP =0, (6.10)
Itt bevezettik a
L. _gBL _ _(HLB)T7 TR ._ _HBR _ _(HRB)T7 (6.11)

jelolést a belsé B régio és a kiilsé félvégtelen drotok kozotti csatolasra és kihasznaltuk
H o6nadjungaltsagat A diszkretizalas soran ezeket a csatolasokat az elsd szomszéd kap-
csolat hatérozza meg ( Lasd a formulét.) [83]. Kihasznaltuk tovabbd, hogy a Bal
és Jobb drotok csak a Dobozon keresztiil vannak 6sszekottetésben, és nem kapcsolodnak
kozvetlentl egyméshoz, igy

HY? = HfY = 0. (6.12)

A és (6.10) egyenletek segitségével kifejezziik az GLB és GEP operdtorokat:
GLP = (e +in)l — HY )L (+1)T GBB = —gF (1) GPB, (6.13)
G — —[(c + )1 — HU (r7)1 GPP — g (2 GPE. (6.14)

A masodik egyenloségjel utan beazonositottuk az izoldlt félvégtelen drotok Green-fiiggvényét:

1

g”(e):=[(e+ipl —H"P| ", ahol  De{L, R}, (6.15)

Behelyettesitve a fontebbi (6.13)) és (6.14) kifejezéseket a egyenletbe, majd GBB-t
kiemelve kapjuk, hogy

(e +inl —HPP — 7L gh (71T — 77 gf (71)1] GPP = 1. (6.16)

Tehat a Dobozra megszoritott Green-fiiggvény:
GPP(e) = [c1 - HPP —2(e)] (6.17)

ahol a ¥ := XL+ 37 tagot sajdtenergias (self-energy) korrekciénak szokds nevezni [82, [83].
Ezen XP tagok definiciéja tehat a (6.16) alapjan

¥P .= 1P gP (#P)1. (6.18)
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Ez az eredmény egy a mi problémanknal altalanosabb feladatoknal is hasznalhat6: ha csak
valamely . bels6” régiora megszoritott mennyiségekre vagyunk kivancsiak, és ismerjiik a
,kiils6” régidhoz val6 csatolodast (77), akkor az utébbi hatdsat egzaktul figyelembe tudjuk
venni 37 tipusi sajdtenergias tagok segitségével [82, [84].

A hétraléve feladat tehdt 3P (g) kiszdmitdsa ebben a konkrét esetben. Ehhez sziiksé-
giink van a —ben definidlt izolalt félvégtelen drét gP () Green-fiiggvényére. A teljesség
kedvéért a [82] konyvben feladatként megfogalmazott és f6bb pontjaiban ismertetett leve-
zetést a kovetkezo alszakaszban részletesen is leirjuk. Ez a levezetés a energia-
sajatfiggvények szerinti kifejtésen alapul és az abban follépo integralt konturintegralos
technikaval értékeli ki.

Itt csak a korrekciok kiszamitasdhoz nélkiilozhetetlen végeredményt kozoljiik dimenzi-
otlanitott mennyiségeket hasznalva:

<8 2sin(ky,s)

g2 (5,03, ¢) = = 20 T = dm(9) () e (6.19)
m=—myg m
ahol a diszperzids relacié alapjan a dimenziétlanitott sebesség v, = 0¢/0k,, = 2kp,.

Megjegyezziik, hogy a Figgelékben levezetett (6.85) formuldhoz képest megjelend a 2-
es faktor a vélasztott (4.12)) energiaegység kovetkezménye, amit a diszperzids relaciéon
keresztiil bevezetett v, sebesség jol lekovet.

6.1.4. A Green-fiiggvény és a szoérasi probléma kapcsolata

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy a probléma Green-fliggvényének ismereté-
ben, hogyan tudjuk kiszamitani a bejovo hullam hatasara kialakulé hullamfiiggvényt a B
Dobozban. Ez arra is valaszt ad, hogy miképpen lehet Osszekapcsolni a bal és jobb ol-
dali szabad régidkat az S-matrixon keresztiil. A levezetett formuldk alapjan latjuk, hogy
valoéban elegend6 a Dobozra megszoritott Green-fliggvény ismerete.

A Dobozra megszoritott energia-sajatfiiggvény

Ezen a ponton a hullamfiiggvény explicite meghatarozasat atugorva kozvetleniil tovabb-
léphetnénk az S-méatrix kiszamitasara, ahogyan azt ezen modszer leirasa soran altalaban
tenni szoktak. Minket azonban a B Dobozra megszoritott energia-sajatfiiggvények konkrét
alakja is érdekel, amit majd a Green-fliiggvény és az altalanositott Green-féle azonossag
segitségével hatarozhatunk meg. Az azonossaghdl addédé integral kiszamitasahoz fi-
gyelembe vessziik a bejové hullamot és a szordsi probléma G(e) Green-fiiggvényét,
tovabba kihasznaljuk, hogy V. a Bj és Br hatarokon a nyilt vég peremfoltételének enge-
delmeskedik, ami G(e)-re is 6rokolddik [85]. A [6.6.2] alszakaszban részletezett szdmolds

alapjan a dobozra megszoritott hullamfiiggvény koordinata-reprezentacioban

w/2

mo
UB(s, ) = / de' Ge(s, ;=D @) | Y. 2iky, ()], ahol s € B.  (6.20)
—7/2 m=-mo

Az eléz6 kifejezés tomorebben is folirhatd, ha kihasznaljuk, hogy a (4.27)) formuldval meg-
hatérozott ¢,,(¢) transzverzalis médusfiiggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak a
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[—7/2,7/2] intervallumon periodikus hatérfoltétel mellett értelmezett fiiggvények terén.
Segitségiikkel a hullamfiiggvényt az |s, ¢,) béazison is reprezentélhatjuk, igy

mo

(5,00 | U) = 3 (5,60 G() |Br, dm) 2k ¢y ahol s € B, (6.21)

m=—mg

Ezen a ponton szeretnénk hangsilyozni, hogy a egzakt, mentes mindenféle végtelen
Osszegzéstdl vagy kozelitéstol, és tényleges kiértékeléséhez G(e)-t csak a véges B tarto-
mdnyon kell ismerniink, azaz a Dobozra megszoritott GPZ(g) Green-fiiggvény ismerete is
elegendd. Megjegyezziik, hogy VU, kifejezhet6 formélisan Lippmann-Schwinger [86] tipusti
egyenletekkel is az egész kétdimenzids sikon [83].

Szoérasi matrix a Green-fiiggvény segitségével

Olyan gerjesztéseket véve amikor a bejové hullam balrdl érkezik az S-méatrix eleme-
it kozvetlen médon kapcsolatba hozhatjuk a B Doboz bal (Br) és jobb (Bg) hatarain
kiértékelt Green-fiiggvénnyel. Ehhez el6szor bevezetjik a

GE(pi¢) = (By, ¢l G(e) By, ') (6.22)

jelolést, ahol a G.-n szerepld ¢ és p index az egyes oldalaknak megfeleloen L és R lehet.
A keresett Osszefliggés az S méatrix blokkjai és az azoknak megfelelé hatarokon vett G(e)
kozott koordinata-reprezentacioban:

w/2 w/2
S = ~bybut 2k [ do [ dg 6 OFL P 0ule) (623)
—7/2 —7/2

Ami az |s, ¢,) bazist hasznélva ismét tomorebben irhaté
SIP = —04pOnm + 12k, (By, ¢n| G(€) |Bp, dum), p,q € {L,R}. (6.24)

Ezt az Osszefiiggést az irodalomban Fisher-Lee reldcionak is szokés hivni [87,182]. A teljes-
ség kedvéért af6.6.2 alszakaszban bemutatunk egy alternativ levezetést a (6.23)) Osszefiig-
gésre, amely a Dobozra megszoritott hullamfiiggvényen keresztiil adja meg az S-méatrixot.

6.2. A relevans fizikai tulajdonsagok szarmaztatasa a
Green-fiiggvény segitségével

A 3 (¢e) sajatenergias korrekci6 az izolalt Doboz diszkrét energiaspektrumat folytonos-
sé teszi mikozben a sajatallapotok rezonans dllapotokkd vélnak [83]. Egy ilyen folytonos
energiaspektrum jellemzoit, példaul a hosszu élettartami rezonans allapotokat, a spektralis
fiiggvény és az abbdl kinyerhet6 allapotsiiriiség (DOS), illetve helyi allapotsiiriiség (LDOS)
tartalmazza. Az alabbiakban réviden bemutatjuk, hogy a hullimfiiggvény ismerete nélkiil
ezeket a mennyiségeket kozvetleniil a Green-fiiggvénybdl is megkaphatjuk.
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6.2.1. Elettartam

Ha szeretnénk jol megérteni a szorasprobléma Green-fiiggvényen alapuld kezelésének
fizikai tartalmat, érdemes visszatérniink egy pillanatra a Dobozra megszoritott energia-
sajatérték problémahoz, amelyben a formula effektiv Hamilton-operatora hatarozza
meg a sajatfiiggvényeket :

[HPP 4+ 3(e)] [05) =, [9F) . (6.25)

Ez az egyenlet az izoldlt problémahoz képest tartalmazza a 3 (¢) sajdtenergids korrekci-
onak nevezett tagot, amely maga is fligg a keresett energiatél. A sajatérték problémat
igy megoldani nem tudjuk, de értelmezhetjiik — az izolalt probléméaval 6sszehasonlitva — a
3 (e) nem-hermitikus korrekcié kettés hatasat. Egyrészt 3 () hermitikus része egyszertien
eltolja az izolalt probléma €, sajatenergiait, az anti-hermitikus rész viszont behoz egy
képzetes jarulékot az energiahoz, melynek eredményeként e,,-re komplex értékeket kapunk:

e = En0 — Au —1(7/2). (6.26)

Az i(v,/2) képzetes rész felelés azért, hogy az e '“#i-vel adott idéfejlédés sordn a hulldm-

fliggvény abszolut értékének négyzete ,elszivarog” a Dobozbdl. Ebben az értelemben az
1/7, mennyiség a ‘\I/f > allapot élettartamat adja meg.

6.2.2. Spektralis fiiggvény

A (6.25)) formélis sajatérték probléma megoldésaira vonatkozé relevans fizikai tulaj-
donsagokat a Doboz tgynevezett spektralis fiigguényének operatora tartalmazza, amelyet
az alabbi médon definidlunk [8§]

APP(e):=1[GPP(e) — (GPP(e))] = —2Im |GPP(e)] . (6.27)

A definicié tartalméanak jobb megértéséhez — (6.25)) jeloléseit folhasznalva — fejtsiik ki
formalisan a (6.3]) formula szerint a Dobozra megszoritott Green-fiiggvényt:

GPE(e) =Y —

€ — &y

LSS (6.28)

Ezt a kifejtést az (6.27) definiciéba beirva és az ¢, energidkat a (6.26|) egyenlettel kirész-
letezve az alabbi — az absztrakt Hilbert-térben érvényes — Osszefiiggést nyerjiik:

BB _ B\/& B Vi
A" (e) = %: ‘\I}# ><\Iju‘ (e — 0+ Au)z I (%/2>2- (6.29)

Felhivjuk azonban a figyelmet, hogy (6.3)-hoz képest a Dobozra megszoritott esetben az
effektiv Hamilton-operator nem hermitikus. Ennek megfelel6en a ‘\I!f > sajatfiggvények

nem alkotnak teljes ortonormélt rendszert. Ezért kell az ABB () kifejtésében az adjungalt
{HBB + ET(e)] Hamilton-operator <\Ilf ‘-Vel jelolt sajatfiiggvényeit venniink, amelyek a

’\I/f >—Vel un. bi-ortonormadlis rendszert alkotnak ([82] 153 oldal), azaz

(Ul 1wl =6, (6.30)
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6.2.3. Allapotsiiriiség (DOS)

A rendszer folytonos energia spektrumét az N (e) allapotsiiriiség (density-of-states)
jellemzi, amit az ABB(e) spektralis fiiggvény atlos osszege ad meg:

M) = 5-Tr [APP()] = o [ de (e APP) ). (6.31)

2T

Az ABB(g) (6.29)-ben megadott alakja segit értelmezni a (6.31)) definiciot, hiszen a (6.30)
bi-ortogonalitasi Osszefliggés segitségével az atlds osszeg kiértékelhetd és

_ l m /2
M) = e T A T 2 (6:32)

Az N (e) figgvény csticsok egymdsutanjat mutatja az ¢ dimenziétlan energia fliggvényé-
ben, amelyek v, kis értékeihez, azaz nagy élettartamu ‘\Ilf > allapotokhoz tartoznak. Ezen
csucsok helyei adjak meg azokat az energiakat, ahol rezonanciara szamitunk a transz-

misszio energiafiiggésében. A végtelen nagy élettartamok hataresetében az allapotstiriiség
Dirac-delta fliggvények egymasutanjaba megy at:

hm N Z d(e—euo+ AL, (6.33)
ami megfelel az izolalt probléma diszkrét ,fésti szerli” energiaspektrumanak.

6.2.4. Helyi allapotsiiriiség (LDOS)

A helyi dllapotsiiriség nagyobb betekintést ad az N (e) allapotsiiriiség fliggvényben
megjeleno csicsok természetébe. FEzt az dllapotfliggd fliggvényt tgy kapjuk, hogy a ((6.27))
spektralis fliggvényt koordinata-reprezentaciéban kiértékeljiikk a B Dobozban vélasztott
diagonalis r pontokban

pe(r) = 21 (r] AP5(e) Z\IJB ) (T2 (r)) ( T . (6.34)

T €_€M70+AM)2+ (’)/,u /2)2
A fonti kifejezés hatarértéke a végtelen élettartam hataresetben

lim pe(r Z (U2 (r)]* 6 (e — g0 + Ay) - (6.35)

Y —

Ebben a hataresetben a p.(r) helyi allapotsiiriiség megadja a rezonans allapotok valdszi-
niiségi stirtiségének térbeli eloszlasat.

6.3. Diszkrét racs reprezentacio

Diszkrét racs reprezentaciot hasznalva a szokatlan alakt peremfoltételt — mint példaul
ami az abran szerepel — természetes modon figyelembe tudjuk venni. Egyszeriien nem
tesziink racspontot oda, ahol a peremfoltételek miatt a hullamfiiggvénynek el kell tiinnie.
Az L és R félvégtelen drétok és a B Doboz kozotti 77 csatolast is kénnyen ki tudjuk fejezni,
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ha a Hamilton-operator diszkretizélasa soran a méasodik derivaltakat az elsd szomszédok
segitségével szamitjuk ki. A folytonos koordindta-reprezentaciéban a csatolas helyes leirdsa
méar egy joval Osszetettebb kérdés [89].

Bevezetiink tehat egy kétdimenzids racsot, melynek 1épéskoze az s és ¢ iranyokban
rendre As és Ap. A hullamfiiggvényt a sorszamozott pontok |i) bazisan az alabbi médon
reprezentaljuk:

|U) = Z\II[Z] |7) és W[i] .= \/AsAp U(s;, i), (6.36)

ahol az i-vel sorszamozott racspont koordinatait (s;, ¢;) jeloli. A (4.15)-ben szereplé Hamilton-
operatort az alabbi méatrixelemek adjak meg, ha a mésodik derivaltakat az els6 szomszédok
segitségével szamoljuk

2(1/As* + 1/A¢?) ha i = j,
Hli,j] =3 —1/As? vagy — 1/A¢? haiés j els6 szomszédok, (6.37)
0 kiilonben.

A Green-fiiggvényt szintén matrix reprezentalja

G(e) = Z Geli, 3] |i)(j|, ahol G.[i, ] = Ge(si, @i; Sj, pj) As Agp. (6.38)
,J

Bal drét (L) Doboz (B) Jobb drét (R)

e o o 0/\0 o &[> e o o
br3 Brs Bpgs PR3

e o o &le o &l[e o o o
Pr2 Brs Bpgs PRr2

e o o &l[v o &l[o o o o
Y291 Bri Bri PRr1

6.2. dbra. A particionalds megjelenitése diszkrét racs esetén. Jelolést vezetiink be az egyes
részek hatararan fekvd szomszédos pontokra, illetve az L és R félvégtelen drotok és a B
Doboz k6zotti csatolast szimbolikusan is megjelenitjiik.

A (6.37) alapjén — a[6.2] dbra jeloléseit folhaszndlva — a (6.11)) csatoldsok a B doboz

és a félvégtelen drotok kozott a kovetkezoek:

1 1
Tt = As? Z; | BLi)prLil = As? i;% | BriXpri| - (6.39)
A kifejezéseket folhasznalva a 3 korrekcié (egzaktul) kiszdmithaté a rdcson. Konk-
rétan a X esetén latjuk, hogy a definicié alapjan a 7%-rel torténd transzforma-
las kovetkeztében pontosan a Doboz végpontjaihoz tartozé matrixelemek nem tiinnek el.
Ezek a matrixelemek megegyeznek a félvégtelen drét gt Green-fiiggvényének a szomszédos
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(pri, pr;) végpontokban vett értékével. (A jeloléseket 14sd a [6.2|abrén.) Tehat a X% métrix
nem eltiing elemei:

1

1 ad )
> Bri, Brj] = N 92 [pri, pr;] = A2 S bmlpri €20 ¢F pr)- (6.40)

m=—0o0

Megjegyezziik, hogy diszkrét racson a diszperzids relaci6 modosul, ennek megfeleléen
a formula folirdsakor (6.19)-ben a v,,-eket lecseréltiik v, = 2sin(k,,As)/As-re.

Diszkrét rics reprezentaciéban tehidt a GPP Dobozra megszoritott Green-fiiggvény
kiszamitasahoz sziikséges formuldban minden j6ldefinidlt, igy a formula alapjan
mar konnyen folirhato véges matrixot kell invertalnunk.

6.4. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban bemutatjuk a vazolt szérasi probléma megoldésanak eredményeit
a [6.1] szakaszban leirt, a Green-fliggvény meghatarozdsan alapulé modszer segitségével.
A transzmisszi6 kiszdmitédsa mellet a 6.2 szakaszban bevezetett mennyiségek segit-
ségével elemezzilk a szérasi problémat kiillonb6z6 apertira méret per rotorhossz paramé-
terértékek és bejovo hullam szimmetridk esetén.

A hasznalt intervallum méretét és a beosztas finomsagat addig alakitottuk, amig a ka-
pott eredmények konvergaltak. Szamitasainkat a dimenzidtlanitott s és ¢ koordinatakban
[—7/2,7/2] x [=m/2, /2] méretii Dobozt valasztva 49 x 49-es diszkrét racson végeztitk. A 0
és b0 FEy kozotti energiatartomanyt vizsgaltuk, ahol az energiat a kordbban méar bevezetett
Ey := h%?/2M (ka)? egységekben mérjiik. Ez az energia-tartomdny ,hideg” molekuldkat
jelent, ahol kvantumos effektusok megjelenésére szamitunk.

6.4.1. A numerikus szamitasok technikai részleteirol

Az els6 szamitasokat a Wolfram Matehatica komputeralgebrai rendszerben végeztiik.
Majd a programfutast meggyorsitando, Foldi Péter segitségével, C programot készitettiink,
mikozben a nyers adatok kiértékelésére tovabbra is a Mathematica-t hasznaltuk. Az &b-
rak a kinyert adatfajlokat folhaszndlva IXTEX-ben, TikZ és pgfplot csomagok segitségével
késziiltek.

A program szolgaltatta adatokkal, els6dlegesen az S matrix elemeivel kapcsolatban,
tobb elvarasunk is van, amely segiti az elkésziilt kod tesztelését.

e A két drét nem kiilonbozik egymadstdl, igy a S-métrixnak csak két blokkja
killonbozhet, azaz SH = SER &g SLE = SEL,

o Az akaddly az s tengely mentén szimmetrikus, igy az S-métrix egyes blokkjai is
szimmetrikusak, azaz az egész S-matrix egy szimmetrikus métrix.

o A modositott S-matrix unitér (4.42)).

e A Doboz méretét és helyzetét mesterségesen valasztottuk, pusztan annyit kikotve,
hogy a keletkez6 Drétokban mar csak haladé modusok jelentkezzenek. A Doboz kissé
jobbra vagy balra mozditasaval az S-matrixnak nem szabad valtoznia. Természetesen
az allapotstiriiség ekkor megvaltozik, amit a tovabbi vizsgalatok soran a|6.4.2 alsza-
kaszban ki is hasznalunk.
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e Nagyobb energidkon mar azt varjuk, hogy a transzmisszié a geometriai megfontola-
sokkal kiszamithaté (6.41]) valészintiség koriil ingadozik.

Tovabba teszteltiik a programot az alabbi két egyszerd esetben:

e Ha nincs akadaly a Dobozban, akkor a teljes transzmissziénak megfelelo T' = 1 és
R = 0 eredményt kell visszakapnunk. Az egyes médusok ekkor szabadon terjednek,
igy az S-méatrixban nem szerepelhetnek a kiilonb6z6 moédusokat 6sszekotd kereszt
tagok.

e A forgasaban konstans korlatozéast érzé rotor problémdaja — amikor is «a(s) = konst
— analitikusan végigszamolhatd, a megoldas illesztése az alszakaszban vazolt-
hoz hasonléan végrehajthaté. Ez egy tjabb tesztelésre adott lehetdséget, hiszen az
analitikusan kapott eredményeket Gsszehasonlithatjuk a program szolgéltatta ered-
ményekkel. Mivel az egyes modusok itt is fliggetlenek, ezt a kapott S-métrixnak
tiikkroznie kell.

6.4.2. A valddi rezonanciak azonositasa

alapjan az N () allapotstiriiségben csticsok mutatkoznak az energia fiiggvényé-
ben, amelyek nagy élettartamu rezonans allapotokra utalnak. Ezen ,rezonanciagyanus”
energiak kozott van olyan, amelynél a valoszintiségi stirtiségfiiggvény valéban a Z kolcson-
hatdsi régiora koncentralodik (kvazi kotott rezondns allapotok). Mésok viszont a B Doboz
aktualis méretének a kovetkezményei és Z-n kiviil koncentralodva csak a mesterségesen
valasztott Dobozt jellemzik.

Az utobbi —szamunkra érdektelen és zavard — energidkat egy egyszert triikkel konnye-
dén kisziirhetjiitk. A B Dobozt az s tengely mentén az Z kolecsonhatasi régidhoz képest
kissé eltoljuk, ekkor a N(e) fiiggvényben a Z-re jellemzd csicsok lényegében véltozatla-
nok, mikozben a Doboz kévetkeztében megjelendek jelentésen atalakulnak.

A abran az (a) panel az N (g) allapotsiiriiség energiafiiggését mutatja egy konkrét
paraméterértéknél. A fiiggvény gorbe a egyenletnek megfelel6en csticsok egymaés-
utanjat mutatja a Doboz lehetséges rezonans energiainal. Az Z Kolcsonhatasi régiora jel-
lemz6 rezonancidk kisziiréséhez a koriilolels B Dobozt [—7/2,7/2] + n - [As, As] médon
eltoltuk az s tengely mentén, ahol n =0, 1, --- , 6. Az allapotstirtiség valtozasat a[6.3 ab-
ra (b) panelje mutatja. Ezen eltolds soran a csticsok koziil csak a folytonos vonallal jeloltek
orizték meg helyiiket és magassagukat lényegében valtozatlanul, mikézben a szaggatott
vonallal jelzettek jelentésen atalakultak.

Az (a) dbran bemutatott nyolc csicsbél hat bizonyult az Z kélesonhatési régiéra vonat-
kozonak. Ezeket €; és &; jeloli sorban, novekvo energia szerint indexelve. Mint azt késébb
részletesen illusztréljuk (6.4.4] alszakasz) az ¢; energidkon a ¢ szempontjdbol pdros, mig
az &;-k esetén paratlan bejovo hullamfiiggvénnyel lehet a legnagyobb transzmissziét elérni.

Még egyszer kiemeljiik, hogy a transzmisszios tulajdonsagok, igy az azt kodold S-
matrix, nem valtozhatnak meg a ,, dobozeltolas” sordn, ahogyan azt a alszakaszban
mér leirtuk. Igy az elkésziilt programot ebbél a szempontbdl is leellendriztiik.
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6.3. abra. A valddi rezonancidk azonositdsa. (a) Az N (g) allapotsiirliség az € dimenziétlan
energia fiiggvényében ¢ = 0.5 apertira méret per rotorhossz ardny és k = 1 tomegeloszlas
paraméter esetében. A cstcsok rezonans allapotokra utalnak, melyek élettartama hosszabb
az &tlagndl. (b) Az N (e) valtozdsa a B Doboz s tengely menti [—7/2,7/2] + n - [As, As]
eltolasa esetén, aholn =0, 1, - - - | 6. Fliiggoleges szaggatott vonallal jeloltiik a jelent6s val-
tozason atmeno csicsok helyét. Ezzel ellentétben a kélesonhatasi régiora jellemzo ,valodi”
rezonanciak helyét, amelyek alig valtoztak, folytonos vonallal jeleztiik.

6.4.3. Allapotsiiriiség és helyi allapotsiiriiség

Rezonans energidkon a p.(r) helyi allapotstiriiség informéciét hordoz a hullamfigg-
vényrol. A és formulak alapjan hosszu élettartamu allapotok esetén a helyi
allapotsiirtiség aranyos a hullamfiiggvény [¥7(r)|* abszolit értékének négyzetével, ami jel-
lemzi az allapot térbeli eloszlésat. Igy arra szdmitunk, hogy a nagy élettartami allapotok
koziil azok, amelyek érzéketlenek a B Doboz helyére és méretére teljesen az Z régidba
lokalizal6édnak. A . dbra igazolja ezt az elvarasunkat. Az N (e) fiiggvény segitségével
beazonositott két legalacsonyabb (valédi) rezonans energianal példaul p.(r) valéban a 7
régiora koncentralédik. Ezzel ellentétben a szaggatott vonallal jelzett (hamis) rezonancidk
esetén p.(r) nagyrészt a B Doboz Z région kivilli részében helyezkedik el. Ez egy ujabb
igazolasa annak, hogy ez utobbi rezonans energiak csak a mesterségesen folvett Doboz
termékei, és nem Z-re vonatkoznak, igy a transzmisszié energiafiiggésében nem fognak
mutatkozni.

A ¢ paraméterértékek valtoztatasaval mutatkozo tendencidkat a [6.5 abran érzékeltet-
jik, amely az N (e) dllapotsiiriiség szintvonalas abrézoldsa az ¢ energia és a ¢ apertira
méret per rotorhossz arany fliggvényében. Tehat a. abra (a) paneljan az egyetlen ¢ = 0.5
esetén abrazolt fiiggvényt most egy szélesebb ¢ paraméter-tartomanyban abrazoltuk. Az
abra jobb alsé sarkaban alacsony c értékek esetén megjelené fehér pontok arra utalnak,
hogy kisebb apertiraméret esetén 1j hosszi élettartamu allapotok jelennek meg immar
magasabb energidkon is.
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6.4. abra. Az N(e) dllapotsiiriség az e dimenzidtlan energia fiiggvényében ¢ = 0.5 és
k = 1. Az als6 és folsé paneleken a p.(r) helyi allapotsiirtiség densityplot-jat latjuk a
lehetséges rezonans energidkndl. A fols6 sor masodik és negyedik paneljén, amely a ha-
misként azonositott energidkhoz tartozik, a lokalis allapotstirtiség nagyrészt a B Doboz 7
région kiviili részében koncentralodik.

6.4.4. Transzmisszio kiilonbo6z6 forgasi szimmetriak esetén

Ebben a szakaszban foltérképezziik, hogy miként fligg a rotor athaladasanak va-
l6szintisége a bejovo hullam megvalasztasatol. A . alszakaszban azonositottuk
az allapotsiriség segitségével, hogy mely energidkon szamithatunk rezonanciara. A bejovo
hullam forgasszimmetriaja szempontjabdl két alapvetoen kiillonb6zo transzmisszios visel-
kedést kiilonithetiink el. A ¢ szempontjabol pdros vagy pdratlan szimmetridji figgvényt
valasztva mas és mas rezonans energiak gerjesztédnek.

Ahhoz hogy jobban kidomboritsuk a kvantumos effektusokat a szorasi folyamatban
kissé altalanositjuk a altal nem forgd részecskékre definidlt 7 klasszikus dtmeneti
valdszintiséget. A @ bejovo hullamfiiggvény ¢ flige6 részének abszolut érték négyzetét
ugy tekintjiikk, mintha beérkezo rotorok sokasaganak hajlasszog eloszlasat mutatnd. Ennek
segitségével bevezetiink egy félklasszikus atmeneti valosziniiséget, amelyet ezen eloszlas és
a kolesonhatasi régié nyilasanak atfedési integraljaval definidlunk

[ 2

TP = /dgo S en bml) (6.41)

A[6.6]és[6.8 abrakon vizszintes vonal jeloli az adott paraméterek esetén érvényes félklasszi-
kus atmeneti valészintiség értéket. Ahogyan erre mar [6.4.1] alszakaszban is utaltunk, ha
a programunk jol mikodik a kvantumos transzmisszionak is ehhez az értékhez kell
kozelitenie nagy energidkon.
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6.5. abra. Az N () allapotsiiriiség szintvonalas dbrézoldsa az ¢ dimenzi6tlan energia és
az c¢ apertura méret per rotorhossz arany fiiggvényében, x = 1 tomegeloszlas paraméter
esetén. A vilagosabb szinek jelolik a nagy fliggvényértékeket, amelyek a hosszabb élet-
tartammal vannak kapcsolatban. Fiiggdleges fehér vonallal jeloltiik azokat az energidkat,
ahol a lehetséges haladé médusok 2mg + 1 szama ugrik . Végigkovethetjik a és
abran ¢ = 0.5 esetben talalt elsé két rezondns csicsot (€1 és &;), amint a ¢ csokkenté-
sével egyre élesebbé valnak. Latjuk tovabba, hogy ¢ < 0.4 esetén tjabb lehetséges hosszu
élettartamu allapotok mutatkoznak. (Lasd az dbra jobb alsé sarkdban).

Paros bejovo hullam

Ebben az alszakaszban a ¢ orientacids szog szempontjabol paros bejové hullamok szo-
rédasat vizsgaljuk. Ez a bejové hullamot leird (4.35) formuldban a ¢, = c_,, relaciét
jelenti. Az alacsony energia-tartomanyban lehetséges legalapvetobb példak az alabbiak:

Weven(s, ) = ™5 py(p) = eik(’s%, (6.42)
WP (s, ) = ei"“s% [61(0) + o-1()] = e”“s\/g cos(2¢p). (6.43)

A példaban csak az m = 0-hoz tartozé tag nem tiinik el, ami éppen az analitikus
szamitasok soran is kezelt nem forgo bemenetnek felel meg. Ebben az esetben természetesen
a félklasszikus atmeneti valdsziniiség megegyezik a nem forgd esetben geometriai
megfontolasokkal kapott valészintiséggel. A nem forgd esetben kapott transzmisszios
gorbét a dbra mutatja. Ez a szdmitds tdmasztja ald az [5.1] szakaszban bemutatott
analitikus kozelités helyességét alacsony energidkra, és mutatja annak érvényességi korét.

Pontosan a legalacsonyabb energidju €; lehetséges rezonans energianal, amelyet az al-
lapotsiiriiség segitségével azonositottunk éles csticsot mutat a transzmisszié nem forgd
bemenet esetén. Az analitikus kozelités ezen cstics helyérol és jellegérol képes jol szamot
adni. Ennek okat konnyen megérthetjitkk a f6lsé panelek koziil az elsén abrézolt hullam-
figgvény abszolut értékének négyzetét tanulmanyozva. Lathatd, hogy itt a hullamfiiggvény
nem hatol be az éles torést mutaté csticsos alsé és f6ls6 régidba. Igy amikor a peremet lefré
a(s) filggvényt onkényesen lassan véltozénak és simanak tételeztiik {61, nem kovettiink el
olyan jelent6s hibat.
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6.6. dbra. A T(ec) transzmisszié energia fliggése a (6.42) ,nem forgs” bejovd allapot
esetén. A fiiggbleges vonalak mutatjak az allapotsiiriiség alapjan vart és ebben az esetben
megtalalt rezonancidkat. A vizszintes vonal az energia fiiggetlen klasszikus atmeneti
valdsziniiséget adja meg. Ahogyan azt varjuk magasabb energian T'(¢) ezen érték kortl
valtozik (Lésd [6.4.1] alszakasz). A négy stirfiség dbrézolds az érdekes energidknal mutatja

2
a Dobozra megszoritott hullamfiiggvény ‘\IJB’ abszolut értékének négyzetét, amit (6.20
alapjan kiszamithatunk. A paraméterek értéke: ¢ = 0.5 és k = 1.

Az e3-mal jelolt rezonans energiandl mar olyan jelenséget latunk, amely kivil esik a
fliggetlentil terjedé modusokkal operald kozelités hatokorén. Ennél az energianal és pa-
raméter valasztasnal a nem forgd rotor teljesen visszaverddik. A f6lsé panelek koziil a
masodik, amely a abran az €3 energiahoz tartozik, szemlélteti ennek okat. A hulldm-
fiiggvény itt mélyen behatol az éles torést mutato alsé és {0ls6 régidba, igy nem is varhato,
hogy az [0] fejezet kozelitése szdmot adjon errdl a jelenségrél.

Az allapot haromosztatu szimmetriat mutat, azaz a ¢-ben szimmetrikusan két csomo-
vonal mentén a hullamfiiggvény eltiinik. Ezen rezonans éllapot 6nmagaban az s valtozéban
is szimmetrikus lenne, de amikor az allapot a bejovo hullamhoz csatolodik ez a szimmetria
megbomlik. Az emlitett panelen mar ezt a megbomlott szimmetriat latjuk, aminek kévet-
keztében a két csomoévonal ,eltorlaszolja” a kijaratot. A kolesonhatasi régié jobb oldalan
igy a hullamfliggvény alig tér el a nullatol és nehezen csatolédik a drotokhoz.

A abran Osszehasonlitjuk a két paros szimmetriaju és bejovo hullam
alapjan szamolt transzmisszios gorbét, és lathatjuk, hogy a két gorbe hasonld karakterti.
Természetesen a csak a harom haladé médust lehetové tévo ¢ < 4 tartomanyban
értelmes. Fz a hasonlé karakter a magasabb energian lehetséges tovabbi ¢-ben paros szim-
metridji bejovo hullam esetén is igaz, a transzmisszids gorbék alapvetéen azonos jellegtiek.
A transzmisszios csticsok és volgyek jellege tehat a p-beli szimmetria kovetkezményei.
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6.7. dbra. A T'(e) transzmisszi6 energia fliggése a ,paros” bejové allapot ese-
tén. Osszehasonlitasképpen az €l6z6 abran bemutatott ,nem forgd” rotorra vonatkozo
transzmisszios gorbét is folvazoltuk szaggatott vonallal. A két gorbe nyilvanvaléan hasonld
karakteri. A paraméterek értéke: ¢ = 0.5 és k = 1.

Paratlan bejovo hullam

Kovetkezoként olyan bejové hullamok szérasat vizsgaljuk, amelyek a ¢ valtozd szem-
pontjabdl paratlanok. Ekkor a ¢,, = —c_,, szimmetria relaci6 teljesiil a bemenetet megadd
(4.35)) egyenletben. Az alacsony energidk tartomanyaban a legegyszeriibb ilyen allapot:

U9 (s, ) = e““s\}ﬁ [61(¢) — d_1(0)] = ie”“”\/z sin(2¢). (6.44)

Megjegyezziik, hogy ilyen bejové hullam csak € > 4 energidkon lehetséges és az 4 < ¢ < 16
energia-tartomanyban nincs is mas lehet6ség paratlan szimmetriat 1étrehozni.
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6.8. dbra. A T'(¢) transzmisszi6 energiafiiggése a sparatlan” bejovd allapot esetén.
A fuggoleges vonalak mutatjak az allapotstiriség alapjan vart és ebben az esetben meg-
taldlt rezonancidkat. A vizszintes vonal az energia fiiggetlen klasszikus atmeneti
valdsziniiséget adja meg. Ahogyan azt varjuk magasabb energian 7'(e) ezen értékhez ko-
zelit (Lasd . alszakasz). A harom siirliség abrazolas az érdekes energidknal mutatja a

2
Dobozra megszoritott hullamfiiggvény ‘\I/B ‘ abszolut értékének négyzetét. A paraméterek
értéke: ¢ = 0.5 és Kk = 1.
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A [6.4 &bra £, energidhoz tartozé bal alsé panelje — az dllapotsiiriiségben mutatkozé
éles maximum miatt (lasd a formulat) — a kolesonhatési régié rezonans allapotéanak
abszolit érték négyzetét mutatja. Maga a hulldmfiggvény ekkor paratlan. Igy a paratlan
bejovo hullamunkkal sikertil ezt az allapotot gerjeszteniink és a kiilonosen nagy élettartam
miatt éles és magas transzmisszios csics mutatkozik a abran pontosan € = &9-nél.
Ezt a cstucsot leszamitva alig van transzmisszié a 4 < ¢ < 20 tartomanyban. A abra
paneljein abrazolt ’\IJB ’2 stirtiségeket tanulmanyozva az €, energian latjuk, hogy a bejovd
modusok paratlan szimmetridja szuperpozicioja képes gerjeszteni a|6.3|és abran
beazonositott rezondns allapotot. Ezt az &llapotot lehet gerjeszteni a ¢_1(¢) vagy ¢1(y)
forgasi modusokkal kiilon-kiilon is azonban a paratlan szuperpozicié csokkenti az
atlagos transzmisszios valdszinliséget, igy € = £5-nél hangsulyozottabban jelenik meg az
éles rezonancia.

A transzmisszi6 hirtelen novekedését tapasztaljuk tovabbé az &4 és &5 energidkndl is,
és a abran kévethetjitk a kolesonhatési régioban kialakulé hullamfiiggvényt.

6.4.5. A rendszer val6di kotott allapota

Ebben a szakaszban tovabb tanulminyozzuk a és [6.4.3] alszakaszban mér be-
azonositott hosszu élettartami rezonans allapotot. A abran, mely az allapotstirtiséget
mutatja ¢ = 0.5 esetén, ez ¢ = £, = 13.57 energidnal mutatkozik. A [6.4.4] alszakaszban be-
mutattuk, hogy ez a rezonancia éles maximumként jelentkezik a transzmissziéban paratlan
bemenet esetén (lasd a abrat). A tovabbiakban a ¢ apertura méret per rotorhossz ardny
hatasat vizsgaljuk meg erre a rezonanciara, nyomon kovetve a transzmisszios maximum és
a gerjesztett allapot élettartamanak valtozasat.

1— T T T B T I T T T
(c=0.44)[(c = 0.36) c=0.28
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6.9. abra. A formulaval megadott paratlan bejové hullam esetén kapott elsé transz-
misszids maximum valtozasa a ¢ apertira méret per rotorhossz arany fiiggvényében. A
fliggbleges vonalak az egyes ¢ értékek esetén az dllapotsiiriség csicsaibdél beazonosithato
rezonans energiakat jelolik.

Természetesen a rezonans allapot energiaja, mely az allapotstirtiség csicsaibdl nyerhet6
ki fiigg a ¢ paraméter értékétél, ahogyan a[6.6)dbrandl mar targyaltuk. A [6.94bran nyomon
kovethetjiik, hogy a transzmissziés csiics pontosan ezeknél az energiaknal jelenik meg, s ez
igazolja, hogy a bejové hullam valoban a kolecsonhatasi régio rezonans allapotat gerjeszti.
Tovabba latszik, hogy az apertira méretének, azaz c-nek a csokkenésével a transzmisszids
csucs el6szor egyre élesedik, majd drasztikusan csokken a magassaga mikozben tovabb
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élesedik, végil ¢ = 0.27-t6] kezdve teljesen eltlinik. Az ,eltlinést” természetesen adott
energia-folbontas esetén kell érteni, amiben Ae = 0.001-ig mentiink el.

e =21.020 e = 21.099 e =21.116 € =21.133
L] L] L - -
- -
L L #

6.10. abra. A paratlan szimmetridja bejovo hullam hatasara a hosszu élettartami rezo-
nans allapot folépiil a Z kolesonhatasi régioban akkor is, amikor jelenléte a transzmisszio-
ban mar nem mutatkozik. Az dbrasoron a Dobozra megszoritott hullamfiiggvény abszolit
értékének négyzetét mutatjuk a rezonans energia kozvetlen kozelében ¢ = 0.27 esetén. Pon-
tosan az € = 21.133 rezonans energianal, amit az allapotsiiriség alapjan azonositunk, a
hullamfiiggvény teljes egészében az Z kolcsonhatasi régioba lokalizalodik, de nem biztositja
mar a jobb oldalra a transzmissziot.

A transzmissziébdl elting cstics azonban nem jelenti azt, hogy a rezonéans allapotot
sem gerjesztjiik tovabb. A abran éppen azt demonstraljuk, hogyan épiil fol a rezondns
allapot a kolesonhatéasi régioban a rezonans energia kozvetlen kézelében, mikézben ¢ = 0.27
esetén a transzmissziés maximum végleg eltiinik. Latjuk, hogy pontosan az allapotstiriiség
alapjan vart energianal a rezonans allapot folépiil, jollehet jelenléte mar nem mutatkozik
a transzmisszios gorbén, azaz mar nem tud csatolédni a jobb oldali Dréthoz.

1,500

1/, 1000
500

6.11. abra. A hosszu élettartami rezonans allapot 1/~ élettartama a ¢ apertira méret
per rotorhossz ardny fliggvényében. A kozelitd értékeket a kiillonboz6 ¢ esetén folvett N (e)
allapotsiirtiségbél nyertiik. Az paraméterértékekhez tartozé maximumok helye (amelyet
€9 jelolt ¢ = 0.5 esetén) az allapotsiirtiségben nyomon kévethetd a . abra szintvonalas
grafikonjan. A maximum értékbol pedig a alapjan kovetkezhetiink az élettartamra.
Az id6t afd.3.1] alszakaszban bevezetett dimenzidtlanitott valtozok és mennyiségek alapjan

21‘%“2 egységekben mérjik.

A abra ezen rezonans allapot kozelité élettartamat mutatja a ¢ apertira méret
per rotorhossz arany fiiggvényében. Azt mar a [6.3] Abran is lattuk, ¢ = 0.5 esetén, hogy
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az £o-vel jelolt energianal a kolesonhatasi régionak olyan allapota valésulhat meg amely a
tobbi allapothoz képest jelentosen nagyobb élettartammal bir.

A nagyon éles és végiil eltling transzmisszios csics, illetve a tobbi lehetséges allapothoz
képest extrém hosszu élettartam arra utal, hogy ¢ = 0.3 apertira méret per rotorhossz
arany esetén a Z kolecsonhatasi régio valodi kotott allapotat talaltuk meg.

6.5. Osszegzés

Munkank mésodik részében belsé strukturaval rendelkez6 részecske egyszeri kvan-
tummechanikai modelljét vizsgaltuk. Konkrétan a merev rudként forgd kétatomos modell
molekula vékony fali réshez kozelit. A réssel valé kolecsonhatast a hullamfiiggvényre ki-
rott peremfoltételek segitségével vettiik figyelembe, amelyek a transzlacios és a forgasi
szabadsagi fokok bonyolult 0sszecsatolodasahoz vezetnek.

A rotor transzmisszidja a klasszikus geometriai valdszintiségtél jelentos eltéréseket mu-
tat, melynek oka a kvantummechanikai terjedés soran follépo rezonancidk megjelenése.
A probléma targyalasa céljabdl az 6todik fejezetben analitikus kozelitéseket tettiink. Az
alkalmazott elhanyagoldsok sora azonban csak alacsony energidn (nem forgd bejové mo-
lekulék esetén) lehet érvényes. Ezért az analitikus eljaras elvégzése utan ebben a hatodik
fejezetben leirt médon a megoldast numerikus moédszerrel is ellendriztiik. Ez lehet6séget
biztositott a kozelitések ellenorzésére és a teljes szérasi feladat — tetszoleges bejovo allapot
esetén érvényes — megoldasara.

A numerikus megoldashoz diszkrét racs reprezentaciét hasznaltunk. A nehézséget ezen
a ponton a matrixokka alakulé operatoraink végtelen mérete jelentette, melynek kikiiszo-
bolésére egy Green-fliiggvényeken alapulé médszert alkalmaztunk. A probléma megfelelo
particionalasaval elérhetd, hogy a Green-fiiggvény ismerete csak a kolesonhatas szempont-
jabol relevans véges tartomanyon sziikséges, amelynek kiszamitasat a tartomany eredeti
Hamilton-operatorahoz hozzavett Un. sajatenergias korrekciok segitségével végeztiik el.
A korrekciék — ebben a diszkrét racs reprezentacioban — egzaktul figyelembe veszik a
levalasztott szabad részekkel valo kolesonhatast [82]. A folytonos energiaspektrum jel-
lemzoit, példaul a hosszu élettartamu rezonans allapotokat, a spektrélis fiiggvény és az
abbdl kinyerhet6 allapotstirtiség (DOS), illetve helyi allapotstiriiség (LDOS) segitségével
tanulmanyoztuk, amelyek szintén a véges tartomanyra megszoritott Green-fiiggvénybol
szamolhatok.

A nagy élettartami rezonans allapotok koziil a legalacsonyabb energiaji a paraméte-
rek alapjan azonosnak bizonyult az el6zoleg analitikus médszerrel a transzmisszié energia-
fliggése alapjan meghatdrozott cstcesal. (Lasd [p.6] dbra Gsszehasonlité grafikonjait.) Az
allapotstirtiség energiafiiggését elemezve megallapitottuk, hogy a rezonanciak osztalyoz-
hatéak a bejovo hullam forgdsszimmetridjanak szempontjabdl. Az elvégzett numerikus
szamitasok eredményeivel igazoltuk az alacsony energias analitikus kozelités helyességét,
és ramutattunk az analitikus modszer korlataira is.

Az alabbiakban attekintjiikk a modell alkalmazhatosdganak hatarait és a kisérleti lehe-
tOségek kérdését.

El6szor is nem szabad figyelmen kiviil hagynunk, hogy egyszerti, csupan két szabadsagi
fokot tartalmazo kvantummechanikai modelliink korlatozottan alkalmazhato valés fizikai
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szituaciok leirasara. F6 hianyossaga az egyetlen transzlaciés szabadsagi fok, azaz annak
foltételezése, hogy a tomegkozéppont végig az apertira szimmetriatengelye mentén halad.

Most pedig megvizsgaljuk az alkalmazhatésag szempontjabol is fontos jellemzo méretek
és az érdekes energiatartoméany kapcsolatat.

6.5.1. Megfontolasok az energiarodl

Szamitasaink szerint a kvantumos transzmisszié akkor tér el leginkabb a T
klasszikus atmeneti valészintiségtdl, amikor az € energia az effektiv transzmisszios potencial
v, maximumanak nagysagrendjébe esik, vagy anndl kisebb, azaz e < ve. A kis apertira
méret per rotorhossz ardny hataresetben ¢ :=b/a < 1 az ¢ < (m/2)? 1 (1/c)? (5.17) formula
alapjan végezhetiink becslést, amely az eredeti (nem atskalazott) mennyiségekkel :

E< (75)2 (Z)2 Eo. (6.45)

Ahogyan azt MAr a 1| alszakaszban lattuk, a szabad rotor elsé gerjesztett allapotanak
energiaja alapjan E(mt) = 4F,. Ebbdl adéddéan a klasszikus szorashoz képest a
kvantumos effektusok

2
E g (ZZ) EfY (6.46)

bejovo energiak esetén mutatkozhatnak meg. Mivel az érdekes esetben a rotor 2a hossza
nagyobb, mint az apertira 2b mérete, a prefaktor 1-nél nagyobb lehet.

A transzlacios mozgas ,hullamszertiségét” a de Broglie hullaimhosszal jellemezhetjiik,
amelyet a szerint a dimenzi6tlan e energidval is megadhatunk:

B 2T B 2Tk a
J2ME/R2 Ve

Az alacsony energias rezonanciak nagy Agg de Broglie hulldimhossz esetén lépnek fol.
A (6.45]) formula energidra vonatkozé megkotését kifejezhetjitk a A\qp de Broglie hulldm-
hossz segitségével is:

(6.47)

a

AaB 2 4k <b> a. (6.48)

Ilyen modon kapcsolatba hoztuk a rotor tomegkozépponti sebességét és a modell jellemz6
paramétereit, konkrétan: (i) a rotor a hosszat; (ii) a rotor k-val jellemzett tomegeloszlasat ;
és (ii1) a c apertura méret per rotorhossz ardnyt. A jellegzetes rezonancia jelenségek x < 1
és ¢ < 1 esetben fordulnak elo, igy a fonti de Broglie hullamhosszra vonatkozo rezonancia
foltétel alapjan a hullamhossznak nagyobbnak kell lennie mint a rotor a mérete szorozva
egy egy koriili vagy annal kisebb szammal.

6.5.2. Kisérleti lehet6ségek

Az alacsony homérsékleti molekulasugarak eldallitdsara iranyuld kisérleti technikak
gyorsan fejlodnek, igy modelliink — amely {6 vonasaiban analég az ulmi veréb torténetével
— taldn hamarosan megvalosithatova valik.
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A hélium-klaszterek jo kisérleti jeloltek lehetnek. A hélium-dimerek mérete ugyanis
akar az 5nm-t is elérheti [49], rdadasul esetitkben a forgds szempontjabdl csak az alap-
allapot megengedett. Strukturdlt részecskeként széba johetnek az optikailag csapdazott
dimerek, amelyeket magneses mezével indukalt Feshbach rezonancia segitségével keltenek,
mint példaul a Lis vagy a Cs,. Ezeknek a gyengén kotott strukturaknak elég nagy a mérte,
amely a keltésiik soran alkalmazott méagneses mezé nagysagatol is fiigg [41]. Az alacsony
hémérsékletii cézium Efimov allapota is lehetséges jelolt [44]. Méret szelektalt rovid szén
nanocsovek is hasznalhatéak lennének strukturalt ,l6vedék” gyanant, bar esetiikben a jol-
definialt forgasi allapot 1étrehozasa komoly kihivasokat jelenthet.

Egy tovabbi érdekes kisérlet, amelyet perfluoroalkyl funkcids csoporttal ellatott azo-
benzol molekulakkal végeztek, demonstralta a megnyult részecske tomegkozépponti moz-
gasanak hullim tulajdonsagait [93]. Ezek a molekuldk cisz és transz konfiguracidban is
el6fordulnak, és e két konfiguracié kozott UV sugarzast alkalmazva eldidézhetd az atme-
net. Transz alakjukban a molekuldk hossza koriilbelill 3 nm mikozben szélességiik csak
néhany tized nm-t tesz ki. Egy ilyen molekula tehat méretei alapjan jol megvaldsithatna
az ulmi veréb szalmaszaldanak analogonjat [94]. A font emlitett [93] kisérletben a mole-
kuldk magasan gerjesztett forgasi és rezgési dllapotban voltak. A kutatécsoport azonban
kisérletezett klasszikus Talbot-Lau interferometriaval is olyan nyalabok esetén amelyekben
csak néhény forgasi és rezgési allapot volt betoltve [94]. Ezenkiviil tervezik a transz és cisz
konfiguraci6 kozotti ,atkapcsolast” [94], ami a rotor hosszénak megvéltoztatdsa mellett a
tomegeloszlas paramétert is valtoztatja, igy annak hatasa is megfigyelheté lenne.

Mechanikus racsok ma mar 100 nm alatti racsallandoval is készithetéek. A racs don-
tésével pedig az effektiv apertira méret még tovabb csékkentheto. Elméleti szamitasokkal
és kisérletileg is igazoltdk, hogy egy valdjaban 100 nm-es racsallandoju racs effektiv mé-
rete néhany nm-nyire redukalhaté [90] [43]. Ha ehhez folidézziik, hogy a hélium trimerek
an. Efimov allapotdnak mérete 8 nm koriili, akkor az elvart egyenl6tlenség mar
elérhetének tlnik. Azonban a héliummal végzett kisérleteknél a de Broglie hullamhossz
szobahémérsékleten tul kicsiny (kevesebb mint 0,1nm) [90] igy alacsonyabb hémérséklet
szitkséges. Raadasul az atomok és a racs feliilete kozott f6llép6 van der Waals kolesonha-
tas elkenheti a minket érdekld rezonancia effektusokat [91]. Ilyen struktirdkon vizsgaltak
példdul a hélium dimerek transzmissziés tulajdonsdgait [92].

Az idealizalt infinitezimalisan vékony aperturat — amelynek kémiai tulajdonsdgai nem
befolyasoljak a szorasi folyamatot — megfelel6 lézerterekkel lehetne megvaldsitani. Az atom-
optikai vizsgalatokban [35, B6] ugyanis bevélt technikdk vannak racsozat kialakitdsara
megfeleléen bedllitott 1ézernyalabokkal.

A kisérleti lehet&ségek elemzését egy friss eredmény ismertetésével zarjuk [95], amely
1j modszert mutatott be ultrahideg kétatomos nem polaris molekulak tengely helyzeté-
nek mintavételezésesre. A [05] cikkben beszamolnak kilénb6zo jéldefinidlt forgéasi allapoti
Rby molekulak keltésérél haromdimenzids optikai csapdakban. Jollehet ezekben a kisér-
letekben a molekulak a rezgés szempontjabol alapallapotban voltak, amikor is a magok
tavolsaga nagyjabdl 0,61 nm, a forgasi tengely befolyasolasanak lehet6sége ultrahideg mo-
lekulak sokasagaban mindenképpen nagy elérelépés az ulmi veréb szorasi probléméajanak
megvaldsitasahoz.
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6.6. Fiiggelék: A Green-fiiggvényes mdédszer technikai
részletei

6.6.1. Altalanositott Green-féle azonossig

A Green-fliggvény és a szorasi probléma S-matrix elemei kozotti kapcsolatot levezet-
hetjiik az altalanositott Green-féle azonossédgot alkalmazva a hullamfiiggvényre és a hozza
kapcsol6dd Green-fiiggvényre. Ennek a megkozelitésnek megvan az az elénye is, hogy a
kivalasztott térrészben kozvetleniil szolgaltatja a hullaimfiiggvényt, ha ismert a hullam-
fiiggvény a peremen tovabba a probléma retardalt Green-fiiggvénye az adott térrészben.

A peremérték problémakra vonatkozo Lagrange-féle azonossag integralasabol kapjuk
a Green tétel altalanositott formajat ([85] IV. fejezet 4. szakasz (4.5) egyenlet):

5 [ e q_ o 00 (r) ¢ (r)
[ [6°@) Lev@) =) (LLo)] = 4 df [as (1)~ — ) =5 | (6.49)

Itt L, egy masodrendii differencidloperator koordinita-reprezentacioban, mig Ll ennek az
adjungaltja, V pedig az S zart feliilet altal koriilhatarolt térfogatot jeloli.

Megjegyezziik, hogy altalaban a Green-féle azonossdgot ennél egyszeriibb alakban szo-
kés megadni, amely nem tartalmaz komplex konjugélast és adjungdlast (Lasd példaul [96]
vagy [97] ), hiszen tobbnyire valés fiiggvényterekben miikodd peremérték problémak megol-
dasara hasznaljak. A kvantummechanikai energia-sajatérték egyenlet megoldasanal azon-
ban mar komplex fiiggvénytéren dolgozunk, ennek megfeleléen elovigyazatosabban kell
eljarnunk, kilonos tekintettel a peremfoltételekre. A nyilt vég peremfoltételével ellatott
differencialoperator ugyanis nem onadjungalt, mert a kapcsoldodd peremfoltétel elrontja
ezt a tulajdonsagot.

Az Osszefiiggést haromdimenzids térben irtuk fol, de ebbdl a szamunkra sziikséges
kétdimenzios alak is konnyen kikovetkeztethetod a térfogati integralt feliileti integralra,
mig a zart feliiletre vett integralt zart gorbére vett integralra cserélve.

Minthogy az idofiiggetlen Schrodinger-egyenletet a kapcsolédd Green-fiiggvény segit-
ségével szeretnénk megoldani egy kivalasztott térrészben, a mi esetiinkben az L, differen-
cidloperator az energia és a Hamilton-operator kiillonbsége, azaz

Ly = (e+in) 1 +V2—V(r), ahol n— 0% (6.50)

Az infinitezimdlis n segitségével mar belekédoltuk az operatorba a nyilt vég peremfoltéte-
lét.

Legyen tehat 1 (r) a U, (r) energia sajitfiiggvény, mig ¢(r) a G4(r, r’) avanzsalt Green-
fiiggvény és helyettesitsiik be ket (6.49)-be. Az energia-sajatérték egyenlet alapjan tudjuk,

hogy
Ly V. (r)=0 é  LIGAr,v)=0(r—1), (6.51)

igy a bal oldalon megkapjuk a hullamfiiggvényt magat

= [ )b ) = W) hax eV, (6:52)
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A W.-re vonatkozé inhomogén peremfoltétel esetén a jobb oldali feliileti integral (6.49))-ben
nem tiinik el, igy G. segitségével tobbet tudhatunk meg W .-rél [85]. Kihasznilva az

[G?(I‘, r’)r =GR 1) (6.53)

Osszefuiggést az avanzsalt és a retardalt Green-fiiggvény kozott és végrehajtva az r <> r’/
atjelolést kapjuk, hogy

R / ] /
U.(r) = fi df’ [\I’E(r')waa(;/’r) _ GR e af )1 har € V. (6.54)

6.6.2. Dobozra megszoritott energia-sajatfiiggvény és S-matrix

Fisher és Lee [87], akik nano-strukturak toltéshordozoival foglalkoztak, levezettek egy
Osszefiiggést az S-matrix elemei és a szérasi probléma Green-fliggvénye kozott. Itt egy
masik levezetést adunk, amely a Green-féle azonossdgon alapul és a Dobozra megszoritott
hullamfiiggvényt is megadja.

Alkalmazzuk a [6.6.1] alszakaszban levezetett Green-féle azonossdgot a kétdi-
menziés (s, ) sikon. A B Doboz belsejében vélasztott r = (s, ) pontban az energia-
sajatfiiggvényt megkapjuk a Dobozt koriilhatarolé S zart gérbe mentén integralva:

0G(r,1") oV (r')
o / / _ /
U (r) = *éB dl [\Ile(r )7&1/ Ge(r,r") 5 har e B. (6.55)

Kihasznalva U (r’)-re és G.(r,r’')-re a Dobozt hatarolé Sp gorbe mentén érvényes pe-
remfoltételeket a fonti integralas elvégezheto. Ennek eredményeként megkapjuk a hullam-
fiiggvényt a Dobozban a bejovo hulldim amplitidéinak és a Dobozra vonatkozd
G (r,r’)-nek az ismeretében.

A integral kiértékelése soran elészor hasznaljuk ki a ¢ = +7/2-nél érvényes
periodikus hatarfoltételt. Ennek koszonhetéen a Dobozt a [6.1] dbran alulrdl és felilrdl
hatarol6 szakaszok mentén az integral épp ellentétes eldjelii, igy csak a Doboz bal és jobb
oldala szamit. Tehat egy ¢’ szerinti integralds marad, mikozben az integrandust a By és
Br hatarokon kell vegytik:

Br
(6.56)

w/2

0G.(s,¢;8,¢")

s’ o GE(‘S?SO; 5/790/)

V. (s,p) = /

/ ro 8‘1]6 3,7 !
/2 d(p [@5(5 y P ) (90)‘|

os’

Br,

Hasznaljuk ki, hogy a szérasi problémank a 7 periodicitas miatt kvazi-egydimenzios, igy
a By és Br végeken érvényes peremfoltételeket f6l tudjuk irni kiilon-kiilon minden egyes
dm (@) moédusfiggvényhez. Fejtsiik ki tehat a W.(s, ) energia-sajatfiggvényt a teljes or-
tonormalt rendszert alkotd ¢,,(¢)-ek segitségével, azaz térjink &t az |s,¢) bazisrdl az
|3, ) bazisra.

Vs )= S b)), abol (6.57)

m=—00

nls) = {s.0m | 0) = [ dp 010) Wl (6:59)
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A (4.35) bejové hullamot foltételezve, a Dobozon kivil a (4.36) és (4.37) aszimptotikus
figgvényalakok érvényesek, azaz a Doboztdl balra és jobbra rendre

YL (s) = ¢ D) 4y eihuls4D) ha s < —D, (6.59)
VE(s) = t; etfils=D) ha s > D. (6.60)

A szdmolés egyszeriisitésére mindkét régiéban bevezettiink e™*P fizisfaktorokat, azaz
kiilonb6z6 — az s tengely mentén eltolt — koordinata-rendszereket alkalmazunk a bal és
jobb drotokban, gy hogy azok origbja éppen a drét végére esik. Ez a véaltoztatas nem
befolydsolja a transzmissziét és a reflexiét, hiszen az csak az r; és t; abszolut értékének
négyzetét tartalmazza. Hasonlé okokbdl a hullamfiiggvény abszolut értékének négyzetét
sem befolyasolja.

(6.59)-bdl és (6.60)-bol azonnal l4tszik, hogy 1, (s) minden egyes m € {—myg, -, mo}-
ra, rendre az alabbi inhomogén peremfoltételeknek tesz eleget a bal és jobb oldalon

ngs(s) . ifey o (— D) = ik o, a¢gs(s) - ikt (D) = 0. (6.61)
A Green-fiiggvény ebben a reprezenticioban
/2 /2
Gin(5;5) = (5,01 G() 9,6m) = [ dp [ d¢ 97(9) Gulsiii5, ) (). (6.6
x/2 -2

A szorasi probléma Green-fiiggvénye szitkségképpen 6rokli a hullamfiiggvényre vonatkozo
(6.61)) inhomogén peremfoltételek homogén valtozatéat [85], azaz

OG(s;8) OG i (s;8")

e + ik, Gin(s; —D) = 0, e

-D

— iknGim(s; D) = 0. (6.63)
D

[rjuk ezutén 4t a Green-féle azonossagbdl adédé formulét is az |s, ¢,,) reprezentéci-
6ba, azaz fejtsiik ki a jobb oldalon szerepl6 W (s', ¢')-t —nek megfeleloen. Megjegyez-
ziik, hogy a kifejtésben a folytonossag miatt véges Osszegzésnek kell szerepelnie, hiszen a
U (¢, ") fiiggvényt a jobb és bal hatarokon kell venntink, ahol és érvényes.
Ezutan levetitve az egyenlet mindkét oldalat a ¢;(¢) médusfiggvényekre:

210 OG i (s58") 8wm(s’)]

D

- m ' -G m\S; '
G = X Ul BT Gl )
A fonti kifejezésben kihasznalva a (6.61)) és (6.63) peremfoltételeket a parcialis derivaltakat
ki tudjuk értékelni az s’ = £D pontokban. Ennek eredményeként a ((6.64) egyenlet jobb
oldalan szinte minden kieseik és kapjuk, hogy

(6.64)

—-D

mo
Ui(s) = Y Gim(s;=D) 2ikp cp. (6.65)
m=—mgo
Kihasznélva a (6.57)) kifejtést és Gy (s; —D) (6.62)) definicidjat visszatérhetiink koordindta-
reprezentacioba, igy az energia-sajatfliggvény B Dobozra eso része
w/2
Viso)= [ do Culsgi=D.) | Y ik cudu(e)] (6.66)

771-/2 m=—myg
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A Dobozra megszoritott hullamfiiggvény (6.65]) alakjanak az ismeretében — kihasznalva
a folytonossagot a Doboz bal és jobb hataran — az S-matrix elemeit mar kénnyen kiszamit-

hatjuk. A szérasi matrix elemeinek (4.39) definiciéja alapjan a (6.59)) és egyenletek
jobb oldalat az alabbi médon atirhatjuk:

mo

¢f(8) _ Z [eik;z(s-l—D) 5lm+e—ikz(s+D) Slerf/:| Con (667)
m=—my
mo
Piis) = > ekl ghL o (6.68)
m=—mo

Ezeket az egyenleteket ([6.65))-tel Osszevetve és kihasznélva a hullamfiiggvény folytonossa-
gat az s = D hatarokon megkapjuk a S-matrix és a probléma Green-fiiggvénye kozotti
kapcsolatot :

SEL — 6§ + 2iky, G (=D, —D), (6.69)
SEE = 2ik,, Gu(D, —D). (6.70)

Ez az 6sszefiiggés (6.24) kevésbé kompaktul folirt valtozata. Gi,-et a (6.62)) definicié alap-
jan kiértékelve pedig a ([6.23]) Fisher-Lee formuldhoz jutunk.

6.6.3. Kétdimenzios félvégtelen drét Green-fiiggvénye

Ebben a szakaszban — a teljesség kedvéért — [82] alapjan részletekbe menéen levezet-
jik a kétdimenzios félvégtelen drot retardalt Green-fiiggvényét. Ez az analitikus eredmény
szitkséges a . alszakaszban részletesen targyalt 3 (e) sajatenergias korrekciok meg-
hatarozasihoz. Az alabbi levezetés a mi konkrét szorasi problémanknal dltalanosabban
is érvényes, barmilyen jol meghatérozott transzverzalis moédusfiiggvény esetén miikodik,
hiszen csak a fiiggvények teljes ortonormaltsagat hasznalja ki, a tényleges alakjuk nem sza-
mit. A drét sz6 éppen ezt fejezi ki, hogy a terjedés iranyara merolegesen jol meghatarozott
diszkrét moédusfiiggvényeink vannak. Az altalanossag kedvéért visszatérink a dimenzids
energia-sajatérték problémahoz:

R? 02 R 02

E _
T oMo T oMo

U(s@)] Vp(z,0) =0, (6.71)

ahol ¢-re barmilyen értelmes peremfoltétel megengedett, és f6lléphet egy tovabbi U(y)
csapdazo potencial is. A koordinata rendszert Ugy iranyitjuk, hogy a félvégtelen drét a
pozitiv x irdnyba alljon és x = 0-ban érjen véget. Konnyen ellendrizhetd, hogy a szorzat
alaku

Uyum(@, @) = \/g sin(px) ¢m(p) (6.72)

sajatfiiggvénye a ((6.71)) Hamilton-operatornak

2

h
Bpm = 571+ Em (6.73)
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sajatenergiaval és tudja a zart vég peremfoltételt is, azaz ¥, (0, ¢) = 0. A forgasi médus-
okra vonatkozé transzverzélis egyenlet ¢,,(¢) megoldasai pedig teljes ortonormalt rend-
szert alkotnak. Lasd az altalunk vizsgalt esetben.

A Green-fiiggvény sajatfiiggvények szerinti kifejtését hasznalva, koordinata-repre-
zentacioban az aldbbi kifejezésre jutunk

2 Om ()05, (@) sin(px) sin(px’
G(x,gp;x’,gp’):zz (.E) ( ) hQ( 2) ( )
H,m —Em — m,u + 1n

. (6.74)

Nekiink csak az x = 2’ esetben van sziikséglink a fliggvény értékére, ahogyan az ([6.40))-bél
egyértelmien latszik, igy a tovabbiakban ezt az esetet szamoljuk végig. Az u-ra vonatkozo
formédlisan irt 6sszegzés valojaban integralast jelent a folytonos u valtozéra, azaz 32, —

% o= dp.

2 L [ sin? ()
Gz, p;2,0) = — m . '—/ d > . 6.75
(z,52,¢) L%}zﬁ (P (@) | S — (6.75)
Bevezetve a k2, := (E — 5,@% és 0 := 7L~ jeloléseket a fonti integral:
2M [ sin?(ux)
In(z) = / d . 6.76
@ =Ty M is) - 2 (6.76)
Az integral kiszamitasahoz irjuk at sin®(ux)-et az Euler-formula segitségével:
1— 2 2 _ 2pur _ —i2px
sin?(pz) = C(’;’( pr) _2-e y © (6.77)

A (6.77)) kifejezés szimmetriajat kihasznalva az integralasi hatdrokat megvaltoztathatjuk
(0, 00)-161 (—00, 00)-re:

(6.78)

M1 oo (1 —el2@) 4 (1 e 20) N oo 1 — ei2ue
In(2) = 2 4 H 2 : 2 - 72/ dp 7 : 2
h? 4 Jo k2 (1+10) — 21 Jooo T K2 (1+10) —

gy az integralt alkalmassa tettiik arra, hogy konttrintegraldsos médszerrel kiértékeljiik.
A szingularitdsokat tartalmazé integrandusnak két pélusa van az p; o = £k, v1+10 = +

+k,, (1 +1i g) helyeken. Latjuk, hogy az infinitezimélis 0 (amely ardnyos az infinitezimélis
n-val) kimozditja a pélusokat a valds tengelyrél, ahogyan azt a abran szemléltetjuk.
A 6ls6 félsikon a v kontir mentén integralva:

1— eiQCx . 1— eiQCz ) 1— eiQ,ulx ) ei2kmx —1
deﬁ = 2mi Res ﬁ’ M1 =2mi|—-—— :+ WlT,
v pi =G p—C 2pm ) =0 m

hiszen a reziduum

1— i2¢x 1— i2¢x 1 1 1— i2u1x
Res <262, u1> = Res( ° ( - > ; Ml) =" (6.80)
pi—C 241 C+pur  C— 20
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Im1

6.12. abra. A komplex szamsikon a f6lsé félsikhoz tartozé v konturt valasztjuk, amely
kortloleli a py = k,, (1 +1i %) polust. Ezzel biztositjuk, hogy a retardalt Green-fliggvényt
kapjuk eredményriil.

Most méar csak annyi a feladatunk, hogy megmutassuk az integral félkorre esé része kon-
vergal a nulldba, ha a koér sugara tart a végtelenbe. Ehhez a kor pontjait Re'® médon
paraméterezziik.

¢ _ i2Re%z _ oi2Rei%z
Jim /d¢ Rie® 15— pacas| < ngnooR/dgzﬁ B T (6.81)
R T A
< lim / dg (1+c2sme) =
~ R—oo \/k4 + RY — 2k2 R?
Ahol a szamlalét és a nevezét az alabbiak szerint becstiltiik:
‘ 1— ei2R61¢x _ ‘1 . e—2R:psin¢ ei2Rxcosd> <1+ e—2stin¢> (682)
k2, — R = \[kh, + RY — 2k2 R? cos(2¢) > \/ki, + R* — 2k2,R2. (6.83)

Tehat a v kontir sugarat végtelen nagynak valasztva éppen a kivant I,,,(x) integralt kap-
juk, hiszen a fonti (6.81]) értelmében a félkor nem jarul hozza az integral értékéhez, igy

. M ei%kmT 1 M sin(kpnz) o .

Ahol az utolsé tényezét az Euler-formula segitségével atirtuk.
A félvégtelen drot retardalt Green-fiiggvénye tehdat (6.75)) alapjan:

2 sin(ky,x)

Gz, p52,¢) = =3 = = bm(P)O ()™, (6.85)
ahol bevezettiik az egyes modusok v, = hﬁ” sebességét, amelyet hv, = ak diszperzios

relacio szolgaltat. Ezt a konkrét problémankra a dimenziétlanitott mennyiségekkel alkal-
mazva mar konnyen adodik. Megjegyezziik tovabba, hogy a v,, sebesség bevezetése
egy ,kényelmi” 1épés, ami megkonnyiti a helyes dimenziétlan, illetve diszkrét reprezenta-
cibban érvényes formulak folirasat.



Osszefoglalas

Egy fizikai rendszer kvantummechanikai leirasaban alapveto az allapotok szuperpozi-
ciéjanak lehetosége, melynek kovetkeztében Osszetett rendszerek esetén follép az Osszefo-
nédottsdgnak nevezett jelenség. Osszetett rendszer esetén a lehetséges kvantumallapotok
Hilbert-tere az egyedi rendszerek Hilbert-tereinek tenzori szorzata, ahol a szuperpozicios
elv miatt olyan allapotok is megengedettek, melyek nem irhatoak fol az egyes részrend-
szerek egy-egy allapotdnak egyszerli tenzorszorzataként.

Az osszefonddas tehat a tenzorszorzat térbeli allapotokkal leirhaté kvantumrendsze-
rek altalanos tulajdonsaga, amely megnyilvanulhat fiiggetleniill mérhet6é objektumok pl.
kiillonbo6zo részecskék allapotainak osszefonddasaként, vagy egyetlen objektum szabadsagi
fokainak Osszefonddasaként is. Dolgozatunk elso részében az el6bbi mig masodik részében
az utobbi eshetdséggel foglalkoztunk.

I. rész: Koherens allapotok és Osszefonédottsag

Az 6sszefonddas és a koherens dllapotok fogalma kiilon-kiilon is lényeges szerepet jat-
szik szamos kvantummechanikai probléma esetében, azonban ezek szoros kapcsolatarol az
irodalomban szinte alig torténik emlités. Sajat munkankat megelézéen erre vonatkozoan
egyetlen kozleményrdl van tudomésunk Brif és tarsszerzéi részérél [26]. Ok azonban egy
Osszetett rendszer két részre bonthatdsaga szempontjabol tettek megallapitast, mig mi egy
sokrészli rendszer teljes szorzatéllapotként vald folirhatosagat vizsgaltuk.

Munkak els6 részében célul tiiztik ki az N qubites sokrészecske rendszer un. atomi
koherens allapotainak vizsgalatat — a sokrészecskés tenzorszorzat struktira miatt lehetsé-
ges — Osszefonodottsag szempontjabol. Bizonyitasaink és szamitasaink soran a feladathoz
tartoz6 Hilbert-tér tulajdonsagai felol kozelitettiink, és a fizikusok szamara az impulzus-
nyomaték elméletébol ismert vagy ahhoz hasonlé fogalmakat és érveket hasznaltunk.

A dolgozat elso fejezetében roviden folidéztiik a qubitek fogalmat, a rajtuk haté opera-
torokat és a folcserélési relacidkban kodolt algebrai strukturat, amely megszabja a kétal-
lapotii modellben lehetséges dinamikat. Ezutdn az irodalom alapjan ismertettiik az atomi
koherens &llapotok konstrukciéjat [I5] mint a qubit sokrészecske rendszer szimmetrikus
alterének specialis allapotait. A qubit rendszerek esetén is adottak a koherens allapot ér-
telmes definicidéjahoz szitkséges matematikai foltételek [20]. A szokdsos spin operatorok
segitségével adott egy Lie-algebra és ezen keresztiil egy Lie-csoport struktira, amelyet a
definialé kétdimenzids Hilbert-téren és ezek tenzorhatvanyain is dbrazolhatunk. Egy N
részecskés qubit rendszer esetén az SU (2, C) Lie-csoporthoz ko6t6d6, az impulzusnyomaték
algebrai elméletébél ismert {.J,, J,, J_} globdlis spin operdtorok jelennek meg. A koherens
allapotokat ezek segitségével lehet definidlni az abrazolasi tér egy alkalmasan valasztott
referencia allapotanak folytonosan paraméterezett exponencialis transzformacioival.
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Sajat eredményeinket a masodik és harmadik fejezetben mutattuk be. A masodik feje-
zetben el0szor qubitek sokrészecske rendszerét vizsgaltuk, ahol Meyer és Wallach globdlis
osszefonddédsi mértékétdl inspirdlva [28] egy formaélis kritériumot adunk az N qubites tiszta
sokrészecske rendszer teljes szeparalhatosagara vonatkozoan. A harmadik fejezetben ezt a
qubit rendszerre kapott eredményt kiterjesztettiik a quditek esetére is, azaz arra az esetre,
ahol az egyes alrendszerek egy-egy d (véges) dimenziés Hilbert-tér vektoraival irhatéak le.
Ezzel 4j altalanos formalis szeparalhatosagi kritériumot adtunk meg az N qudites tiszta
sokrészecske rendszerre.[A2].

Ezen kritériumot folhasznalva eloszor a kétallapoti rendszerek 6sszességének tin. atomi
koherens allapotait vizsgaltuk. Igazoltuk azt az allitast, hogy az S szimmetrikus altérbeli
dllapot akkor és csak akkor nem dsszefonddott, ha koherens dllapot [All]. Az S szimmet-
rikus altéren kiviili, annak S| ortogonalis komplementerébe tartozé allapotokrél pedig
megmutattuk, hogy tetszdeges S, altérbeli vektor dsszefonddott [Al].

A d darab ortogonalis allapot altal alkotott qudit rendszer esetén — a d dimenzi6 altal
megszabott modon — megszaporodnak a kiilonb6z6 allapotok kozt kapcsolatot teremto
léptetd operatorok és az allapotokat rendez6 nulla nyomu diagonalis operdtorok. A 1éptetd
operatorok segitségével a qubiteknél latottakkal analég médon definidltuk az SU(d, C)
szimmetria esetére altalanositott koherens allapotokat. Majd a qubiteknél alkalmazott
logikai lépések mentén haladva bizonyitottuk az egyes allitasok quditekre vonatkozo alta-
lanositasat [A3].

II. rész: Aperturan athaladé forgd kétatomos molekula problémaja

Ebben a masodik téméaban belsé struktiraval rendelkezé részecske vékony ernyon 1évo
aperturan valo szorodasanak egyszeri kvantummechanikai modelljét vizsgaltuk abban az
esetben, amikor a rés nagysaga Osszemérhet6 a részecske méretével. A technolédgiai fejlodés
lehetové tette, hogy a mérettartoméanyok szempontjabol hasonld kisérleti szituaciot labo-
ratoriumban is vizsgaljanak. Megfigyelték tobbek kozott atomok, molekulak és klaszterek
résen és racson valé elhajlasat és interferenciajat [47, 42) [48]. Ezen kisérletek kapcsén
folmertil az a kérdés, hogy a belsé struktira jelenléte milyen hatast gyakorol a részecske
aperturan val6 athaladasara, mennyire konnyiti vagy neheziti azt.

Egyszertt modelliinkben belsé struktiranak merev radként valo forgéast tételeztiink fol,
és a tomegkozéppont mozgasat az apertira szimmetriatengelye mentén megszoritottuk, igy
a mozgasnak két szabadsagi foka van. A réstol tavol — kolesonhatas hidnyaban — a rendszer
dinamikéjat megadé Hamilton-operator a két szabadségi foknak megfeleléen szeparalhato
megoldasokat tesz lehetové. A masodik részt kezdo negyedik fejezetben az apertiran atha-
lad6 forgd molekula kvantummechanikai feladatat atfogalmaztuk egy kvazi-egydimenzids
stacionarius szorasi problémava. A kolcsonhatési régioban a merev forgasként foltételezett
belsé struktira és az apertira kolcsonhatasat a hullamfiiggvényre kirott — a klasszikus
kényszerekbdl eredeztetett — peremfoltételekkel vettiik figyelembe. A vazolt stacionérius
szorasi probléma megoldasa révén megvizsgalhaté a belsd struktura hatasa a beérkezo
részecskék transzmisszidjanak energiafiiggésére.

A megoldas céljabol az 6todik fejezetben analitikus kozelitéseket tettiink a kvantum-
mechanikai allapot kolcsonhatéasi régiobeli alakjara. A forgé-haladd rotor problémahoz
tartozo energiasajatérték egyenletbdl kiindulva, a forgasi és a transzlacios szabadsagi fo-
kokat Osszecsatold tagok koziil a diagonalisakat meghagyva, a transzlaciot leird kifejtési
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egyitthatokra vonatkozoan fiiggetlen egyenleteket vezettiink le, amelyekben a peremfol-
tételek hatasa egy effektiv potencidlként jelentkezik. A transzmissziora vonatkozo effektiv
potencidlokhoz illesztett fiktiv oszcillator potencial segitségével a kolesonhatasi régidban
kozelité analitikus megoldést adtunk a staciondrius allapotokra, majd a kapott hullam-
fliggvény illesztésébdl kiszamitottuk a keresett transzmissziot az energia fliggvényében.

Nem forgd kezdeti allapotii rotor esetén a transzmisszioban rezonancidkat mutattunk
ki, amelyek a kvantumos terjedés hullamtulajdonsagainak a kévetkezményei. A rezonanciak
a rotor késleltetett dthaladasat jelentik, azaz egy csapdazodasi jelenséget irnak le. Ezen
rezonanciak energidjara a fiktiv oszcillator potencial energiasajatértékei segitségével egy a
geometriai paraméterektdl fiiggd kozelitd formulat is adtunk [A4].

Az alkalmazott elhanyagolasok sora azonban csak alacsony energian (nem forgd bejovo
molekulédk esetén) lehet érvényes, és elsé latdsra még ott is tilegyszeriisitettnek tiinik.
Ezért az analitikus eljaras elvégzése utan a megoldast egy numerikus modszerrel is ellen-
oriztiik, amely lehetoséget biztositott egyrészt a kozelitések ellendrzésére, mésrészt a teljes
szorasi feladat — tetszoleges bejovo allapot esetén érvényes — megoldasara.

A numerikus megoldashoz, amelyet a hatodik fejezetben ismertettiink, diszkrét racs
reprezentaciot hasznaltunk, amelynél a bonyolult peremfoltételek a megfelel6 racspontok
elhagyasaval természetes médon figyelembe vehetéek. A nehézséget ezen a ponton a mat-
rixokka alakulé operdtoraink végtelen mérete jelentette. Hasonlé feladattal nanoméretii
szilardtest rendszerek kvantumos vezetési tulajdonsagainak leirdsa soran talalkozhatunk,
ahol a széréasi problémét az érdekes véges tartomany Green-fiiggvényének megkeresésével
oldjék meg [82], B3] [88]. Az analégiat kihasznalva a periodikus hatarfoltétel miatt szitksé-
ges komplex modusfiiggvények esetére is részletesen kibontottuk a Green-fiiggvény és az
S-métrix Fisher-Lee relacioként ismert kapcsolatat [87].

A probléma megfelelé particionalasaval elérheté hogy a Green-fiiggvény ismerete csak
a kolesonhatéas szempontjabol relevans véges tartomanyon sziikséges, és annak kiszamitasa
a tartomany eredeti Hamilton-operatorahoz hozzavett n. sajatenergias korrekciok segit-
ségével lehetséges is. A korrekcidk — ebben a diszkrét racs reprezentacioban — egzaktul
figyelembe veszik a levalasztott szabad részekkel valé kolesonhatast [82].

A numerikus szamitasbdl nyert adatok segitségével jellemeztiik a folytonos spektru-
mot: megadtuk az allapotstiriiséget (DOS) és a helyi allapotstirtiséget (LDOS) az energia
fliggvényében. Az allapotsiiriiség energiafiiggésében szintén olyan cstcsok mutatkoznak,
amelyek nagy élettartamu rezonans allapotokra, azaz az dthaladé részecskék csapdazoda-
sara utalnak [A5].

A nagy élettartami rezonans allapotok koziil a legalacsonyabb energiaji a paraméterek
alapjan azonosnak bizonyult az el6zoleg analitikus modszerrel a transzmisszié energiafiig-
gése alapjan meghatarozott cstuicesal. Az allapotsiiriiség energiafliggését elemezve megal-
lapitottuk, hogy a rezonancidk osztalyozhatdéak a bejovo hullam forgasszimmetridjanak
szempontjabdl. Az elvégzett numerikus szamitasok eredményeivel igazoltuk az alacsony

energias analitikus kozelités helyességét, és ramutattunk az analitikus modszer korlataira
is [A5].






Summary

In case of a composite system the Hilbert space of the possible quantum states builds up
from the tensor product of the individual Hilbert spaces. Due to the superposition principle
we can consider any kind of linear combinations, but not all of them can be factorised into
simple tensor product of vectors from the individual spaces. This entanglement property is
characteristic of quantum systems described by a tensor product space, and it can appear
either in the context of independently measurable particles, or in the context of a single
particle with different degrees of freedom. This first kind of entanglement is the subject
of the first part of our dissertation, while the latter kind of entanglement is discussed in
the second part.

Part I.: Coherent states and entanglement

Both the concept of entanglement and the concept of coherent states play an important
role in several quantum mechanical problems, but their strong connection is hardly ever
mentioned in the literature. We are aware of only one earlier paper, where Brif et al.
[26] pointed out a relation between coherent states and entanglement. They have shown
what happens if a system is split into two parts, while we investigate the question of total
separability in a multi-partite system.

The aim of the first part of our work was to investigate the atomic coherent states of
an N qubit system from the point of view of entanglement or separability. Throughout of
our proofs and calculations we relied on the Hilbert space structure of the problem, and
used arguments familiar from the theory of angular momentum algebra.

In the first chapter of the dissertation we have shortly recalled the concept of qubits,
the operators acting on them, and the algebraic structure coded in their commutation
relations determining the possible dynamics in the two-state system. Then in a short
survey we have reviewed the construction of atomic coherent sates [15] as special states of
the symmetric subspace in the multi-partite qubit system. The mathematical conditions
for a useful coherent state definition are readily given in the case of a qubit system [20]. The
Hilbert-space of one qubit carries the defining representation of the SU(2,C) Lie-group,
where the usual spin operators are the elements of the corresponding Lie-algebra. In case
of a multi qubit system the tensor product representation enters, and the {J., J., J_}
global spin operators, well known from the algebraic theory of angular momentum, play the
crucial role. Coherent states are then defined by continuously parametrized exponential
transformations of a reference state.

We presented our results and the proofs in the second and third chapters. First we
investigated the multi-partite qubit system in the second chapter, which could be grasped
more easily. Here we have given a formal condition of N qubit pure state separability
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inspired by an idea behind the entanglement measure introduced by Meyer and Wallach
[28]. In the third chapter we generalized this result for the case of qudits, where the
subsystems were d dimensional Hilbert spaces [A2].

Using this criterion, we investigated the atomic coherent states of multi-partite qubit
and qudit systems, as well. We have shown that a state in the symmetric subspace S of the
composite system is not entangled, if and only if it is a coherent state. We have also shown,
that an arbitrary state which is an element of S| (which is the orthogonal complement of
the symmetric subspace S) is always an entangled state [All[A3].

Part II. The transmission of a rotating diatomic molecules through an aperture

In the second part of our work, we have investigated a specific physical situation where
entanglement between different degrees of freedom emerges. We considered the quantum
mechanical scattering of a particle with internal structure, from a single slit in a thin screen.
Progress in the experimental techniques has made it possible to study the transmission
of particles through apertures, or aperture arrays, where the characteristic size of the
projectile is comparable to the aperture. The observed phenomena include the scattering
and interference from mechanical gratings of atoms, molecules, and clusters [47, 42] [4§].
In connection with these experiments one may address the simple question: what is the
effect of the aperture on the transmission of the particle with an internal structure, is the
passage enhanced or hindered?

In our simple model we assumed a rigid rotation as internal structure and constrained
the centre-of-mass motion to be along the symmetry axis of the aperture, this way the
motion had only two degrees of freedom. Far away from the aperture the translational
and rotational degrees of freedom are uncoupled, so the energy eigenfunctions of the
Hamiltonian separate into a product of a plane wave, corresponding to the centre-of-mass
motion, and a transversal mode function of the free rotation. The problem is simplified and
reformulated to a quasi one-dimensional scattering problem with unconventional boundary
conditions prescribed for the wavefunction through the classical constraints. Our goal was
to solve the scattering problem and investigate the effect of the inner structure on the
transmission probability of the particles.

In the fifth chapter we obtained results for incident particles of low energy by means of
analytic approximations. Starting from a suitable ansatz, we decoupled the translational
and rotational motions by preserving only the diagonal coupling terms. Thereby we ob-
tained a set of one-dimensional Schrodinger equations for the hindered translation, which
embodied the effect of boundary conditions as effective potentials. These effective poten-
tials could be further approximated by a fictitious harmonic oscillator, which allowed us
to give an approximate analytic solution for the stationary states in the interaction region.
Fitting these solutions to the incoming and outgoing free wavefunctions of the so called
leads, we have calculated the transmission coefficient as the function of the energy [A4].

For an initially non-rotating rotor we have found resonances in the transmission, which
emerged as the consequence of the wave-like nature of quantum-mechanical propagation.
The resonances describe a delayed transmission of the rotor, i.e. they correspond to a
trapping phenomenon. We have given an approximate expression for the energies of these
resonances by expressing them with the ground state energy of the fictitious oscillator
determined by the geometric parameters [A4].
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The approximations we used can only be valid for low energy (non rotating) particles,
but even in that case they may seem to be oversimplified. The verification of our analytical
approximative results necessitated to use a numerical method that enabled us to check the
validity of the approximations, as well as to obtain the solution for the whole scattering
problem, valid for an arbitrary incoming state.

We introduced a discrete lattice representation in the sixth chapter, where the com-
plicated boundary conditions could be taken into account naturally, using only the lattice
points where the wavefunction was declared to be nonzero. Complications in this case still
appear, as the matrices of the relevant operators become infinite due to the free regions.
A similar problem occurs in the modelling of quantum transport properties of nano-scale
solid state systems, where the scattering problem is solved by calculating the Green’s
function for a relevant finite size region [82], 83], 88]. The Green’s function is connected to
the S-matrix through the Fisher-Lee relation [87]. Using the above analogy we derived in
detail this connection for our case, where the periodic boundary conditions prescribed for
the rotation introduced complex transversal mode functions.

By a proper partitioning of the problem, it is possible to show that only a restricted
part of the Green’s function is necessary to describe the interaction [82]. This restricted
part can be calculated by "dressing up' the original Hamilton operator with the so called
self-energy corrections. These corrections — though only on a discrete lattice — take into
account the effect of the connection with the infinite parts exactly.

The results of our numerical calculations allowed us to characterize the whole contin-
uous spectrum, and we have determined the density-of-states (DOS), as well as the local
density-of-states (LDOS) of the system as functions of the energy. In the energy depen-
dence of the density of states we have found peaks again, related to resonances with long
lifetimes, i.e. to trapping of the transmitted particles [A5].

Among the resonances with long lifetimes, the one with the lowest energy could be
identified with the peak in the energy dependence of transmission found previously by our
analytic method. Analyzing the energy dependence of the density of states, the resonances
could be classified according to the rotational symmetries of the incoming waves. Our
numerical calculations approved the analytic results obtained earlier at low energies, and
pointed out the limits of the applicability of the analytic method, as well [A5].
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