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1. Bevezetés

A tomografia célja egy haromdimenzids objektum kétdimenzids szeleteit abrazold képeinek el6él-
litdsa a vetiiletek ismeretében. A tomografia elsdsorban orvostudoményi probléma, de eléfordul
fizikai, kémiai, bioldgiai, ipari alkalmazasokban is. Egy fontos alteriilete a tomografianak a
bindris tomografia [24], ahol a cél homogén alakzatok bindris rekonstrukcidja. A legtobb eset-
ben csak kevés vetiilet all rendelkezésre, mivel a vetiiletképzés koltséges, illetve roncsolhatja a
vizsgalt objektumot. Ezen feliil a képalkoté berendezések fizikai korlatai miatt a valés alkal-
mazasokban nem lehetséges tetszolegesen sok vetiiletet képezni; marpedig kevés vetiilet esetén a
rekonstrukecié bizonytalan, a lehetséges megoldasok szama nagy lehet. A lehetséges megolddsok
szamanak csokkentése érdekében gyakran feltételeznek a rekonstrualandé képrol bizonyos geo-
metriai tulajdonsagokat.

A binaris tomografia legtobb alkalmazédsaban a rekonstrualando kép természetesen nem all
rendelkezésre, azonban bindris képek taroldsa, tomoritése lehetséges a vetiiletek révén, ha a
vetiiletek mellett bizonyos informaciokat is eltarolunk. Ez esetben a dekddolas maga a rekonst-
rukcid, és fontos kérdés hogy a megoldéds egyértelmii-e [25]. Ennélfogva a binaris alakzatok és
matrixok elemzése fontos teriiletet képvisel a binaris tomografiaban.

A binaris rekonstrukcié teriiletén a binaris képek egyik kiemelt fontossagal bird részstruktura-
ja az ugynevezett kapcsold komponensek, amelyek a tomografia mellett az adatelemzésben, bio-
geografidban, adatok kozotti osszefiiggoségeket leird binaris matrixokban is kulcsszerepet jatszik.

Jelen értekezés a Szerzo binaris tomografidban elért, binaris méatrixokat érinté eredményeit
tartalmazza. Az értekezés elsésorban a két vetiiletbol torténd rekonstrukciora terjed ki, ha a
rekonstrukcio soran bizonyos megszoritasokat tesziink az eredményképre. Tovabbi eredményeket
tartalmaz a kapcsolé komponensekrdl, a rekonstrukcios probléma bonyolultsagelméletérol, a le-
hetséges megoldasok szamardl, és 1j algoritmusokat mutat be bindaris képek alosztalyainak re-
konstrukciéjahoz.

2. A binaris rekonstrukcios probléma

A bindris tomografia célja egy kétdimenzids binaris kép eldallitasa a vetiiletek ismeretében. A
képet gyakran A = (a;;) matrixos alakban reprezentaljak, de jelolheti a Z? rdcs egy részhalmaza,
amely eltolas erejéig meghatarozott. A kép méretét a befoglalé minimalis téglalap mérete jeloli.
Binaris tomografia esetén csak kevés vetiilet all rendelkezésre; két vetiilet esetén ezek leggyak-
rabban a horizontdlis, illetve vertikalis vetiiletek, amelyek megegyeznek a képet reprezentald
bindris matrix sor, illetve oszloposszegeivel. A feladat az A matrix eléallitasa a horizontalis és
vertikalis vetiiletek ismeretében. A problémahoz kapcsolodd kérdések a rekonstrukcids eljaras
bonyolultsaga, a megoldasok szama, és hogy milyen tovabbi megszoritasokkal lehet a lehetséges
megoldasok szamét csokkenteni.

3. Binaris matrixok kapcsolé komponenseinek
megsziintetése

Binaris matrixokat gyakran haszndlnak két adathalmaz kozotti kapcsolat jelolésére, ahol a sorok
és az oszlopok reprezentaljak az egyes adathalmazok tagjait; a matrix elemei pedig két adattag
kozotti osszefiiggés meglétét vagy hianyat jelzi. Ez esetben a bindris matrixot reprezentalé képen
bizonyos mintazatok jelenhetnek meg, ha az adathalmazok nem teljesen fliggetlenek. Binaris
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1. 4bra. Harom matrix a lehetd legjobban bedgyazottd alakitdsa sor- és oszlopcserékkel. a)
Teljesen bedgyazott (kapcsolé komponens mentes) métrix; b) egy kozel teljesen bedgyazott matrix
kevés szamu 0-1 valtdssal; ¢) egy uniform véletlen méatrix.

matrixok ilyen mddon térténd elemzése az adatelemzésben [4], adatbanydszatban [32], alacsony
szintli képfeldolgozasban [14], illetve gépi tanuldsban [29] jatszik fontos szerepet. Az egyik
alapvet6 feladat bizonyos részstrukturak keresése a bindris képen. Egy ilyen lényeges és fontos
struktura az tgynevezett kapcsolé komponens, ami egy 2 X 2-es méretii részmatrix, a féatléban 1-
esekkel, a mellékatloban 0-dkkal (vagy forditva). A kapcsolé komponensek hidnya sziikségszerii és
elegendd feltétele a két vetiiletbdl torténd binaris rekonstrukeié egyértelmiiségének [30]. Azonban
még ha a binaris kép tartalmaz is kapcsolé komponenseket, lehetséges a bindris kép egyértelmi
rekonstrukcidja, ha a métrix bizonyos elemeit rogzitettnek tekintjiik [10], prior informéciéként
kezelve ezeket az elemeket. Egy ilyen lehetséges modszer azoknak a 0 elemeknek a tarolasa, ami-
ket 1-essé atirva (0-1 valtds) a bindris matrix kapcsolé komponens mentessé valik. A cél, hogy
a 0 elemekbol minél kevesebbet véalasszunk ki a bindris méatrix kapcsolé komponens mentessé
alakitasahoz.

A képrekonstrukcié mellett a biogeografidban és az okologiaban is fontos szerepet jatszik
a kapcsold komponensek szamanak meghatarozasa. Egyes esetekben a bindris matrix jelolheti
bizonyos fajok (sorok) meglétét vagy hidnyat a megadott teriileteken (oszlopok). A kapcsold
komponensek szdma szoros sszefliggésben all a minimélis 0-1 valtdsok szdmaval [27]. Az un.
bedgyazottsag (nestedness) egy fontos mértéke a bindris matrixnak, ami leirja, milyen erésen
fiiggenek a fajok egymastol, illetve az adott tertilett6l. Ha a métrix teljesen vagy kozel teljesen
bedgyazott, abban az esetben a kapcsolé komponensek szama, és igy a 0-1 valtdasok szama kicsi
(lasd az 1-es abrat).

Sajnalatos médon a minimélis szamu 0-1 valtasok meghatarozasa altaldnosan NP-nehéz
probléma [27]. A tézisben megmutattuk, hogy a minimadlis szamu 0-1 valtdsok megtaldldsdhoz
elegend6 a binaris kép egy megfelel6 oszloppermutéaciéjat megtaldlni ahelyett, hogy a kép ele-
mein és magukon a kapcsolé komponenseken végeznénk a keresést. Az elméleti eredményre ala-
pozva megterveztiink két determinisztikus, polinom futasideji algoritmust a lehet6 legkevesebb
0-1 valtasok megtalalasdhoz. A mddszereket Osszevetettiik a szakirodalomban leggyakrabban
hasznalt eljardsokkal. A tesztelést mesterségesen generalt, illetve a valos életbol szarmazd, adat-
halmazok kozotti Osszefiiggoségeket tartalmazé matrixokon végeztiik. Ezen feliill megmutattuk,
hogyan lehet a médszereket alkalmazni bindris képek tomoritéséhez.



3.1. A probléma meghatarozasa

A minimum véltds probléma (Minimum Flip Augmentation Problem, MFA) a kovetkezé: adott
egy binaris méatrix, keressiikk meg a minimalis szadmu 0-1 valtast, hogy a matrix kapcsolé kom-
ponens mentes legyen. El6szor definidljuk a kanonikus bévités (canonical expansion) fogalmét.
Egy A matrix kanonikus bévitése az a ) A-val jelolt métrix, amelynek az elemei

bas; = 0 ha a; =0 minden j' > j-re,
Y1 1 egyébként.

Az alabbi tételt sikertilt bebizonyitanunk:

Tétel 1 Legyen A egy m X n-es méret; bindris mdtriz, és legyen A* az MFA(A) probléma
megoldasa. FEbben az esetben [étezik egy olyan n elemd, mw-vel jelolt oszloppermutdcio, hogy
T lYrA = A*.

Kovetkezményképp, ahhoz, hogy megtaldljuk az MFA(A) probléma megoldasat, elegendd
keresniink egy alkalmas 7 oszloppermutaciot.

3.2. Heurisztikak és mérési eredmények

Négy kiilonboz6 heurisztikat vizsgaltunk az MFA problémara. A SWITCH és a COLUMNS al-
goritmus a szakirodalomban ismert [27]. Elébbi egy kapcsolé komponensek keresésén alapuld
eljards, az utébbi egy mohd, oszloponkénti feltoltés. Az éltalunk kidolgozott COLPERM1 (Al-
goritmus 1) és COLPERM2 (Algoritmus 2) eljardsok a fenti tételen alapuld, oszloppermutaciét
kereso heurisztikak.

Algoritmus 1 COLPERM1

Legyen 7 az identikus permutdacié

for minden ¢ oszlopindexre do
Legyen j > i az az oszlopindex, amelyre m;; a legnagyobb szamu 0-1 valtast eredményezi 9
alkalmazasa utan
i ¢és j oszlop cseréje m;; permutacidval
T A= T - Ty

end for

return A« 7 YA

Az eljarasok hatékonysagat véletlen generdlt binaris matrixokon, valamint valds életbeli
adatmatrixokon teszteltiik. A mesterséges teszthalmaz 20 x 20-as, 40 x 40-es, 60 x 60-as, 80 x 80-
as, és 100 x 100-as véletlen matrixokat tartalmaz 10%, 20%, ..., 90%-os slirliséggel. Minden
matrixméret és stiriség parhoz 50 darab véletlen matrixot generaltunk egyenletes eloszlas szerint.
A teljes mesterséges adatbazis 2250 darab matrixbdl all.

Az eredményekbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az oszloppermutacion alapuld kereso eljara-
sok joval hatékonyabbak futasidében, mint a kapcsolé komponens alapu eljarasok. Ezen feliil a
COLPERM2 eljaras nagyméretii és kis stirliségii matrixok esetén altalaban jobb eredményt adott
a 0-1 véaltasok szamaban. A SWITCH jobban teljesitett, ha a kapcsolé komponensek szama kevés
volt, ami altalaban a kicsi illetve kell6en stirti matrixokra volt jellemzo.

A valés teszthalmaz [27] els6sorban binaris matrixok bedgyazottsiagdnak vizsgalatara szolgal.
A teszthalmaz 150 matrixot tartalmaz szigetvilagok élélényeinek és éléhelyeinek kapcsolatardl;



Algoritmus 2 COLPERM2
while true do
Legyen ¢ és j az az oszlopindex par, amelyre 7;; a legnagyobb szamu 0-1 véltdst eredményezi
1 alkalmazéasa utan
if 1étezik ilyen i és 7 then
i és j oszlop cseréje m;; permutacidval

T 4— T Tij
else
Kiugras a ciklusbél
end if
end while

return A+ 7 A
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2. dbra. Példa bindris képek tomoritésére. a) eredeti kép; b) a térolt adat: a horizontélis és
vertikdlis vetiiletek, valamint a 0-1 valtdsok poziciéi; ¢) Chang algoritmuséval torténé rekonst-
rukcio.

de megtalalhato gerinctelen élolények rendszertanara, tengeri és vizi él6helyekre, illetve geografiai
helyekre vonatkozo matrixok is. A teljes adatbazis 289 métrixot tartalmaz, ezeket 9 osztalyba so-
roltuk a striiségiik szerint. Az algoritmusokat teszteltiik attol fliggéen, hogy mennyi 0-1 valtassal
teszik az egyes matrixokat kapcsolé komponens mentessé. A rangsort az alapjan allitottuk fel,
hogy hany alkalommal értek el legjobb, illetve legrosszabb eredményt. Ugy talaltuk, hogy az
eredmények konzisztensek a véletlen generalt teszthalmazon elért eredményekkel. Osszességében
a COLPERM2 algoritmus taldlta meg a legkevesebb 0-1 valtast; a SWITCH algoritmus jo ered-
ményt ért el kis illetve stiri matrixok esetén, mig a COLUMNS algoritmus a legrosszabb, de
a leggyorsabb heurisztikanak bizonyult. Futasidében a COLPERM2 és a SWITCH algoritmu-
sok néhany masodpercig futottak, mig a COLPERM1 és COLUMNS algoritmusok tized illetve
szazadmasodperc alatt végeztek.

Binaris képek veszteségmentes tomoritésére egy lehetséges eljaras, ha eltaroljuk a 0-1 valtasok
pozicidit. Ez esetben a horizontalis és a vertikalis vetiiletek ismeretében Chang algoritmusét [10]
hasznalva az egyértelmii rekonstrukcié polinom idében elvégezhetd. Erre mutat példat a 2-es
abra. Ez a fajta képtomorités a szerzok jovobeni kutatési tervét képezi.

A téziscsoport eredményei egy konferenciakiadvanyban [18] keriiltek publikédldsra, illetve egy
folyéiratban [17] publikdldsra elfogadtak.
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3. abra. Kiilonboz6 alosztalyba tartozd, 5 x 5-0s méret bindris képek: (a) dltaldnos, lyukakat is
tartalmazé poliomind; (b) h-konvex, de nem v-konvex poliominé; (c¢) hv-konvex poliominé; (d)
hv-konvex, 8- de nem 4-6sszefliggd bindris kép. Ez utobbi a 4-0sszefiiggéség hidnya miatt nem
poliomind.

4. hv-Konvex képek rekonstrukcidoja és véletlen generala-
sa a horizontalis vetiiletbol

A szakirodalomban a bindris képek tobb alosztalyat is vizsgaltak, ahol a rekonstrualandé kép bi-
zonyos ismert tulajdonsagoknak felelt meg. A binaris matrixok egyik gyakran vizsgdlt alosztédlya
az ugynevezett hv-konvex poliomindk, ami olyan 4-Osszefliggé binaris matrixokat jelent, ame-
lyekben minden sor illetve oszlop konvex. A 3-as abra mutat néhany példat kiilénbo6zo osztalyba
tartozé binaris képekre.

A hv-konvex poliomindk horizontdalis és vertikalis vetiiletbol torténd rekonstrukcidjara, il-
letve szamossiganak becslésére sok eredmény létezik a szakirodalomban [2, 3, 8, 11, 12, 13].
Meglep6é médon az egy vetiiletbol torténd rekonstrukeio, illetve szamossag kérdését eddig nem
vizsgaltak. Ebben a téziscsoportban megadtunk egy linaris futasidejii algoritmust hv-konvex
poliominok rekonstrualdsara, valamint meghataroztuk a lehetséges megoldasok szaméat mind
tetszoleges, mind meghatarozott képszélességre vonatkozoan. Ezen eredményekre alapozva ki-
dolgoztunk egy modszert hv-konvex poliomindk véletlen generalasahoz illetve leszamlélasahoz,
aminek a futasideje a vetiilet méretével négyzetesen aranyos. Hasonld eredményeink vannak ho-
konvex kanonikus matrixokra, illetve 8- de nem 4-0sszefliggé matrixokra. Megmutattuk, hogy
egy minimalis méretli hv-konvex kanonikus kép rekonstrualdsa a horizontalis vetiiletbol mindig
lehetséges a vetiilet méretével linearis futasidében.

4.1. hv-Konvex poliominék rekonstrualasa

Legyen H = (hq,...,hy,) € N™ egy m elemet tartalmazé vektor. Az ltalunk megadott Greedy-
Rec algoritmus (Algoritmus 3) egy olyan A hv-konvex poliominét allit el6, amelynek a horizontalis
vetiilete megegyezik a H vektorral, és a mérete minimadlis. A lefrdsban horizontélis sdvnak (strip)
nevezziik a hv-konvex poliominé egy soraban talalhatd, egymést utan kovetkezo 1-eseket.

Tétel 2 GreedyRec eqy H-val megegyezd horizontdlis vetilettel rendelkezd, minimalis méretd
hv-konvex poliomindval tér vissza O(m) futdsiddben.

A GreedyRec algoritmus konnyen moédosithatéd gy, hogy tetszéleges, elére megadott szé-
lességli poliomindval térjen vissza (ha ez lehetséges). Ehhez a k-adik, (k + 1)-edik, ..., m-
edik horizontalis savot az Osszes alatta 1évo savval egytitt jobbra kell csisztatni ugy, hogy a 4-
Osszefliggbség tulajdonsag ne sériiljon. A legkisebb lehetséges oszlopszam (amit a médositatlan



Algoritmus 3 GreedyRec
s <1
for i =2 — m do
if hz = hi—l then
Legyen az i-edik horizontdlis sav az (i — 1)-edik sav alatt
end if
if h; < h;_1 then
Legyen az i-edik horizontdlis sav az (i — 1)-edik sév alatt jobbra igazitva
end if
if hz > hi—l then
Legyen az i-edik horizontalis sav az (i — 1)-edik sév alatt balra igazitva
end if
end for
return sq,...,s,, horizontalis savpoziciok

GreedyRec eredményez) Ny, = N, ahol

hz‘ hai=1 5
N; = Niq ha h; < hi—1 (1)
Nl'fl + hl — hi,1 ha hl > hi,1 .

A formula egyértelmtien kovetkezik a GreedyRec algoritmus leirasabol. A legnagyobb lehetséges
oszlopszam

Nmax:Zhi_m+1a (2)
=1

amikor minden horizontalis sdv az el6z6 sdvnak mindossze egyetlen elemével 4-szomszédos. A
modositott GreedyRec algoritmus barmilyen elére megadott, Nyin €és Nyax 0szlopszélességre el
tud allitani egy adott szélességli, a horizontélis vetiilettel megegyez6 hv-konvex poliominét.

4.2. hv-Konvex poliomindk leszamlalasa

Megadunk egy képletet a megadott H = (hq, ..., hy,) horizontdlis vetiilettel megegyezd hv-konvex
poliomindk leszamlalasara, amennyiben a kép szélessége tetszoleges lehet. A fels6 haromszog
poliominé (upper stack polyomino), az alsé haromszog poliominé (lower stack polyomino), a
parallelogram poliominé (parallelogram polyomino), a k legkisebb bal horgony pozicié (smallest
left anchor position), a K legkisebb lehetséges bal horgony pozici6 (smallest possible left anchor
position), az [ legnagyobb jobb horgony pozicié (greatest right anchor position), és az L leg-
nagyobb lehetséges jobb horgony pozicié (greatest possible right anchor position) definicidja a
tézisben megtalalhato.

Jelolje Sy(H), S;(H) és Py (H) rendre a felsé haromszdg, alsé haromszog és parallelogram
poliomindk szamat rogzitett horgonypoziciok esetén, adott H horizontalis vetiilet mellett. Ekkor
(feltételezve, hogy K < L), azt kapjuk, hogy

Si(H) =1, SyH)=]]hi—hia+1) (k=2), (3)
Su(H) =1, Sy(H) = [[(hi — hoss +1) (1< m) )

1=l

6



Pk’l<H) = ]j min{hi, hi+1} . (5)

A hv-konvex poliomindk szama H horizontalis vetiilett mellett

Pxop(H)=2- Z Z (Sk 1 (hiy — hg—1) - Peg(H) - (by — hyga) '§l+1(H)) : (6)

k=1 I=L

Ha K > L, akkor a megoldasok szama
Pr>p(H) = P<r(H) = Si(H) - Si(H) . (7)

Ezen feliill megadunk egy rekurziv formulat a H-val megegyez6 horizontalis vetiileti, rogzitett
n szélességii hv-konvex poliomindk P, (H)-val jelolt szaméra. Tegyiik fel, hogy K < L. Legyen
r > 1, és jelolje P(p1,...,prn) az n szélességli, (pi,...,p,) vektorral megyez6 horizontélis
vetiiletli parallelogram poliomindk szdmat. Egyértelm, hogy P(p;,n) = 1 ha p; = n, és
P(p1,n) = 0 ha p; # n. Tovabba, r > 1 esetén tekintsiik az alabbi rekurziét:

p1 P(p27--'7p7“>n_i+1) hapl§p27
P(plu"'7p7‘7n) - (8)
2 P(pay....prsn—(p1 —p2) —i+1) hap; >p,.

A megoldasok szama rogzitett n esetén:

:2-2 i(Sk 1 ( hk;—l)'P(hk,---;hhn)'(hl—hl+1)'§l+1<H)> ;9

k=1 I=L

ahol P(hg,...,h;;n) =0 hak > [.

Ezekre az eredményekre alapozva a tézisben megadtunk egy modszert hv-konvex poliomindk
véletlen generalasara, illetve leszamlalasara adott horizontalis vetiilet, és tetsziileges, illetve
rogzitett képszélesség mellett. Az algoritmus legrosszabb futasideje tetszoleges képszélességre

O(m?).

4.3. hv-Konvex kanonikus matrixok rekonstrukciéja

A kanonikus métrixok [1] olyan matrixok, amelyek 4-Osszefiiggd komponenseket tartalmaznak
oly médon, hogy az egyes komponensek legkisebb befoglal téglalapjai 8-0sszefliggek a jobb-
alsé illetve bal-felsé sarkaikkal. A feladat kanonikus hv-konvex képeknek a rekonstrudlasa ugy,
hogy a rekonstrualt kép horizontalis vetiilete a megadott vektorral, 4-0sszefliggd komponenseinek
a szama a megadott komponensszammal egyezzen meg. A 4-es dbra ilyen rekonstrukciora mutat
példat.

A CanonicalRec algoritmus (Algoritmus 4) egy 8-0sszefliggd megoldast ad O(m) futdsidében.
A toréspontok (breakpoints) definiciéja megtaldlhaté a tézisben. Ezen felill a CanonicalRec al-
goritmus maédosithaté gy, hogy rogzitett n szélességli megoldassal térjen vissza, ahol n értéke
tetszoleges lehet a minimalis (a mddositatlan CanonicalRec éltal eldéllitott képszélesség) és

<Zzl hZ-) — m + k kozott, ahol k a 4-6sszefliggé komponensek szama.

A téziscsoport eredényei két konferenciakiadvanyban [15, 20], és egy folydiratban [19] jelentek
meg.
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4. dbra. (a) Egy minimélis szélességli kanonikus hv-konvex madtrix; (b) az dltalunk megadott
CanonicalRec algoritmus eredménye. Mindkét kép szélessége 11. Vegyiik észre, hogy a mésodik
kép 8-0sszefiiggd.

Algoritmus 4 CanonicalRec
1) Keressiik meg azon ¢, ca,...,ci—1 (1 < ¢ <m, és ¢; # ¢; ha i # j) pozicidkat, amelyekre
a Y, min{he,, he, 41} értéke minimélis

2) Allitsunk el& egy G rekonstrukcids eredményt H vetiiletbdl a GreedyRec algoritmus fel-
hasznélasaval

3) A ¢; pozicidkat toréspontként felhasznélva éllitsuk el6 F*-ot G-bol

return F*

5. A morfolégiai vaz felhasznalasa a rekonstrukciéban

A disszertaciéban vizsgaltuk a bindris rekonstrukcié azon véltozatat, ahol a horizontalis és ver-
tikalis vetiiletek mellett egy alakleird jellemzd, az tigynevezett morfoldgiai vaz (morphological
skeleton) [14, 31] is ismertnek tekintett. Bindris képek morfolégiai vaza morfoldgiai operdtorokkal
allithat6 elé. Ilyen operatorok az iterativ morfolégiai dilatacié (morphological dilation, @®y), és
az iterativ morfolégiai erdzié (morphological erosion, ©y), ahol k az iterdcidszamot jeloli, k = 1

esetén elhagyhat6é. Egy F bindris kép az Y C Z? szerkesztéelemmel elééllitott S(F,Y’) mor-
folégiai vaza
K
k=0
ahol
SHEY)=(Fe,V\[FemY)eY], (11)

és K a legnagyobb beirhato (szerkesztOelemmel kozelitett) korlap sugardt jelenti. Egy p € F
képpont vazpont, ha p € S(F,Y) a megadott Y szerkeszt6elemmel.

Egy fontos tulajdonsaga a morfoldgiai vaznak, hogy az eredeti I’ kép pontosan rekonstrual-
hat6 az Sg(F,Y') vaz-részhalmazok ismeretében:

K

F=J[SFyv)eY]= | (oY), (12)

k=0 peS(F,Y)
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5. abra. (a) A rekonstrudlandé F' kép; (b) ha a cimkék ismertek minden p € S(F,Y') vazpontra,
akkor F' egyértelmiien el6éllithato; (c) a feladat F' rekonstrudldsa két vetiiletb6l és a morfolégiai
vazbol.

ahol k, a p vazpont cimkéjét (skeletal label) jeloli, hogy p € Sy, (F,Y"). Mivel a vaz-részhalmazok
diszjunktak, az egyes vazpontok cimkéi jol definidltak. A tovabbiakban feltételezziik, hogy
az Y szerkesztOelem rogzitett, és az origot, valamint a vele 4-szomszédos pontokat tartalmazo
részhalmazt jeloli:

Y:{ <_170)7 (07_1)7 (O’O)a (071)’ (170) } : (13)

A feladat egy binaris kép eldallitasa a két vetiilet valamint a morfolégiai vaz ismeretében. A
rekonstrukcids feladatra az 5-0s dbra mutat példat. Az alabbi tételeket sikertilt bebizonyitanunk:

Tétel 3 Poliomindk rekonstrudldsa két vetiletbél és a morfologiai vdzbol NP-teljes. Bindris
képek rekonstrudldsa két vetiiletbol és a morfologiai vazbol NP-teljes. Bindris képek rekonstrudldsa
eqy vettletbdl és a morfoldgiai vazbol NP-teljes.

5.1. Reconstrukcié mint optimalizalasi probléma

Bar a rekonstrukcié két vetiiletbdl és a morfolégiai vazbdl altalanosan NP-nehéz probléma,
bizonyos esetekben lehetséges egy kozelité rekonstrukcids eredménykép eldallitasa. Ehhez a
problémat energiaminimalizéacids (fliggvényminimalizaciés) problémaként fogalmazzuk meg, ahol
a feladat egy adott, a probléméat reprezentdld fiiggvény globalis minimumaéanak megkeresése. Egy-
szerlisége, robosztussaga és paraméterezhetOsége miatt a szimuldlt hiitést (Simulated Annealing,
SA) [9, 26, 28] valasztottuk kiinduldsi eljarasként.

Az energiafiiggvényt az alabbi mdédon definidljuk: adottak H € N és V' € Ny vektorok és
S C Z? ponthalmaz. A feladat egy olyan F binaris kép el6allitdsra, amelyre (a lehet6 legkisebb
hibaval) teljesiil, hogy S(F,Y) =S, H(F) = H, és V(F) = V. Minden p € S(F,Y) vazponthoz
hozzarendelhetd egy &, cimke, vagyis az F' kép leirhatd K(S(F,Y)) = (Kp,, Fpgs - - - » /-spls(Fyy)‘) €
7SV cimkék sorozataval. A feladat igy egy olyan K*(S) = (Ko s Ky e R;m) cimke-sorozat
megtaldldsa, hogy az abbdl a (12)-ben leirt médon eléallitott F* képre az f(x*) = ||Ax* — b||3
kifejezés értéke minimélis. A kifejezésben x* jeloli az F™* binaris képet oszlopvektorként kifejezve;
b a vetiileteket tartalmazo oszlopvektor, A bindris egyiitthatématrix a képpontok és a vetiiletek
kapcsolatdt irja le. A szimulalt hiitést a fentiek szerint specifikdltuk (Algoritmus 5).

A paramétereket kisérleti uton hataroztuk meg. A rekonstrukciora kilonbozo, szimuldlt
hiitésen alapulé stratégiat dolgoztunk ki K (S) mddositdséra, illetve a célfiiggvény felirdsara.
Két esetben kihasznaltuk, hogy a vazpontoknak teljesiteniiik kell az alabbi tulajdonagot, melyet

a tézisben bizonyitottunk:



Algorithm 5 Szimulalt hiités a rekonstrukciés problémara
K(S) < Ky(S) kiindulési vézcimkék
t<0
repeat
K'(S) + MODOSIT(K (S))
x' és x meghatarozasa K'(S)-bél és K (S)-bol
if f(x') < f(x) or RAND < exp(%{)(x/)) then
K(S) « K'(S)
end if
t«—t+1
until a kilépési feltételek teljestilnek
return K(5) vazcimkék

Lemma 1 A fent megadott Y szerkesztoelem esetén minden p és q vdzpontra teljesil, hogy
d(p,q) > |kp — Kql, ahol d(p,q) a p és q pontok Manhattan-tdvolsdgdt jelols.

A rekonstrukcié soran preferaltuk, ha a 8-szomszédos vazpontok cimkéi kozott az eltérés
legfeljebb 1 volt.

1. No Skeletal Constraint (NSC): A MODOSIT 1épés soran egy véletlenszeriien kivalasztott
kp vazpontot véletlenszertien megvaltoztatunk.

2. Dynamic Skeletal Constraint (DSC¢): Minden 1épésben egy véletlenszertien vélasztott k,
cimke értékét gy modositjuk, hogy minden p-vel szomszédos g vazpontra teljestiljon, hogy
|kp — kel < C. Ha C =1, akkor a 8-szomszédos vazpontokon legfeljebb 1 eltérés a megen-
gedett. Mivel ez lassu konvergenciahoz vezet az iterdciok soran, a rekonstrukcié elején C
értéke nagyobb, és az iteracidk soran C' értéke fokozatosan csokken.

3. Combined Energy Function (CEF,): A vazpont cimkékre tett megszoritast a célfiiggvény-

ben fogalmazzuk meg:
f(x) = allAx = b3 + (1 - a)g(x),

ahol « stlyparaméter (0 < o < 1),

gx) = D hlkprg)  (pg €S, kyrg € K(S)),
0<di(p,q)<2
és | |
- 0 ha |k, — Ke| <1
Plrip, tg) = { |k, — Kgl/2  egyébként.

Az algoritmusokat 50 mesterségesen generalt, 256 x 256-0s méreti képen teszteltiik. A képek
koziil hat teljesitette azt a tulajdonsagot, hogy a morfolégiai vaz egy pont vékony és kevés 8-
osszefiiged komponensbdl all; azonban akadtak olyan képek is, amelyeknek a vaza szakadozott,
izolalt pontokat tartalmaz. A véletlen algoritmus miatt minden futast 10-szer ismételtiink, a hi-
bamértékeket és a futasidoket atlagoltuk. Hibamértékként az eredménykép relativ hibamértékét
(Relative Mean Error, RME) szdmoltuk.

Az eredmények tiikrében ugy talaltuk, hogy a legtobb esetben az 1-es Lemma altal megkove-
telt tulajdonsag nélkiil is egy kozelito rekonstrukcié mar kevés iteracioval és rovid futasidovel

10



is elérhet6. Tovabbi megszoritasokkal az eredménykép simabb, bar a moédszer lassabban kon-
vergal. Az NSC algoritmus altalaban véve jol teljesitett, de az eredménykép gyakran sok hibat
tartalmazott az élek mentén. A DSC algoritmus érte el leggyakrabban a legkisebb hibamértéki
eredményképeket, de ehhez tobb iteraciéra volt sziiksége. A CEF algoritmus valamivel rosszabbul
teljesitett, mint a DSC, viszont még lassaban konvergalt. A legtobb esetben tgy taldltuk, hogy
a megoldé algoritmustdl fiiggetleniil az eredménykép hibamértéke nagyban fiiggott a vazpontok
szamatoél és a vaz simasagatol, osszefiiggoségétol. Az algoritmusokat teszteltiik a rekonstrukcio
azon valtozatanal is, amikor csak egyetlen vetiilet és a morfolégiai vaz allt rendelkezésre; a
rekonstrukcios eredmények valamivel rosszabbak voltak, de az algoritmusok altalaban véve ha-
sonldan teljesitettek.

5.2. hv-Konvex poliomindk rekonstrukcidéjanak egyértelmiisége

Binaris képek, illetve annak alosztalyainak rekonstrukciéja esetén fontos az egyértelmiiség kér-
dése, vagyis hogy mikor létezik pontosan egy megoldas. Ebben az alfejezetben hv-konvex poli-
omindk egy parametrikus alosztalydnak egyértelmiiségi kérdését vizsgaltuk, amikor a rekonst-
rukcié soran két vetiilet és a morfoldgiai vaz &all rendelkezésre. Megmutattuk, hogy az al-
osztalyban az egyértelmiiség kérdése csak a paraméterektdl flige. Egy adott k, 1 € Ny szamparra
legyen G, az alabbi bindris kép:

Gk,l = (p @k Y) U (q @l Y) U (?" EB[ Y) U (8 @k Y), (14)

aholp = (4,79),q=(, j+k+1+ 1), r=0(+k+1+1, j),s=0G+k+I+1, j+E+1+1).
Tovabbé legyen Hy; C Z* egy G = Gy;-b6l konstrudlt binéris kép tigy, hogy

Hp, = {(u,v) | F(ur, uz) wy <u<ug,
(u1,v) € G, (u2,v) € G, (u,v) ¢ G}
U {(U,’U) ‘ E'(Ul,UQ) U1 <V <2,
(u,v1) € G, (u, 1) € G, (u,v) ¢ G}.
Végiil legyen By, = Gy, U Hyy, ahol U a képek mint halmazok diszjunkt unigjat jeloli. Egy
példat lathatunk a 6-os abran k =4, [ =2, és k =5, [ = 1 értékekkel.

Bebizonyitottuk, hogy az ilyen Bj; képek rekonstrukciéjanak egyértelmiisége és annak k, [
paramétere kozott az alabbi Osszefiiggés igaz.

Tétel 4 Legyen B = By, tetszdleges k > | paraméterckre. Ebben az esetben a B kép rekonst-
rukcioja két vetuletbdl és a morfolégiai vazbol akkor és csak akkor nem eqyértelmi, ha

L%J < 2. (15)

A téziscsoport eredényei két konferenciakiadvanyban [16, 22], és két folydiratban [23, 21]
jelentek meg. Az értekezés kiaddsdnak idépontjdig az eredményekre négy fliggetlen hivatkozast [5,
6, 7, 33] kaptunk.

Az eredmények tézisszeru osszefoglalasa

A kutatds eredményei harom csoportba oszthaték. Az eredmények és a hozzajuk kapcsolédd
publikaciok viszonyat az 1. tablazat tartalmazza.
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a) b)

6. abra. Példa By képekre: (a) Bya; (b) Bsi. A sziirke és a fekete képpontok a megfelels G és
H részhalmazokat jelolik. Horizontalis és vertikalis vetiiletekbol, valamint a morfoldgiai vazbdl
a By kép nem egyértemt, mig a Bs; kép egyértelmiien rekonstrualhato.

Az els6 téziscsoportban azt vizsgaltam, hogyan lehet a lehet6 legkevesebb 0-1 valtassal
kapcsolé komponens mentessé tenni binaris métrixokat. Az eredmények egy konferencia ki-
advanyban [18] jelentek meg, illetve egy folydiratban [17] kertiltek elfogadésra.

I/1. Megmutattam, hogy hogyan lehetet a keresési teret drasztikusan csokkenteni tgy, hogy
kozben optimaélis megoldast ne veszitstink el. Ez alapjan megadtam két olyan heurisztikat,
amik az eddig publikalt mdédszereknél a legtobb esetben jobbnak bizonyultak a 0-1 valtasok
szamanak minimalizalasaban.

A masodik tézispontban hv-konvex poliomindk és hv-konvex kanonikus maéatrixok rekonst-
rukcidjat vizsgaltam egy vetiiletb6l. Az eredmények két konferenciakiadvanyban [15, 20], és egy
folyéiratcikkben [19] keriiltek publikélasra.

IT/1. Megadtam egy olyan algoritmust, amely a horizontélis vetiilet méretével linedris idében
megad egy, a vetiiletet kielégité hv-konvex poliomindt. Bebizonyitottam, hogy az eljaras
mindig minimalis méreti matrixot allit el6, tovabba megmutattam, hogy az eljaras konnyen
moédosithatd tetszoleges szélességli matrix eldallitasahoz. Ezen felill megadtam egy zart
képletet a megoldasok szamanak pontos meghatarozasahoz tetszéleges matrixméret esetén,
illetve egy rekurziv formuldt rogzitett matrixméret esetén.

I1/2. Megadtam egy eljarast olyan hv-konvex poliominék véletlen generdldséhoz, amelyek egy
adott horizontalis vetiiletet kielégitenek. Az eljards legrosszabb futésideje O(m?), ahol
m a vetillet méretét jeloli. Az eljardas modosithaté rogzitett méretli matrixok véletlen
generalasahoz.

I1/3. Megmutattam, hogyan lehet hv-konvex kanonikus métrixokat eléallitani egy vetiiletbol. Az
eljaras bizonyitottan mindig minimélis szélességii, 8-6sszefliggd képpel tér vissza.
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A harmadik téziscsoportban a rekonstrukcié azon valtozatat vizsgaltam, ahol két vetiilet mel-
lett a rogzitett szerkesztéelemmel eldallitott morfolégiai vaz is ismert. A téziscsoport eredményei
két konferenciakiadvanyban [16, 22] és két folyéiratcikkben [23, 21] jelentek meg.

I11/1. Bebizonyitottam, hogy poliomindk rekonstrukciéja két vetiilet illetve a morfoldgiai véz
ismeretében NP-teljes. Ezenfeliil, ha eltekintiink a 4-6sszefiigg0ségtdl, a probléma tovabbra
is NP-teljes. Akkor is NP-teljes a probléma, ha a morfolégiai vaz mellett csak egy vetiiletnek
kell megfelelnie a rekonstrukciés eredménynek.

[I1/2. Megadtam egy modszert a rekonstrukcié fiiggvényminimalizacids problémaként torténd
leirasara. A rekonstrukciohoz a szimulalt hiités harom valtozatat hasznaltam, és megmutat-
tam, hogy egy elfogadhatéo mindségli rekonstrukcié mar rovid idon beliil, kevés iteraciéval
is lehetséges, a probléma nehézsége ellenére.

I11/3. Megadtam a hv-konvex poliomindk egy specidlis, parametrikus alosztélydt, és bebizonyi-
tottam, hogy a két vetiiletbdl és morfolégiai vazbol torténo rekonstrukeié egyértelmiisége
csak a paraméterektol fiigg.

[15] | [16]] [17]| [18] | [19] | [20] | [21] | [22] | [23]
I/1. o | o
I1/1. °
I1/2. °
I1/3.| e
II1/1. °
I11/2. °
I11/3. °

1. tablazat. A tézispontok és a Szerz6 publikdcidinak kapcsolata.

Hivatkozasok

[1] P. Baldzs, Reconstruction of canonical hv-convex discrete sets from horizontal and vertical
projections, Lecture Notes in Computer Science, 5852, 280-288 (2009).

[2] E.Balogh, A. Kuba, Cs. Dévényi, A. Del Lungo, Comparison of algorithms for reconstructing
hv-convex discrete sets, Linear Algebra and Its Applications, 339(1-3), 23-35 (2001).

(3] E. Barcucci, A. Del Lungo, M. Nivat, R. Pinzani, Medians of polyominoes: A property
for the reconstruction, International Journal of Imaging Systems and Technology, 9, 69-77
(1998).

[4] M.R. Berthold, C. Borgelt, F. Héppner, F. Klawonn, Guide to Intelligent Data Analysis,
Springer, 2010.

[5] S. Bilotta, S. Brocchi, Discrete tomography reconstruction algorithms for images with a
blocking component, Lecture Notes in Computer Science, 8668, 250-261 (2014).

[6] S. Brocchi, A new approach for the reconstruction of object-based images in discrete tomo-
graphy, Fundamenta Informaticae, 135(1-2), 43-57 (2014).

13



[7]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

S. Brocchi, An object-based tomographic recostruction algorithm exploiting interest points in
image projections, Proceedings of the 8th International Symposium on Image and Signal
Processing and Analysis (ISPA), IEEE, 606-611 (2013).

S. Brunetti, A. Del Lungo, F. Del Ristoro, A. Kuba, M. Nivat, Reconstruction of 4- and
8-connected convex discrete sets from row and column projections, Linear Algebra and Its
Applications, 339(1-3), 37-57 (2001).

V. Cerny, Thermodynamical approach to the traveling salesman problem: An efficient simu-
lation algorithm, Journal of Optimization Theory and Applications, 45(1), 41-51 (1985).

S.K. Chang, The reconstruction of binary patterns from their projections, Communications
of the ACM, 14, 21-25 (1971).

M. Chrobak, C. Diirr, Reconstructing hv-convexr polyominoes from orthogonal projections,
Information Processing Letters, 69(6), 283-289 (1999).

A. Del Lungo, Polyominoes defined by two wvectors, Theoretical Computer Science, 127,
187-198 (1994).

A. Del Lungo, M. Nivat, R. Pinzani, The number of convex polyominoes reconstructible from
their orthogonal projections, Discrete Mathematics, 157(1-3), 65-78 (1996).

R.C. Gonzalez, R.E. Woods, Digital Image Processing (3rd Edition), Prentice Hall, 2008.

N. Hantos, P. Balazs, A fast algorithm for reconstructing hv-convex binary images from their
horizontal projection, Lecture Notes in Computer Science, 8888, 789-798 (2014).

N. Hantos, P. Balazs, A uniqueness result for reconstructing hv-convex polyominoes from
horizontal and wvertical projections and morphological skeleton, Proceedings of the 8th In-
ternational Symposium on Image and Signal Processing and Analysis (ISPA), IEEE Signal
Processing Society, 788-793 (2013).

N. Hantos, P. Balazs, Eliminating switching components in binary matrices by 0-1 flips and
columns permutations, accepted for publication in Fundamenta Informaticae (2015).

N. Hantos, P. Balazs, Fast heuristics for eliminating switching components in binary matrices
by 0-1 flips, Lecture Notes in Computer Science, 8827, 62—69 (2014).

N. Hantos, P. Baldzs, Random generation of hv-convex polyominoes with given horizontal
projection, Fundamenta Informaticae, 135(1-2), 103-115 (2014).

N. Hantos, P. Balazs, Reconstruction and enumeration of hv-convex polyominoes with given
horizontal projection, Lecture Notes in Computer Science, 8258, 100-107 (2013).

N. Hantos, P. Balazs, The reconstruction of polyominoes from horizontal and vertical pro-
jections and morphological skeleton is NP-complete, Fundamenta Informaticae, 125(3-4),
343-359 (2013).

N. Hantos, P. Balazs, K. Palagyi, Binary image reconstruction from two projections and
skeletal information, Lecture Notes in Computer Science, 7655, 263-273 (2012).

14



23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]
[30]

[31]
[32]

[33]

N. Hantos, S. Ivan, P. Balazs, K. Palagyi, Binary tmage reconstruction from a small number
of projections and the morphological skeleton, Annals of Mathematics and Artificial Intelli-
gence, in press (2015).

G.T. Herman, A. Kuba (Eds.), Advances in Discrete Tomography and Its Applications,
Birkh&user, Boston, 2007.

R.W. Irving, M.R. Jerrum, Three-dimensional data security problems, STAM Journal on
Computing, 23, 170184 (1994).

S. Kirkpatrick, C.D. Gelatt Jr., M.P. Vecchi, Optimization by simulated annealing, Science
220, 671-680 (1983).

H. Mannila, E. Terzi, Nestedness and segmented nestedness, KDD 07 Proceedings of the
13th ACM SIGKDD international conference on knowledge discovery and data mining, 480—
489 (2007).

N. Metropolis, A.W. Rosenbluth, M.N. Rosenbluth, A.H. Teller, E. Teller, Equation of state
calculations by fast computing machines, Journal of Chemical Physics, 21, 1087-1092 (1953).

T.M. Mitchell, Machine Learning, McGraw Hill, 1997.

H.J. Ryser, Combinatorial properties of matrices of zeros and ones, Canadian Journal of
Mathematics, 9, 371-377 (1957).

J. Serra, Image Analysis and Mathematical Morphology, Academic Press, New York, 1982.

X. Wu, V. Kumar (Eds.), The Top Ten Algorithms in Data Mining, Chapman & Hall/CRC,
2007.

A. Zamuda, J. Brest, Vectorized procedural models for animated trees reconstruction using
differential evolution, Information Sciences, 278, 1-21 (2014).

15



