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1. Bevezetés

A Székefalvi-Nagy Béla és Ciprian Foias altal kidolgozott, Sz.-Nagy dilataci-
0s tételén alapuld kontrakcidelmélet a nem-normaélis operatorok vizsgélatanak
egyik {6 eszkoze. A disszertacio két kiilonbo6zé abszolut folytonos kontrakciok-
kal kapcsolatos témat tartalmaz. Az els6 részben a kontrakciok stabilitasat,
mig a nagyobb masodik részben a kvézianalitikus kontrakciokat vizsgaltuk.

A doktori értekezés a szerz6 kévetkezs publikacidin alapul.

e L. KERCHY and A. SzALAl, Characterization of stability of contrac-
tions, Acta Sci. Math. (Szeged), 79 (2013), 325-332.

e L. KERCHY and A. SzALAI, Asymptotically cyclic quasianalytic con-
tractions, Studia Math., 223 (2014), 53-75.

e .. KERCHY and A. SzZALAI, Spectral behaviour of quasianalytic con-

tractions, Proc. Amer. Math. Soc., elfogadva.

A tézisfiizet szamozésa és jelolései megegyeznek a disszertacioban talalhatok-
kal.

Az értekezés anyagéat képezs kutatasokat elsGsorban a Hilbert téren ér-
telmezett korlatos linearis operédtorokkal kapcsolatos legnagyobb eréprobat
jelentd és legnagyobb érdeklédésre szamot tarté problémék inspiraltak, ne-
vezetesen az invarians- és hiperinvarians altér problémék. A kovetkezdkben
jelolje L(H) a komplex, szeparabilis H Hilbert téren hato korlatos linearis ope-
ratorok C*-algebrajat. Az invarians altér probléma (ISP) azt kérdezi, hogy
tetszleges T € L(H) operatornak létezik-e valodi M C H invarians altere, a
hiperinvarians altér probléma (HSP) pedig valodi N/ C H hiperinvarians altér
létezését kérdezi tetszéleges T € L(H) \ CI operator esetén. Az M C H altér
(zért linearis sokasag) invarians T-re, ha TM = {Tx : x € M} C M teljesiil,
és valddi, ha M # {0} és M # H. Az N C H altér hiperinvaridns T-re,
ha invarians minden T-vel felcserélhets operatorra. Fzen probléméak vizsgala-
tanal feltehets, hogy a kérdéses T' operator abszolut folytonos (lasd [NFBK,
I1.2.3. Tétel| és [Dou60, 5.1. Kovetkezmény ill. 3. Tétel])). Emlékeztetiink ar-
ra, hogy egy T € L(H) operatort kontrakcionak neveziink, ha ||T|| < 1, és
arra is, hogy barmely kontrakci6 egyértelmien felbomlik a T =Ty ® U, ® U,



ortogonalis 6sszegre, ahol T} egy teljesen nem-unitér kontrakcio, U, egy abszo-
lat folytonos (a.f.) unitér operéator, Us pedig egy szingularis unitér operator
(lasd [NFBK, 1.3.2. Tétel] és [Hal51]). Egy kontrakcié teljesen nem-unitér,
ha semelyik nem-zér6 redukal6 alterére megszoritva sem unitér. Egy unitér
operator a.f. ill. szinguldris, ha spektralmértéke a.f. ill. szinguléaris az egy-
ségkorvonal Lebesgue mértékére nézve. A T kontrakcié abszolit folytonos,
ha szingularis unitér része zérd. Az ilyen T kontrakciora minimalis U unitér
dilatacioja szokasos fliggvénykalkulusanak segitségével definidlhaté a & un.
Sz.-Nagy—Foias fiiggvénykalkulus, ami kézponti szerepet jatszik a kontrakcio-
elméletben:
Or: H® — L(H), f— f(T) = Pyuf(U)H.

Itt H*° a D nyilt egységkorlapon értelmezett Gsszes korlatos lineéris operator
Hardy-terét jeloli (ami azonosithato a T egységkorvonalon értelmezett azon
korlatos mérhetd fiiggvények terével, melyek negativ indexti Fourier egytittha-
toi elttinnek). Ez a & fliggvénykalkulus egy olyan kontraktiv, egységelemes
algebra-homomorfizmus, amely folytonos a gyenge-* topologidkban és melyre
T = ®r(x) = x(T), ahol x(z) = z az identikus fiiggvényt jeloli.

Masik fontos eszkdz a T' kontrakeié vizsgélataban unitér aszimptotaja. Az
(X, V) par T unitér aszimptotdja, ha V egy K Hilbert téren haté unitér ope-
rétor és X : ‘H — K egy linearis transzformacio, melyekre Vo2, V™" XH = K,
| Xh|| = lim, oo |T7h|| minden h € H-ra, tovabba XT = VX. Az unitér
aszimptotaval kapcsolatos tovabbi tudnivalok megtaldlhatok a [Kérl3] cikk-
ben és az [NFBK] konyv IX. fejezetében. Konnyd igazolni, hogy X nulltere

hiperinvaridns T-re, ez az Gn. stabil altere T-nek:
Ho(T) = {h eH: lim ||T"h| = o} .
n—oo
A kontrakciok aszimptotikus viselkedése szerint Sz.-Nagy és Foias a kovetkezd
osztalyokat vezette be:

e T € Cy., ha Ho(T) = H, azaz, ha T"™ — 0 az erds operator-topologiadban
(SOT). Ebben az esetben a T kontrakciot stabilnak nevezziik, mig a nem

stabil kontrakciora azt mondjuk, hogy aszimptotikusan nem-eltind.

e T € (., ha Ho(T) = {0}. Ekkor azt mondjuk, hogy T aszimptotikusan

erdsen nem-eltind.



e T'ecCohaT*eCy,;
e Tc(C, haT*ECl.;
o Cij = Oi. N C‘j (’L,j = 0, 1).

A 2. fejezetben a kontrakciok stabilitdsat karakterizaltuk, a tovabbi fe-
jezetekben pedig bizonyos aszimptotikusan nem-elting kontrakciokkal foglal-
koztunk.

2. Stabilitasi eredmények

A 2. fejezetben a kontrakciok és a polinomiélisan korlatos operatorok stabili-
tasi tulajdonsagait vizsgaltuk. A 2.1. alfejezetben karakterizaltuk a korlatos
analitikus fiiggvények azon {h,}32; sorozatait, melyekkel tesztelhets az a.f.

kontrakciok stabilitasa. Ezzel M. Dritschel kérdését valaszoltuk meg.

2.4. Definici6. Korlatos analitikus fiiggvények egy {h,} —, C H> sorozata
az a.f. kontrakciok stabilitdsdnak teszt-sorozata, ha barmely a.f. T' kontrakcid
esetén T™ — 0 (SOT) akkor és csak akkor teljesiil, ha h,(T) — 0 (SOT).

A fejezet {6 eredménye a kovetkezs allitas.

2.5. Tétel. Korldtos analitikus fiiggvények egy {hy}..., C H™ sorozata az
a.f. kontrakciok stabilitasdnak pontosan akkor teszt-sorozata, ha a nyilt egy-

ségkorlapon exkluzivan konvergdl a nulldhoz, azaz, ha
(1) limy—yo0 hn(z) = 0 minden z € D-re,
(i) sup {||hn]|oo : 1 € N} < 0,

(iii) limsup,,_, ||[XaPnll2 > 0 minden o C T pozitiv mértéki Borel halmaz-

ra.

A sziikségesség igazoldsahoz az S € L (H?), Sf = xf egyiranyu eltolas-
operatort és tovabbi szorzas-operatorokat hivtunk segitségiil. Az elegenddségi
rész bizonyitdsahoz hasznaltuk a kontrakciok Rota modelljét, a nem stabil
kontrakciok triangularis matrix alakjat, valamint unitér aszimptotajat. A

bizonyitas egy része a kovetkez§ allitast adja.



2.6. Propozicio. Adott {h,},_, C H*™ sorozat esetén h,,(T) pontosan akkor
konvergdl a zérd operdtorhoz az erds operdtor-topoldgiaban minden stabil T

kontrakcio esetén, ha {hy,},., teljesiti az (i) és (ii) tulajdonsdgokat.

Az Sz.-Nagy-Foias fliggvénykalkulus egy jol ismert tulajdonsaga szerint
hyn(T) = 0 (SOT) minden a.f. T kontrakcio esetén, ha {h,} -, korlatosan
konvergal a nullahoz a T egységkorvonalon majdnem mindenhol (l4sd [NFBK,
Chapter III]). A kovetkezd allitdsunk mutatja, hogy a sziikséges és elegendd
feltétel gyengébb.

2.7. Propozici6. Adott {h,},., C H* sorozat esetén h,,(T) pontosan akkor
konvergdl a zérd operdtorhoz az erds operdtor-topolégiaban minden a.f. T kont-
rakcid esetén, ha {hy},-, a H> tér egy korldtos sorozata €slim,_, ||hy||2 =
0.

A 2.2. alfejezetben az el6z6ekkel analog kérdéseket vizsgalunk polinomia-
lisan korlatos operatorok esetén. A T egységkorvonalon értelmezett analiti-
kus polinomok halmazat jelolje P(T), a folytonos fiiggvények C(T) Banach-
algebrajaban vett lezartjat, azaz a diszk-algebrat pedig A = A(T). AT €
L(H) operator polinomidlisan korldtos, ha létezik egy valos Kp szam tgy, hogy
lp(T)]] < Krl|lp|| minden p € P(T) esetén, ahol ||p|| = max{|p(¢)| : ( € T}.
Polinomialisan korlatos T esetén a @7 o: P(T) — L(H), p — p(T) leképe-
zés olyan korlatos algebra-homomorfizmus, mely folytonosan kiterjeszthetd
a diszk-algebrara: ®p1: A — L(H), f — f(T). A polinomialisan korlatos
operatorokat W. Mlak t&bb cikken keresztiil vizsgalta dn. elemi mértékeket
hasznalva. Definialta a polinomiélisan korlatos operator abszolut folytonossa-
gat és szingularitasat, és igazolta, hogy pontosan az a.f. polinomiélisan korla-
tos T operatorok rendelkeznek H*°-fliggvénykalkulussal, azaz olyan gyenge-*
folytonos, egységelemes &1 : H>® — L(H) algebra-homomorfizmussal, melyre
Or(x) =T (lasd [Mla74a, 68. oldal]). Tehat a kovetkezd definicio értelmes.

2.9. Definici6. Korlatos analitikus fiiggvények egy {h,},., C H*> soroza-
ta az a.f. polinomidlisan korldtos operdtorok stabilitisanak teszt-sorozata, ha
barmely a.f. polinomialisan korlatos T' operator esetén 7" — 0 (SOT) akkor
és csak akkor teljesiil, ha h,(T) — 0 (SOT).



Vegyiik észre, hogy a definiciokbol nem kiévetkezik, hogy az a.f. kontrak-
ciok stabilitasanak egy teszt-sorozata egyuttal az a.f. polinomialisan korlatos
operatoroknak is teszt-sorozata. Ennek ellenére a kovetkezd allitast sikertilt

igazolni.

2.10. Tétel. Korldtos analitikus figgvények egy {hn},—, C H> sorozata
az a.f. polinomidlisan korldtos operdtorok stabilitdsdnak pontosan akkor teszt-

sorozata, ha a nyilt egységkorlapon exkluzivan konvergdl a nulldhoz.

A fejezetet egy a szingularis polinomiélisan korlatos operatorokrol szolo

allitassal zartuk.

2.11. Propozicié. Legyen {hn}ff=1 C A a diszk-algebra egy korldtos so-
rozata. Ekkor h,(T) pontosan akkor konvergdl nulldhoz az erds operdtor-
topologidban minden szinguldris polinomidlisan korldtos operdtor esetén, ha
lim,, 00 hn(¢) = 0 minden ¢ € T pontban. FEbben az esetben h,(T) — 0

(SOT) minden polinomidlisan korldtos T operdtorra.

3. Kvazianalitikus kontrakciék hiperinvarians

alterei

Legyen T € L(H) egy a.f. kontrakci6 (X, V) unitér aszimptotaval. Ekkor
V e LK) is af. és E spektralmértékének meérhets tartojat T rezidudlis
halmazdnak nevezziik és w(T')-vel jeloljiik. Ez azt jelenti, hogy E(a) = 0 akkor
és csak akkor teljesiil, ha m(aNw(T)) = 0. Tetszbleges x,y € H vektorokra,
wy ., € LY(T) a T x és y pontokhoz tartozd aszimptotikus sdriségfiigguénye:
Exg xy = Wy ydm. A mérhetd w(T,z) = { € T : wy(¢) > 0} halmaz a T
kontrakcioé x pontbeli lokdlis rezidudlis halmaza.

Az Sz.-Nagy-Foias fiiggvénykalkulus segitségével definidlhaté a kvézia-
nalitikus spektralhalmaz. A ®1 kalkulus monoton a kovetkezd értelemben:
I£(T)z|| < ||g(T)z|| minden & € H vektorra (jeldlésben: f(T) < g(T)) va-
lahanyszor |f(z)| < |g(z)| minden z € D pontban (jelolésben: f < g). Tet-
sz6leges H>-beli csokkend F = {f,}52; sorozatra (fn+1 % f, minden n-re),
tekintsiik a m.m. ¢ € T-re definialt ¢r(¢) = limy, o0 |fr(¢)| hatarértékfiige-
vényt, és a mérheté Np = {{ € T : pr({) > 0} halmazt. Ekkor az operatorok



F(T) = {fu(T)}52, sorozata is cs6kkend (fpn+1(T) % fn(T) minden n-re) és

az F(T)-re nézve stabil vektorokbol allo
Ho(T,F) = {:17 eH: nl;ngo I fn(T)x|| = O}

halmaz hiperinvarians T-re. A T egységkorvonal mérhets o és [ részhal-
mazaira az o = 8, a # 8 ill. a C B jeloléseket hasznaljuk, ha m(aAB) = 0,
m(aAp) > 01ll. m(a\ B) = 0 teljesiil, azaz, ha xo = X8, Xa # X5 1ll. Xa < X3
teljesiil a megfelels karakterisztikus fiiggvényekre, mint az L!'(T) Banach-tér
elemeire. Azt mondjuk, hogy T kvdzianalitikus a mérhetd o C T halmazon
az © € H pontban, ha x ¢ Ho(T, F) valahanyszor F nem ttinik el a-n, azaz
NrNa # 0. Jeldlje A(T,z) az ilyen a halmazok rendszerét. A T kont-
rakcio « (T, x) lokdlis kvdzianalitikus spektrdlhalmaza az x pontban A(T,x)
legnagyobb eleme. (Megjegyezziik, hogy 7(T, x) egyértelmiien meghatarozott
0 mértékd halmaztol eltekintve.) Emlékeztetiink, hogy T kvazianalitikus a-n,
ha Ho(T, F) = {0} valahanyszor Np Na # 0 (lasd [Kérll]); a w(T) (globalis)
kvazianalitikus spektralhalmaz a legnagyobb olyan halmaz, ahol T kvaziana-
litikus.

A kovetkezo lemma szerint a lokalis stabilitast meghatéarozza az aszimpto-

tikus strtségfiiggvény.

3.2. Lemma. Legyen F = {f,}°2, egy csokkend sorozat a H™ térben és

r € H.
(a) Halim, o || fn(T)z| =0, akkor opw, , = 0.

(b) Ha wrpwy o, = 0, akkor létezik egy olyan monoton névd 7: N — N fiigg-
vény, melyre lim,, o || 77" f,,(T)z|| = 0.

A kovetkezo tétel a lokalis- ill. globélis spektralinvariansok k6zotti kapcso-

latot irja le.

3.3. Tétel. Tetszdleges x € H esetén

m(T) Cn(T,z) =w(T,z) Cw(T).

Az el6z6 allités kovetkezményeként hiperinvarians alterek létezésére vonat-
kozo feltételt kaphatunk. (A (b) allitds mar a [Kér01]) cikkben is szerepelt.)



3.4. Kovetkezmény.

(a) Haw(T,z) # w(T) valamely nem nulla © € H vektorra és F = {f,}72,
eqy csokkend sorozat gy, hogy Nrp = w(T) \ w(T, z), akkor létezik egy
olyan monoton névé 7: N = N filiggvény, melyre G = {XT(”)fn}ZO:l 18
egy csokkend sorozat, melyre oo = vp, x € Ho(T,G) és Ho(T,G) N
Ho(T) = 0. Tehdt a valodi Ho(T,G) altér hiperinvaridns T-re.

(b) Ha w(T) # w(T), akkor Hlat T nem trividlis.
Az af. T € L(H) kontrakci6 kvdzianalitikus, ha 7w(T) = w(T) # 0. Az

el6bbiek szerint az aszimptotikusan nem-elting kontrakciok kérében (HSP) a
kvazianalitikus esetre redukalhato.

A 3.8. Tételben megmutattuk, hogy a kvazianalitikussig meghatéarozza az
aszimptotikus viselkedést, nevezetesen, ha T egy kvazianalitikus kontrakcio,
akkor T' € C1o.

Az af. T kontrakcio aszimptotikusan ciklikus, ha V € L(K) unitér aszimp-
totdja ciklikus, azaz, ha Vo2 ,V"y = K teljesiil valamely y € K vektorra. Az
aszimptotikusan ciklikus kvazianalitikus kontrakciok halmazat jelolje Lo(H).
Ha T ciklikus, akkor V' is az (forditva nem igaz), igy (ISP) a kvazianalitikus
esetben az Lo(H) osztalyra redukalhato. Ha a rezidualis halmaz lefedi az egy-
ségkorvonalat, akkor a kontrakcié szerkezetérdl sokat tudunk, ezért érdemes
az L1(H) ={T € Lo(H) : 7(T) = T} osztélyt vizsgalni. Ezen kontrakciokra
V Lats T' = H teljesiil, ahol Laty T" azon M invarians alterek halmazat jeloli,
melyekre valé T| M megszoritas hasonlo az S egyiranyu eltolas-operatorhoz.

L1(H)-beli kontrakciokra a kovetkez6 allitas ad példakat. ElGszor rogzit-
siink néhany jelolést. A korabbiaknak megfeleléen S € L(H?),Sf = xf az
egyszeri egyiranyu eltolas-operator. Az A € L(H) operétor kvdziaffin transz-
formdltja a B € L(K) operatornak, jelolésben: A < B, ha létezik egy olyan
Q € L(H,K) kvdziaffinitds (azaz strid képterd injektiv transzformacio), mely-

re QA = BQ.

3.13. Propozicié. Ha a T € L(H) kontrakciora T < S, akkor T € L1(H) és
H>(T) ={T}".

A [KT12] cikk 1. Tétele szerint (HSP) az Lo(H) osztalyban visszavezethets
az L1(H) osztalyra. Ha {T} = H>(T), akkor Hlat T = Lat T nem trivialis.



Azonban, ha {T} # H(T) akkor az eltolas tipusi invarians alterek nem

hiperinvariansak.

3.16. Propozicio. Legyen T € L1(H) olyan, melyre {T'} # H>(T). Ekkor
barmely C € {T} \ H*(T) esetén Lat C N Lats T = 0 teljesiil.

Ugyanakkor igazoltuk, hogy ha létezik valoédi hiperinvaridns altér, akkor

ilyen az eltolas tipusi invaridns alterekbdl is szérmaztathato.

3.18. Tétel. Legyen T € Li(H) olyan, melyre {T} # H*>(T). Ekkor a

kovetkezok ekvivalensek:

(i) HlatT nem-trividglis;

(ii) létezik M € Lats T gy, hogy V{CM :C € {T}} # H;
(iii) létezik S C Lats T gy, hogy H # VS € Hlat T

A 3.19. Propozici6 szerint a T' € £1(?) kontrakecié pontosan akkor kvazi-
affin transzformaltja S-nek, ha T nem kvéziunitér, igy ebben az osztalyban
(HSP) a kvéziunitér esetre redukalhato. Ha T € £4(H) kvaziunitér, akkor
léteznek olyan M;, Mo € LatsT eltolas tipust invaridns alterek, melyekre
My N My ={0} (lasd a 3.20. Propoziciot).

Legyen T € L(H) aszimptotikusan ciklikus a.f. kontrakcio és tegyiik fel,
hogy T' € C4., valamint w(T") = T. Az (X, V) unitér aszimptota univerzalis tu-
lajdonsagabol kovetkezik, hogy barmely C € {T'}' operatorhoz egyértelmien
letezik D € {V'} operator, melyre XC = DX ésa~: {T} — {V},C— D
leképezés egy olyan kontraktiv, egységelemes algebra-homomorfizmus, mely
injektiv, hiszen T' € Cy.. A ®: L>®°(T) — {V}, f — f(V) fiiggvénykalkulus a
megfelels Banach-algebrak kozti izomorfizmus. Igy a 37 = @=L oy: {T} —
L>°(T) kompozici6 is egy injektiv, kontraktiv, egységelemes algebra-homo-
morfizmus. Kénnyen ellendrizhetd, hogy 71 fliggetlen az (X, V') unitér aszimp-
tota specialis valasztésatol.

Az egyértelmien meghatarozott Jr leképezést T fiigguény-leképezésének
nevezzik, F(T) képterét pedig T fiigguénykommautdnsdnak hivjuk. Mivel
Ar(f(T)) = f teljesiil, minden f € H* fiiggvényre, igy F(T') az L>°(T) algeb-

ra H*°-t tartalmazo részalgebraja. A kovetkezd kérdések természetes moédon



vet&dnek fel. Melyik H* C A C L*°(T) algebrak érhetsk el fiiggvénykom-
mutansként és milyen informaciokat tudhatunk meg T' viselkedésérdl A és
F(T) tulajdonsagaibol? Emlékeztetiink, hogy egy A fliggvényalgebrat kvdzi-
analitikusnak neveziink, ha f({) # 0 teljesiil m.m. ¢ € T esetén valahényszor
f A-nak nem-zér6 eleme. A [Kérll| cikkben talalhato 4.2. Propozicié szerint
ha T € £41(H), akkor F(T') kvéazianalitikus.

Vilagos, hogy F(T) akkor és csak akkor egyezik meg a H™ térrel, ha
{T} = H*(T), ami példaul a T" < S esetben teljesiil. (Ennek az esetnek
részletes karakterizaciojat adja a [Keérll] cikk 5.2. Tétele.)

Ha T € L£1(H) és F(T) # H, akkor az F(T)~ lezart tartalmazza a
H*> 4+ C(T) algebrat (lasd [Gar07, IX.1.4. ill. IX.2.2. Tételek|); igy F(T')~
nem kvazianalitikus, tehat F(T) nem zart, ami ekvivalens azzal, hogy Ar
alulrél nem korlétos.

Emlékeztetiink, hogy n € H™ belsd figgvény, ha |n(¢)] =1 mm. ¢ € T
pontban. Jelolje H> az 0sszes belss fliggvénybdl allé multiplikativ félcsopor-
tot. H adott B részfélcsoportja esetén a B- H* algebra nyilvanvaléan kvézi-
analitikus, ahol B a B-beli fiiggvények konjugaltjainak halmaza. A (B -H °°) B
algebrat a B altal indukalt Douglas-algebranak nevezziik. Az innepelt Chang—
Marshall tétel szerint minden zart, H>°-t tartalmazo A C L°°(T) részalgebra
Douglas-algebra (ldsd [Gar07, IX.3.1. Tétel|). Igy F(T)~ = (B- H>®) tel-
jesila B={ne F(T)" NH> :7 € F(T) } esetben. Kovetkezd tételiink
azt a |[Kérll] cikkben felvetett kérdést vélaszolja meg, hogy melyik B - H>
pre-Douglas algebra kaphato meg £1(H)-beli kontrakei6 fliggvénykommutan-

saként.
3.22. Tétel. H*® az egyetlen elérhetd pre-Douglas algebra.

A fiiggvénykommutéans kovetkezd tulajdonsaganak specialis esetét kihasz-

naltuk az el6zs tételben.

3.23. Propozicié. Ha f € F(T), r > |77 (f)|| és ¢ analitikus rD-n, akkor
po feF(T).

Megmutattuk, hogy a hasonlo kontrakciok fiiggvénykommutansa megegye-

zik. Valojaban a kovetkezs altalanosabb allitast igazoltuk.



3.25. Tétel. Legyenek adottak o T; € L1(H;),j = 1,2 kontrakcick (X;,V;)
unitér aszimptotdkkal. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan' Y € I(Ty,Ts) és Z €
I(Ty,Ty) dsszefizd transzformdcick melyekre ZY # 0. Ekkor

(a) Y és Z is injektiv;

(b) 0 #40,(Z2Y) =71,(YZ) =: g benne van az F(T1) N F(Tz) metszetben
és gF(Th) C F(T»), gF (I2) € F(T);

(¢c) specidlisan, ha ZY = I, azaz, ha Ty ~ Ty, akkor g = 1 és F(Ty) =
F(T2).

A 3. fejezetet a Y fiiggvény-leképezés fiiggvény-modellben valé reprezen-

tacidjaval zartuk, a részletek targyalasatol itt eltekintiink.

4. Specialis kvazianalitikus kontrakciék

A 4. fejezetet olyan specialis operatorosztalyoknak szenteltiik, melyekben ter-
meészetes moédon vetddnek fel kvazianalitikus kontrakciok. Nevezetesen, ana-
litikus kontrakciokat és stilyozott kétiranyua eltolas-operatorokat vizsgaltunk.

Az [ARS07] cikkben a szerzéharmas a nyilt egységkorlapon értelmezett
analitikus figgvények egy altalanos H, Hilbert-terén értelmezett M, € L(H,),
M, f = xf analitikus szorzas-operatort vizsgalta. A H, tér fiiggvényeinek ha-

taron vald viselkedését meghatarozza a
A(H,) = {C €T :nt-lim (1—[A?) 7" (k]2 > 0}
A—C

halmaz, ahol k) € H, az az egyértelmiien meghatarozott magfiiggvény, mely-
re f(A) = (f,kx) (f € Ha). A 4.1. alfejezetben megmutattuk, hogy a
mérhets A(H,) halmaz mindig része M, kvéazianalitikus spektralhalmazénak
(lasd 4.1. Propozicio), igy az [ARS07]| cikkben a A(H,) = w(M,) egyenlGség-
re adott feltételek teljesiilése biztositja M, kvazianalitikussagat. Nem nyil-
vanvalo, hogy egy altalanos analitikus szorzas-operator unitér aszimptotaja
hogyan néz ki, azonban abban a speciélis esetben le tudtuk irni, amikor H,
egy az [ARS09] cikkbeli feltételeket teljesité mérték altal indukalt.

10



A 4.2. alfejezetben olyan kétiranyu sulyozott eltolas-operatorokkal foglal-
kozunk, melyek benne vannak a Cg osztalyban. Javarészt a [Shi74] kényvben
talalhato Otleteket hasznéljuk, azonban formaélis sorok helyett valodi fligg-
vényekkel dolgozunk. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
a vizsgalt eltolas-operdtoraink aszimptotikusan ciklikusak és kvaziunitérek.
Egy T stlyozott kétirdnyt eltolas-operatorra egy bizonyos L? () fiiggvényteé-
ren értelmezett, az identikus fiiggvénnyel val6 szorzas-operatorként tekintiink.
Tudoméasunk szerint a Cyg-beli kétiranyu stulyozott eltoldsok korében a hipe-

rinvarians altér probléma abban az esetben nyitott, amikor

OOl o
0<55§T5<R,3=1 és Z%gn)zoo
n=1

Itt a dg > 0 egyenl6tlenség azt jelenti, hogy T invertalhato, rg jeloli Tz bels
spektralsugarat, a 8(—n)-re vonatkozoé novekedési feltétel pedig az L2(3) fiigg-
vényalgebra kvazianalitikussagat biztositja. Ezen feltételek teljesiilése esetén
a fiiggvénykommutans bizonyos korgytiriikén értelmezett korlatos analitikus

fiiggvényekkel hozhatd kapcsolatba.

5. A kvazianalitikus kontrakcidk spektralis

viselkedése

Habéar az invarians- és hiperinvarians altér problémak nyitottak az aszimpto-
tikusan nem-elting kontrakciok kérében, a 3.4. Kovetkezmény mutatja, hogy
a nem kvazianalitikus esetben mindkét kérdés megoldott. Ezen tény isme-
retében fontos lenne meghatarozni a kvézianalitikus kontrakcidk spektrélis
tulajdonsagait, hiszen ha egy aszimptotikusan nem-eltiiné kontrakcié nem
rendelkezne ezekkel a tulajdonsagokkal, akkor nem lehetne kvazianalitikus, és
igy létezne valdodi hiperinvarians altere.

Amennyiben egy T kontrakcié kvazianalitikus, akkor a Cjg osztalyba tar-
tozik. Ezen aszimptotikus viselkedés esetén a T kontrakcié o(T) spektru-
ma és V unitér aszimptotajanak o (V') spektruma kozott kapcsolat figyelhetd
meg. Nevezetesen, a o(V) spektrum w(T') lényeges tartojaval egyezik meg

(o0(V) = es(w(T)) a T egységkdrvonal legnagyobb olyan nyilt részhalmaza-
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nak komplementere, melyre m(O Nw(T")) = 0 teljestil), tovabba o(V') rendes
része o(T)-nek, azaz o(V) C o(T), és m(o(V) No’) > 0 teljesiil minden
olyan nem-iires zart o' C o(T) részhalmazra, melyre o(T) \ ¢’ is zart. Sot,
mas megszoritas nincs a Cg kontrakciok spektrumara, még a ciklikus esetben
sem; lasd az [NFBK] konyv IX. fejezetét. A zar6 fejezetben azt vizsgaltuk,

hogy van-e tovabbi megszoritas a kvazianalitikus kontrakciok spektrumaéra.

1. Kérdés. Legyen adott egy pozitiv mértékd wyg C T halmaz és a D™ zart
egységkorlap egy kompakt o részhalmaza, gy hogy es(wp) rendes része o-nak.
Létezik-e olyan T' kvazianalitikus kontrakcio, melyre o(T) = o és w(T') = wg

teljestl?

A (4 osztalyban a konstrukeio egy olyan kontrakcio megadasaval kezdd-
dik, melyre w(T) = wg és o(T) = es(wp) teljestil. Ott ezt egy W kétiranyu
sulyozott eltolads-operator egy alkalmasan valasztott invarians alterére vald
megszoritasaval kapjuk, azonban az igy kapott kontrakcié nem lehet kvézia-
nalitikus, igy méas modot kell talalnunk egy olyan T kvéazianalitikus kontrakciod
megkonstrualasara, melynek o(T') spektruma valodi része a T egységkorvo-
nalnak, ha egyaltaldn létezik ilyen. Mindenekel6tt a kovetkezs egyszertibb

kérdést kellene megvalaszolni.

2. Kérdés. Létezik-e minden pozitiv mértéki zart J ivhez és ¢ > 0 szamhoz
olyan T kvézianalitikus kontrakcio, melyre o(T) = n(T) = J és [T > ¢
teljesiil?

Tudjuk, hogy barmely a.f. T kontrakciéonak vannak eltolas tipusi invarians
alterei, ha w(T") = T. S6t, H = V Lats T. Barmely kvazianalitikus kontrakcio

kothets egy ilyen gazdag invarians altér haloval rendelkezd kontrakcidohoz.

5.1. Tétel. Bdrmely kvdzianalitikus Ty kontrakciohoz létezik olyan Ty kvdzia-
nalitikus kontrakcid, melyre m(Ta) = T, {Ta} D {Th} és igy Hlat T, C Hlat Ty

teljesiil.

Tehat az aszimptotikusan nem-elting kontrakciok esetén (HSP) arra az
esetre redukalhato, amikor T" kvazianalitikus és w(7") = T. Ekkor T pontosan
akkor rendes része o(T)-nek, ha a o(7T) spektrum Osszefiiggs. Igy, ebben az

osztalyban az 1. Kérdés a kiovetkezs alakot olti.
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3. Kérdés. Adott, a T egységkorvonalat tartalmazo, Osszefiiggs, kompakt o
halmazhoz létezik-e olyan kvézianalitikus T kontrakeio, melyre o(T) = o és
m(T) =T?

Kovetkezd eredményiink mutatja, hogy az elbbi két kérdés Gsszefiigg. Le-
gyen Dy :={2€D:Imz >0}, Ty :={¢ € T:Im¢ > 0}, és barmely K C C
halmazra K2 := {22 : 2 € K}.

5.2. Tétel. A 2. Kérdésre adott pozitiv vdlasz maga utdn vonnd a 3. Kérdés
pozitivitdsdt abban a specidlis esetben, amikor o = K? valamely dsszefiiggd,

kompakt K halmazzal, melyre Ty C K C D].

A Dbizonyitas soran az [NFBK] konyv IX.2. alfejezetében talalhato mod-
szert alkalmazva konstrualunk egy olyan kvazianalitikus T kontrakciét, melyre
U(T) =K és w(f) = T4. Az 5.3. Megjegyzésben megmutattuk, hogy sajnos
nem minden 8sszefiiggs, kompakt T C o C D~ halmaz irhaté o = K2 alakba
valamely Osszefiiggs, kompakt T, C K C D} halmazra.

Vilagos, hogy (ISP) az aszimptotikusan ciklikus esetre redukalhato, igy
fontos lenne ezen esetben is a spektralis viselkedés ismerete. Az aszimp-
totikusan ciklikus kvazianalitikus kontrakciok Lo(H) osztalyaban és annak
Li(H) ={T € Lo(H) : m(T) = T} részhalmazédban ugyanazok a kommutan-
sok lépnek fel [KT12] 1. Tétele szerint, igy (HSP) az L, (H) osztalyra redu-
kalhato. Ezen tény ismeretében kiilonosen fontos a kovetkezd kérdés megva-

laszolasa.
4. Kérdés. Milyen lehet az £ (H) osztalyba tartozéd kontrakciok spektruma?

A 3.24. Példa szerint, barmely 0 < § < 1 szamhoz létezik olyan Ts € L1 (H)
kontrakcio, melyre o(T5) = {z € C : § < |z| < 1}. Kovetkezs tételiink
mutatja, hogy a spektrum lehet a T egységkorvonal is, tovabba pozitiv vilaszt
ad a 2. Kérdésre is abban az esetben, amikor a J iv az egész T korvonallal

egyezik meg.

5.4. Tétel. Bdrmely ¢ > 1 szdmhoz létezik olyan T € L1(H) kontrakcid,
melyre o(T) =T és ||T~Y|| > ¢ teljesiil.

A bizonyitas soran minden ¢ > 1 szamhoz konstrualunk egy kétiranya

stulyozott eltolas-operatort a megadott feltételekkel.
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Ezen allitas segitségével konstrualhatunk kifinomultabb spektrummal ren-
delkez6 L£1(H) osztélybeli kontrakciokat is. Az 5.5.(a) példaban adott T
kontrakeci6 spektruma o(Ts) = TUSTU [0, 1]. Figyeljiik meg, hogy a D\ o(Ts)

halmaz nem Ssszefiiggs. Az 5.5.(b) példaban megadtunk egy olyan T' € £1(H)

kontrakciot, melyre o(T) = TU{r¢ : ¢ € H,p(¢) < r < 1} valamilyen

p: H — (0,1) fuggvényre és stird H C T halmazra.

Hivatkozasok

[ARS07]

[ARS09]

[Dou60]

[Gar07|

[Hal51]

[Kér01]

[Kér07]

[Ker11]

[Kér13|

A. ALEMAN, S. RICHTER, and C. SUNDBERG, Analytic contrac-
tions, nontangential limits, and the index of invariant subspaces,
Trans. Amer. Math. Soc., 359 (2007), 3369-3407.

A. ALEMAN, S. RICHTER, and C. SUNDBERG, Nontangential limits
in P*(p)-spaces and the index of invariant subspaces, Ann. of Math.
(2), 169 (2009), 449-490.

R. G. DouGLAsS, On the operator equation S*XT = X and related
topics, Acta Sci. Math. (Szeged), 30 (1960), 19-32.

J. B. GARNETT, Bounded analytic functions, Graduate Texts in
Mathematics, Springer, New York, 2007.

P. R. HaLmos, Introduction to Hilbert Space and the Theory of
Spectral Multiplicity, New York, 1951.

L. KErcHY, On the hyperinvariant subspace problem for asymp-
totically nonvanishing contractions, Operator Theory Adv. Appl.,
127 (2001), 399-422.

L. KErcHY, Shift-type invariant subspaces of contractions, J.
Funct. Anal., 246 (2007), 281-301.

L. KERCHY, Quasianalytic contractions and function algebras,
Indiana Univ. Math. J., 60 (2011), 21-40.

L. KErcHY, Unitary asymptotes and quasianalycity, Acta Sci.
Math. (Szeged), 79 (2013), 253-271.

14



[KSz13]

[KSz14]

[KSz15]

[KT12]

[Mla73]

[Mla74a]

[Mla74b]

[NFBK]

[Shi74]

L. KERCcHY and A. SzALAI, Characterization of stability of con-
tractions, Acta Sci. Math. (Szeged), 79 (2013), 325-332.

L. KERCHY and A. SzALAI, Asymptotically cyclic quasianalytic
contractions, Studia Math., 223 (2014), 53-75.

L. KERCHY and A. SzALAI, Spectral behaviour of quasianalytic

contractions, Proc. Amer. Math. Soc., accepted.

L. KErcHy and V. ToTiK, Compression of quasianalytic spectral
sets of cyclic contractions, J. Funct. Anal., 263 (2012), 2754-2769.

W. MLAK, Decompositions of polynomially bounded operators,
Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom. Phys., 21 (1973),
317-322.

W. MLAK, Operator valued representations of function algebras,
Linear Operators and Approzimation. II, (Proc. Conf., Oberwol-
fach Math. Res. Inst., 1974), Internat. Ser. Numer. Math. 25,
Birkh&user, Basel, 1974, 49-79.

W. MLAK, Algebraic polynomially bounded operators, Ann. Polon.
Math., 29 (1974), 133-139.

B. Sz.-Nacy, C. Foias, H. Bercovici, and L. KERCHY, Har-
monic analysis of operators on Hilbert space, Revised and Enlarged
Edition, Universitext, Springer, New York, 2010.

A. L. SHIELDS, Weighted shift operators and analytic function
theory, Topics in Operator Theory (ed. C. Pearcy), Amer. Math.
Soc., Providence, 1974.

15



