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1. FEJEZET
Bevezetés

1.1. A bijektiv kombinatorika

Ebben a dolgozatban a klasszikus értelemben vett kombinatorika, az Gssze-
szamlalasi kombinatorika teriiletéhez tartoz6 problémékat vizsgalunk. A tekintett
probléméak megoldésidhoz tehat véges halmazok elemszaménak pontos meghataro-
zasara, illetve esetiinkben ezen szamossagok Osszehasonlitaséara lesz sziikség. (Els6-
sorban kombinatorikus azonossagokkal és egyenlStlenségekkel foglalkozunk majd.)
A legelemibb munkamodszert valasztjuk; két halmaz elemszaméanak egyenlGségét
mindig bijekci6 megadasaval igazoljuk. Az Osszeszamlalasi kombinatorika ezzel a
modszerrel dolgoz6 alaga a bijektiv kombinatorika, mely a kombinatorikus alap-
mennyiségekhez (példaul a binomiélis egyiitthatokhoz, vagy a Catalan-szamokhoz)
egy-egy ,reprezentald” halmazt tarsit, és az alapmennyiségekre kizarolag ezen hal-
mazok elemszamaként tekint, igy a konkrét szamértékeken végzett algebrai mani-
pulaciok helyett csakis e halmazok segitségével érvel. (Példaul ha egy Gsszeszam-
lalasi probléméra az (Z) binomialis egyiitthaté a valasz, akkor ahelyett, hogy egy
kénnyen felirhaté alakbol kiindulva algebrai atalakitasokkal ,kiszamoljuk”, hogy a
valasz #lk),, célunk bijekciot megadni a megszamoland6 objektumok halmaza

és az {1,...,n} halmaz k elemd részhalmazainak halmaza kozott.) A keresett bi-
jekcioval szemben hallgatolagos elvaras, hogy egyszertien legyen definidlva (azaz az
elemek képét meg lehessen kapni egy hatékony determinisztikus algoritmussal), és
a leképezés bijekcio volta konnyen ellenérizhets legyen. Bar kétségtelen, hogy esz-
tétikai szempontok is szerepet jatszanak, természetesen ez a célkitiizés nem oncéli:
Egyrészt nehezen vitathatod, hogy ez a legletisztultabb, legszemléletesebb modja a
kombinatorikus érvelésnek, mig az algebrai manipulaciok — a t6bbi, mélyebb tech-
nikaval egyiitt — bizonyos szempontbol inkabb elfedik a ,lényeget”, akkor is, amikor
esetleg ezt az utat érezziik egyszertibbnek ,mechanikussaga” miatt. Méasrészt, a
modernebb moédszerek mellett tovabbra is van létjogosultsiga az elemi megkoze-
litésnek, hiszen sokszor gyorsabban célt érhetiink elemi eszk6zok felhasznélasaval
(esetleg mas modszereket kiegészitve), mint nélkiiliik. Erre, és az ellenkezGjére is
latunk majd példat a késébbi fejezetekben. Megfigyelhet6 tendencia ugyanakkor,
hogy a nehezebb 0sszeszamléalasi probléméakra altaldban elébb sziiletnek nem kom-
binatorikus bizonyitdsok, mint bijektivek. Ez abbdl is fakad, hogy a modernebb
modszerek jellemz&en univerzalisabbak, mig egy alkalmas bijekcio (bijektiv bizo-
nyitas) megkonstrualasara nincs bevalt ,recept”, pusztan korabban latott triikkok,
hasonl6 problémék, esetleg mas modszerekkel kiszamolt tények jelenthetnek segit-
séget. (Léteznek ugyan olyan eljarasok, melyekkel bizonyos nem bijektiv modszerek
bijektivizalhatok, de igy altaldban kombinatorikus indoklésként nehezen elfogad-

3



1. Bevezetés

hato, bonyolult bijekcidkat kapunk. A particios azonossagok vizsgalataban lényeges
el6relépés tortént ebbdl a szempontbol, melyre a kovetkezs bekezdésben még vissza-
tériink.) Az 6sszeszamlalasi kombinatorika egy atfogo dsszefoglalojaként — a bijektiv
és egyéb modszerek tekintetében is — Stanley kétkotetes Enumerative Combinato-
rics konyveét ajanljuk [31, 32].

A bijektiv kombinatorika fontos megoldatlan problémait sok esetben a més
modszerekkel igazolt eredmények szolgaltatjak; talan a leghiresebb ezek koziil a
két Rogers—Ramanujan-azonossag [24, 22], melyek Schur és MacMahon észrevétele
szerint ekvivalens alakban megfogalmazhatok egyszertinek latszo és tetszetds, egész
szamok particidira vonatkoz6 kombinatorikus Osszefiiggésekként is, azonban ,szép”
bijektiv bizonyitast maig nem sikeriilt talalni rajuk. (Garsia és Milne [9] bijektiv
bizonyitasa meglehetGsen Osszetett, de az altaluk kidolgozott ,involucios elv” [§]
és annak tovabbfejlesztése segitségével particiés azonossagok egész sorat lehet bi-
jektiven bizonyitani, szamitogépes segédlettel. Ez az elv jelentSs valtozast hozott
a particiok vizsgélataban, de elfogadottsaga nem egységes. A témarol Wilf [34] és
Pak [20] munkéiban olvashatunk bévebben, pro és kontra véleményekkel egyiitt.)

1.2. A dolgozat felépitése és tartalma

Az értekezésben két kiilonbo6z6 témakort vizsgalunk a bijektiv kombinatorika
keretein beliil, melyek kapcsolodasi pontja a racssétak megjelenése és felhasznalasa.
(Informalisan, egy d-dimenzios racsséta a Z? diszkrét tér pontjain sétal, egy pont-
bol mindig annak valamelyik szomszédjara, azaz valamelyik hozza legkozelebb es6
pontra lépve.)

A 2. fejezet a [16] és [12] publikaciokat dolgozza fel. Ebben a részben a Stanley
altal is népszertsitett [29, 30]

> CokCap—opx = 4"Ch

k=0

konvoliciés azonossaggal foglalkozunk, ahol C), az n-edik Catalan-szamot jeloli.
(A Catalan-szamok a kombinatorika alapvetd mennyiségei, melyekrdl béséges is-
meretanyagot tartalmaz Stanley [32] konyve és Koshy [13] monografidja.) A fenti
tetszetss formula Shapiro 2002-es eredménye [13; 123. o.], melyet nem nehéz forma-
lis hatvanysorokkal igazolni, Shapiro is igy érvelt. Megjegyezziik, hogy komputer-
algebrai rendszerekkel is dolgozhatunk: A hipergeometrikus azonossagok szamito-
gépes ellenérzésére is hasznalhatod Zeilberger-algoritmus tomor, matematikailag kor-
rekt bizonyitast talal. (Az algoritmus részletes leirasa megtalalhato a [21] konyv-
ben.) Bar ezekkel a modszerekkel egy-egy kompakt indoklashoz jutunk, az azo-
nossag kombinatorikus jelentése rejtve marad. Tekintve, hogy egy kombinatorikus
alapmennyiségeket tartalmazo, nagyon egyszert formularol van szo, természetesen
fogalmazodik meg a kombinatorikus bizonyitas igénye. (Kombinatorikus bizonyitas
alatt azt értjlik, hogy felmutatunk egy olyan Gsszeszdmlélasi problémat, amelyet
a bal és jobb oldal egyarant megvalaszol, igy a két oldal sziikségképpen egyenld.)
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1. Bevezetés

Rovid torténeti attekintés utan a 2. fejezetben ismertetiink egy egyszerii kombina-
torikus, majd pedig egy arra épiilG teljesen bijektiv bizonyitast, ezzel megoldjuk a
Stanley altal kittzott feladatot [29; 194. problémal. Bizonyitasaink specialis utak
kettss leszamlalasan alapulnak. Ezutan attekintjilk modszertiink néhény kovetkez-
ményét, melyek koziil a legfontosabb a kézéps6 binomidlis egyiitthatok alternald
konvolucios formulajanak [28] 0j elemi bizonyitasa. A témakor lezarasaként bemu-
tatjuk a Shapiro-azonossig bizonyitasaban szerepls 0sszeszamlalasi probléma alta-
lanositasat, és sejtésként fogalmazzuk meg az altalunk helyesnek gondolt valaszt.

A [18] és [17] publikaciokon alapul6 3. fejezetben attériink egy masik teriiletre;
itt diszkrét véletlen sétakkal foglalkozunk, mely témakorhoz Spitzer klasszikus [27]
konyvét ajanljuk elméleti kiegészitésként. Az ismertetett probléméat az el6zGekkel
ellentétben kombinatorikus megfontolésok nélkiil nehezebb kezelni, mint elemi kom-
binatorikai eszkozok igénybevételével. A probléma Totik Vilmostol szarmazik, aki
harmonikus mértékekkel kapcsolatos kutatasai sordn fogalmazta meg 2012-ben a
kovetkez6 lemmaét (és bizonyitotta els6ként, Fourier-analitikus eszkozokkel): Ha py
jeloli annak a valoszintiségét, hogy a négyzetracs (0, 1) pontjabol induld szimmetri-
kus véletlen séta a (k,0) pontban 1ép eldszor az a-tengelyre (k € Z), akkor a (pr)r—,
sorozat konvex. Erre az allitasra egy elemi, szamoldsmentes bizonyitast adunk,
melyben a lényegi részt, bizonyos sétahalmazok elemszdméra vonatkoz6 egyenl&t-
lenséget, a halmazok kozotti injektiv leképezés megadasaval igazoljuk. (Emellett
méas megoldéasi modszereket is vazolunk.) Ezutan megvizsgaljuk, hogy mit allitha-
tunk abban az esetben, ha tavolabbi kezd6pontbdl inditjuk a véletlen sétat, majd
ravilagitunk modszeriink korlataira is. Végiil eredményeink magasabb dimenzi6s
analogonjait targyaljuk.

Az értekezés végén részletesebben is Osszefoglaljuk a szakmai fejezetek tartal-
méat, magyarul és angolul egyarant.

A konnyebb olvashatosag érdekében torekedtiink arra, hogy minél kevesebb
jelolést vezessiink be. A tobb helyen is hasznalt sajat jeloléseinket, illetve a nem
egységes szakirodalom alapjan tobbféleképpen is érthets jeloléseket a 65. oldalon
gytjtottiik ossze. Ugyanitt megismételtiik a dolgozatban szereplé kiilonbo6zé at- és
sétatipusok definicidit egy helyen.

A dolgozat f6 tételeit és lemmait teljes részletességgel bizonyitjuk, tovabbi
irodalom igénybevételére nincs sziikség megértésiikhoz. (Néhany fontos hivatkozott
eredményt bizonyitassal egyiitt ismertetiink.) Abban az esetben, ha egy korabban
mar részletezett gondolat megismétlésére lenne sziikség, akkor csak vazoljuk, hogy
hasonléan jarhatunk el, mint kordbban. A f6 témankhoz szorosan nem kapcsol6do
allitdsoknal nem lesziink mindig ilyen alaposak, egyes részek igazolésa az olvasora
marad (ezek rutinszertien elvégezhetdk). A kiegészits részek kidolgozottsaga tiikrozi
a szerzG matematikai {zlését is.



2. FEJEZET
Paros indexii Catalan-szamok konvolicigja

2.1. Shapiro konvoliciés formulaja

A Catalan-szamok fontos szerepet toltenek be az 6sszeszamléalasi kombinato-
rikAban, hiszen szamos probléma megoldasa soran természetes moédon megjelen-
nek: Sloane és Plouffe [26] szerint ,valoszintileg a leggyakrabban eléforduld kom-
binatorikus mennyiségek a binomialis egyiitthatok utan”. Szépségiikon tul ezért is
indokolt minél mélyebb megértésiik, melyet sok matematikus ttzott ki célul. A
vonatkozo6 kutatasok intenzitasat mutatja, hogy Stanley, a bijektiv kombinatorika
egyik nemzetkozileg elismert vezetGje, tobb mint 200 ekvivalens Catalan-szam defi-
niciot gytjtott 6ssze alapmiivé valt Enumerative Combinatorics konyvében [32, 30].
A kovetkezd alfejezetben ezek koziil az egyik legstandardabb kombinatorikus ér-
telmezést valasztjuk majd bizonyitasaink kiindul6pontjanak, most azonban csak a
,Szamszer(sitett” definiciot kozoljiik:

Definicié. Az %H(i’:) szamot az n-edik Catalan-szdmnak nevezzik és C,-nel je-
loljik. ¢

Kozismert, hogy a Catalan-szamokra teljesiil a kovetkezd konvolicios azonos-
sag (amely a Cy = 1 kezddsértékkel egyiitt rekurziv definicioként is felfoghato):

> CiCrp = Cry. (2.1)
k=0

Ez egy egyszerti allitas, amely a bevezet§ kombinatorika kurzusok tananyagahoz
tartozik, kombinatorikus bizonyitassal egyiitt. L. Shapiro 2002-ben észrevette, hogy
a pdros indext Catalan-szamok analdg konvolicioja is elegans zart alakra hozhato:

2.1. Tetel. (Shapiro [30; 6.C18])

> CokCon_ok = 4"Ch. (2:2)

k=0

Shapiro formuldjat nem nehéz igazolni a Catalan-szamok generatorfiiggvényé-
nek segitségével [13; 123. o.], azonban els6 ranézésre meglepd modon a formula
kombinatorikus jelentését joval nehezebb megfejteni, ez a feladat egy évtizedig meg-
oldatlan maradt. Shapiro nem is publikdlta az azonossagot és a [13]-beli egyszert
levezetést; a formula akkor kapott nagyobb publicitast, amikor kombinatorikus mo-
don megoldatlan problémaként bekeriilt Stanley Bijective Proof Problems on-line
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2. Paros index(i Catalan-szamok konvoliciéja

feladatgytjteményébe [29; 194. problémal, és a mar emlitett Enumerative Combina-
torics konyv Catalan addendum nevet viseld elektronikus kiegészitésébe [30; 6.C18].

Az elsé lényeges el6relépés 2011-ben tortént: Andrews ekkor publikalta az azo-
nossag egy g-analog valtozatat, haromféle bizonyitassal [1]. A legmélyebb modszer
egy altalanosabb azonossagot bizonyit g-hipergeometrikus 6sszegzési tételek segit-
ségével, a masodik gondolatmenet is generatorfliiggvényekre tdmaszkodik, a harma-
dik megoldas pedig kombinatorikus, amely a szerz6 megjegyzése szerint ,nem nehéz
(csak faraszto) modon bijektiv bizonyitéssa transzformalhato”.

2012-ben sikeriilt elemi kombinatorikai eszkozokkel igazolnom Shapiro formu-
lajat [16], tovabba a bizonyitas egyetlen nem bijektiv 1épését is bijektivvé tettiik
Hajnal Péterrel 2013-ban [12]. A bizonyitasok specialis utak Osszeszamlalasan ala-
pulnak. Ezek e fejezet f6 eredményei, melyeket a 2.2. és 2.3. alfejezetekben részle-
tesen ismertetek. Ezutan néhény alkalmazast mutatok be a 2.4. alfejezetben, végiil
megfogalmazok egy sejtést a 2.5. alfejezetben, amely a bijektiv bizonyitas kidolgo-
zasa utan természetes modon vet&dott fel.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasokra, megjegyezziik, hogy a (2.1) és (2.2) dssze-
fliggések ismeretében konnyen kiszamolhato a paratlan indext Catalan-szamok kon-
volucidja:

n—1 2n n
E Cok41C2n—2k—1 = E CiCop—i — E CoxC2n—2k = Copg1 —4"Cy,
k—0 i=0 k=0

amely tovabb nem egyszertisithets ,algebrailag’, tehat nem varhaté a fenti érve-
lésnél egyszertibb zart alakra hozas. Ez azt sugallja, hogy Shapiro azonossaganak
bizonyitasahoz az indexek parossagat fel kell hasznélni.

2.2. A kombinatorikus bizonyitas

Bizonyos utak kettds leszamlalasaval fogjuk igazolni Shapiro formulajat. Ehhez
bevezetjiik a paros-metsz§ utak fogalmat, amibdl a paros indext Catalan-szamok
olyan nemstandard kombinatorikus értelmezését kapjuk, amely koézvetleniil elvezet
egy alkalmas Osszeszamlalasi problémahoz. A nem hivatkozott eredmények a [16]
cikkemben keriiltek publikalasra.

Formulainkban tobbszor megjelennek majd (27?) alakd binomialis egyiitthatok
a Catalan-szamok mellett, igy a konnyebb attekinthet&ség érdekében a B, := (2:)
jeloléssel éliink, és azt mondjuk, hogy B, az n-edik kézépsd binomaidlis egyiitthato.

ElGszor definidljuk az alfejezet alapfogalmait:

Definicié. Egy ut felfelé () és lefelé (N,) lépések véges sorozata. Egy ut hosszdn
a lépései szamat értjiik. A 0 hossza utat e-nal jeloljik. ¢

Megjegyzés. Az utakat 2-dimenziéban szemléltetjiik a 2.1. abran lathaté modon a
standard koordinata-rendszerben. Tehét a definicioban szereplé 7 megfelelGje egy
(1,1) lépés, a N\, megfelel§je pedig egy (1, —1) lépés. Hasznélni fogjuk a szemléletes
jelentésbdl eredd fogalmakat (példaul a-tengelymetszet, végpont stb.). A szemlél-
tetéshez az ut kezdGpontjat tetszélegesen megvélaszthatjuk; amennyiben mésként
nem jelezziik, az utak az origobol indulnak. ¢
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2. Paros index(i Catalan-szamok konvoliciéja

2.1. abra: Példa egy tutra

A | (2-dimenziés) at” helyett élhetnénk az ,1-dimenzids séta” szohasznalattal
is, ahol az x-tengely megfelelGje a diszkrét ids, az y-tengelyé pedig az aktualis
pozici6 lenne. Igy talan koherensebbé valna a dolgozat nyelvezete, mégis inkabb a
szakirodalomban elterjedt elnevezéseket valasztottam.

Egy n hosszu (absztrakt) ut felfoghato ugy is, mint egy n elemii alaphalmaz
egy részhalmazanak karakterisztikus vektora, csak 0 és 1 szamok helyett a 7 és \,
szimbolumokkal kédolva. Tehat az utakkal voltaképpen csupan szokatlan médon
vizualizaljuk a véges halmazokat. Es mint latni fogjuk, ez a szemléltetés sokszor
hasznosnak bizonyul mind problémamegoldas, mind leiras szempontjabol. (Példaul
a 2.4. alfejezetben ismertetett, k6zéps6 binomialis egyiitthatokra vonatkozo (2.5)
konvolicios formula esetén is utak segitségével érvel a legelemibb kombinatorikus
bizonyitas, ami meglepSbb, mint Catalan-szamokat tartalmazé formulék esetén.)

Az utak (illetve lépések) Osszeftizésére intuitiv jelolést hasznalunk: Példaul ha
L és R egy ut, akkor a /LN R Ut a kovetkezs 1épéssorozatot jelenti: felfelé 1épés,
L lépései, lefelé lépés, R lépései (természetesen ebben a sorrendben, valamint az
L-beli, illetve R-beli 1épések sorrendjének megtartasaval).

Az alabbiakban néhany speciélis utosztalyt definidlunk:

Definicié. Egy ut
e kiegyensulyozott, ha az x-tengelyen végzidik, azaz ha ugyanannyi felfelé 1épést
tartalmaz, mint lefelé lépést;
e nemnegativ, ha soha nem megy az x-tengely ala;
e secholsem-zérd, ha soha sem 1ép ra az z-tengelyre (a kezdSpontot leszamitva);
e Dyck-it, ha nemnegativ és kiegyensulyozott.

2.2. abra: Egy Dyck-ut

Ha egy P kiegyensilyozott Gt hossza 2k, akkor azt is mondjuk, hogy P félhossza k.
(Minden kiegyensilyozott ut paros sok 1épésbdl all, hiszen a felfelé és lefelé lépések
szama megegyezik.) ¢

Az imént definialt specialis utak szama ismert tetszdéleges rogzitett hosszra:
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2. Paros index(i Catalan-szamok konvoliciéja

2.2. Allitas.
a) A 2n hosszi (n félhosszi) kiegyensilyozott utak szama B, .
b) A 2n hosszi nemnegativ utak szama B, .
c) A 2n hosszi seholsem-zérd utak szama B, .

Bizonyitas. a) Trivialis, hiszen az n felfelé és n lefelé lépés sorrendjét tetszélegesen
megvalaszthatjuk.

b-c) Folklor allitasok, tobb bizonyitasuk is olvashato példaul [6]-ban. Bijekcio
megadasaval igazolhato, hogy a 2n hosszii nemnegativ utak szama megegyezik a 2n
hosszu kiegyensilyozott utak szaméaval. Az pedig konnyen lathato (szintén bijekti-
ven), hogy a b)-beli és c¢)-beli utak szama megegyezik. O

A kovetkezs allitas a BSc kombinatorika tananyag része, melyet a Catalan-

c stz

2.3. Allitas. A 2n hosszi (n félhosszi) Dyck-utak szdma C,,.

A bevezet§ alfejezetben emlitettiik, hogy Stanley t6bb mint 200 mésik interpre-
taciot gytjtott ossze. Shapiro azonossagan gondolkodva azonban elébb-utobb gy
érezziik, hogy egyik sem segit kozvetleniil (néhany sorban) megtalalni a bijektiv
bizonyitast. A megoldashoz elvezets interpretacié abban kiilonbozik ezektsl, hogy
csak péros indext Catalan-szamokra vonatkozik, azaz megragadja az indexek péa-
rossagat. Nézziik tehat a kulcsdefiniciot és a f6lemmat:

Definicié. Egy ut pdros-metszd, ha az x-tengelyt csak 4-gyel oszthato (abszcisszaju)
pontokban metszi. ¢

P
—

2.3. dbra: Egy paros-metszd tut

Megjegyzés. Metszéspont alatt nemcsak atmetszést értiink, hanem annak tekin-
tiink minden z-tengelyre lépést. Egy (origobol induld) ut z-tengelymetszetei ter-
mészetesen csak paros szamok lehetnek, hiszen minden lépés utdn megvaltozik az
aktuélis magassag paritasa. Paros-metszé utak esetén tehdt minden mésodik le-
hetséges z-tengelymetszet tiltott (lasd 2.3. &dbra). Innen ered a kissé mesterkélt
paros-metsz6 elnevezés is: csak a parosadik metszéspontok megengedettek a szoba
johetSek koziil. ¢

A kovetkez6 lemmaban adjuk meg a paros indext Catalan-szamok igért kom-
binatorikus leirasat. A lemma torténete kalandos: 1981-ben American Mathema-
tical Monthly problémaként [25] tiizték ki. (Megfogalmazasa csak annyiban tér el
lemmankétol, hogy 45°-kal elforgatott szemléletben dolgozik.) 1983-ban kozoltek
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egy hibas, majd 1985-ben egy kombinatorikus, de nem bijektiv megoldast [3]. Ek-
kor a szerkesztGk tujra kittizték a feladatot, bijektiv bizonyitast kérve, és 1987-ben
megjelent Nichols et al. bijektiv bizonyitasa [19]. Ezutan a lemma elfelejt6dott, leg-
alabbis erre utal, hogy Shapiro formuldjat sokaig nem sikeriilt kombinatorikusan
igazolni. (Ugyanis ahogy a legtdbb ilyen problémanal, itt is a megfelel§ 6sszeszamla-
lasi feladat megtalalasa a nagyobb nehézség, nem a megoldasa.) Erdekesség, hogy a
lemmat Monthly-feladatként szintén Shapiro ttizte ki, és Stanley Enumerative Com-
binatorics konyvében is szerepel [32; 230. o., 6.22], csak nem a Catalan-szamok ek-
vivalens definici6it tartalmazo6 hosszi listaban, amely talan a legolvasottabb Ossze-
foglalo a téméaban, hanem kiilon feladatként. A 2012-es [16] cikkem irasakor ezekrsl
az el6zményekrsl nem volt tudomasom, és sajnos hivatkozas nélkiil fogalmaztam
meg és bizonyitottam a lemmat (amely bizonyitas egyébként megegyezik Nichol-
sék megoldasaval), és igy is jelent meg; ez a 2014-ben megjelent [12] cikkiinkben
tisztazasra keriilt.

2.4. Lemma. (Nichols et al. [19]) A 4n hosszi (2n félhosszi) kiegyensilyozott pdros-
metszd utak szama Csy,y,.

Bizonyitas. n = 0 esetén nyilvanvaloan teljesiil az allitas, rogzitsiink tehat egy
tetszbleges n > 1 szdmot. Jelolje a 4n hosszu Dyck-utak halmazat D, a lemmabeli
utak halmazat pedig €. Mivel |D| = Cy,, a Catalan-szamok standard interpretacioja
(2.3. Allitas) szerint, ezért elegendd egy bijekciot megadnunk D és £ kozott.

Tekintsiink egy tetsz6leges D-beli D Dyck-utat. D képének definidlasdhoz els-
szor keressiik meg az elsd olyan lefelé 1épést D-ben, amellyel az at visszatér az
x-tengelyhez. Ha ezt a lépést a kezddlépéssel egyiitt eltavolitjuk D-bél, akkor D
két Dyck-utra esik szét: Jelolje L a bal oldalit, R pedig a jobb oldalit. (Példaul
L azért Dyck-ut, mert egyrészt nyilvan kiegyensulyozott, masrészt az eltavolitott
lefelé 1épés volt az elsé olyan 1épés D-ben, mely az 1 magassag ala 1ép, igy a nemne-
gativitas is teljesiil.) Mivel D félhossza péaros (2n), és egy lépéspart eltavolitottunk
D-bél, ezért L és R kozil az egyik félhossza péaros, a méasiké paratlan (mert ezen
félhosszok Gsszege paratlan, 2n — 1).

1. eset: Ha R a paratlan félhosszu Dyck-ut, akkor D képe legyen ¢(D) := "R\ ¢(L),
ahol ¢(L)-t ugy kapjuk, hogy a fenti eljarast rekurziv moédon megismételjiik az L
pdros félhosszi Dyck-tutra (mint ,;aj D”-re) mindaddig, amig a 0 hosszu uthoz nem
jutunk, amelyre ¢(g) := €. (A fenti L—R-felbontast minden paros, de nem nulla
félhosszu Dyck-utra el tudjuk végezni.)

2. eset: Ha L a paratlan félhossza Dyck-tt, akkor D képe legyen ¢(D) :=\,L "$(R),
ahol L az L tt x-tengelyre vonatkozo tiikorképe (azaz L-t a felfelé és lefelé lépések
felcserélésével nyerjiik L-bol), és ¢(R)-et ugy kapjuk, hogy a fenti eljarast rekurziv
modon megismételjiik a pdros félhosszi R-re.

Tehéat az imént tulajdonképpen egy, a paros félhosszit Dyck-utak halmazén
értelmezett ¢ fiiggvényt definidltunk rekurziv modon. (A definicio értelmes, mert
az 1. és 2. esetben is paros félhosszu az a Dyck-ut, amelyre 0jbol kiértékeljiik ¢-t.) A
P = ¢|p fiiggvény lesz a keresett bijekcio. ¢ definicidja és a bijektivitas ellendrzése
legkdnnyebben a 2.4. abra alapjan kovethets (a fels6 D ut képe az also6 E ut):
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A kodolas 1. fazisaban a zold hullamos 1épésparral osztjuk fel D-t Li-re és Ri-re
(a fenti L és R jeloléshez hozzavettiik a fazis sorszamat indexként, de Li-et nem
jeloltiik az 4bran), melyek koziil a z6ld hagyomanyos vonallal rajzolt Ry Dyck-it a
paratlan félhosszu, igy az 1. eset alapjan végezziik el a kodolast, mellyel a képként
adodo F ut zold lépéseit kapjuk meg, és kovetkezik a II. fazis. A II. fazisban a D-bsl
megmarad6 (nem zold) atban a piros hullamos lépéspar adja az Lo—Ro-felbontést,
melyek koziil az Ly a paratlan félhossz, igy most a 2. eset alapjan kodolunk. Végiil
a III. fazisban ismét egy 1. esetbeli kodolas kiévetkezik a D-b6l megmaradt ttra,
kék szinekkel jelolve, és ezzel ,atdaraboltuk” az egész D utat az E utta (Ls = ¢),
az algoritmus leéll.

b}
.lb3
_L/2 Z)
_l.bl
D D
0 4yt
Y
1| fazis 1. fazis 11. fazis
E E
3 3 3 3 3 >
0 4

2.4. abra: A lemmaéat bizonyité bijekcio

Hatravan még annak végiggondolasa, hogy v valoban D — £ bijekcié. Konnyt
latni, hogy tetszsleges D € D esetén ¢(D) € £ teljesiil: ¢ hossztartasa vilagos (azaz
4n hosszu utat kapunk a kodolas végén), minden fazisban az L—R-felosztast ado
lépéspart és a paratlan félhosszu utat ,mésoljuk at” ¢(D)-be, akar az 1. eset, akar
a 2. eset szerint kodolunk. (Formalisan: ¢ hossztartiasa az argumentum félhossza
szerinti indukciéval egyszeriien igazolhat6. Hasonldéan bizonyithato a 1 bijektivita-
sdhoz sziikséges Osszes tobbi tulajdonsag, mi azonban indukciéra valoé hivatkozés
helyett inkabb a szemléletesebb megfogalmazasokat valasztjuk.) (D) felépitésekor
minden fazisban egy kiegyenstlyozott utat ,ragasztunk” a mér felépitett részhez,
ezért egy kiegyensilyozott utat kapunk végeredményiil is. Mivel minden fazisban
olyan (hagyoméanyos vagy tiikrozott) Dyck-utat ragasztunk, amely a kezdd- és vég-
pontot leszdmitva nem metszi az z-tengelyt, ezért minden fazisban két szomszé-
dos z-tengelymetszet kozotti részt épitiink fel ¢(D)-ben. Az algoritmus minden
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fazisban péaratlan félhosszu Dyck-utat valaszt, tehat barmely két zérushely kozott
a hozzadadott (,hullamos”) lépésparral egyiitt paros félhosszu, azaz 4-gyel oszthato
hosszisaga Dyck-ut all (esetleg tiikrozve). Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy (D)
paros-metsz6 ut is, azaz (D) € £.

Belatjuk, hogy tetszéleges E € £ tutnak egyetlen inverz képe van. Az x-
tengelymetszetek felosztjak a E-t (esetleg tiikkrozott) Dyck-utakra, melyek elsd és
utolso 1épését eltavolitva paratlan félhosszu Dyck-utakat kapunk, amelyek a fazisok-
nak felelnek meg. Abbol, hogy egy ilyen Dyck-ut tiikrozott vagy sem, kitalalhatjuk,
hogy a feltételezett Gsképbeli megfelelGje bal oldali vagy jobb oldali it volt-e az
adott fazisban (azaz az 1. vagy 2. eset szerint kodoltunk-e), és ennek segitségével
balrél jobbra haladva egyértelmien felépithetjiik az inverz képet. Példaul a 2.4. ab-
ran lathato F 0t esetén tudjuk, hogy az els6 x-tengelymetszetig tarto rész felel meg
az 1. fazisnak, amelyben 1. esetbeli konverzié tortént (mivel nem volt tiikrozés),
ebbdl ¢ definicidja alapjan vildgos, hogy ezt a ,kezdGszeletet” akkor és csak akkor
kaphatjuk meg, ha a feltételezett Gskép vonatkozo része megegyezik az abra felsd fe-
lén lathato D Dyck-ut zold szind részével, és a két zold hullamos 1épés k6zott nincs
x-tengelyre vivs 1épés benne. (Itt felhasznaljuk azt is, hogy a zdld hagyoméanyos
vonallal rajzolt ut félhossza paratlan, maskiilonben a koédolod algoritmus a masik
részutat valasztana a fazisban.) Ezutan a kék lépések ,Gsét” tudjuk egyértelmien
meghatarozni, és igy tovabb balrol jobbra (fazisrdl fazisra) haladva megtalalhatjuk

zonyitasunk teljes. U

Megjegyzés. Informélisan fogalmazva, a D-beli és az E-beli utakat is paratlan
félhosszu Dyck-utakbol épithetjiik fel, és bijekcionk a D-beli utak felépitésének
,balra/jobbra” dontéseit konvertalja at az E-beli utak felépitésének ,felfelé/lefelé”
dontéseivé.

A lemmabeli utak szamat X,,-nel, a Cy,, Catalan-szamot Y,,-nel jelélve konnyen
lathato, hogy az (X,,),—, és (Y,),—, sorozat is kielégiti a kovetkezd rekurziot (és
emiatt megegyeznek):

n
Zn=2Y Cop—1Zn_k, han>1. (2.3)
k=1
Ugyanis a lemmabeli utakat els6 nem-origd6 x-tengelymetszetiik szerint osztalyozva
azonnal megkapjuk, hogy (X,,),—, valoban kielégiti a rekurziot, az (Y,) -, soro-
zatra vonatkozoan pedig (2.3) csak a standard (2.1) Catalan-rekurzio atfogalma-
zésa. Bz egy rekurziv bizonyitas, melyre azonban joval egyszeriibb ratalalni, hiszen
(2.3) természetes modon adodik, amikor megprobaljuk Gsszeszamolni a lemmabeli
utakat. (A lemma torténeti attekintésében emlitett elsé kombinatorikus bizonyitas
is igy érvel [3].) Valojaban 1) kodolasunk ezt a rekurziv gondolatmenetet ,bijektivi-
zalja”.
A fenti lemmé&bol azonnal kovetkezik a péaros indexti Catalan-szamok konvola-
civjanak egy kombinatorikus interpretacioja:
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2.5. Kovetkezmény.
a) Y p—o CokCon—or az origobdl a (4n + 1,1) pontba mend pdros-metszd utakat
szdmolja meg.
b) ZZ:O Cox Ban ok a 4n hosszi pdros-metszd utakat szamolja meg.

Bizonyitas. a) Csoportositsuk a szoban forgd utakat az utolso z-tengelymetszetiik
szerint. (Ez értelmes, hiszen az origd mindig x-tengelymetszet.) CorCay_ok azon
lemmabeli utakat szdmolja meg, melyek utolsé z-tengelymetszete 4k, hiszen Cyy,
lehet@ség van paros-metszé modon eljutni az origobol a (4k, 0) pontba a 2.4. Lemma
alapjan, majd ezutan felfelé 1épésnek kell kvetkeznie (hiszen az z-tengelyre innentél
nem léphetiink ré, és a végpont az z-tengely {616tt van), végiil a (4k+1, 1) pontbol
Coy—ok-féleképpen juthatunk el a (4n + 1,1) pontba z-tengelyre lépés nélkiil a
2.3. Allitas szerint (hiszen ez a szakasz nyilvanvaléan egy 4n — 4k hosszt Dyck-
ut tovabbi megkotés nélkiil). A formula valoban a lemmabeli utakat szamolja meg,
mivel a paros-metsz6 tulajdonsig miatt az utolsé z-tengelymetszet mindig 4k alaka
valamely k € {0,...,n} szamra.

n A1, A r
0 . 4K N 4n
(51 lehetséges paros-metszé ut Con 2k lehetséges Dyck-ut

2.5. abra: Az a) allitas bizonyitasa

b) Analég modon adodik az allitas. Cox Bay—ok azon lemmabeli utakat szamolja
meg, amelyek utolso6 z-tengelymetszete 4k, ugyanis ezen utak (0,0) ~ (4k,0) sza-
kasza ismét Coi-féleképpen valosulhat meg (2.4. Lemma), majd a (4k,0) ponttol
Bay,_ox-féleképpen folytatédhatnak seholsem-zéré modon (2.2. Allitas). O

C5y lehetséges paros-metszé 1t B, ok lehetséges seholsem-zéro ut

2.6. abra: A b) allitas bizonyitasa

A 2.5. Kovetkezményben szerepls két konvolicio kozott szoros kapcsolat van:
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2.6. Lemma.

> CokBan ok = (n+1) Y CopCon 2k
k=0 k=0

Bizonyitas. Felhasznalva a B; = (j + 1)C; Osszefiiggést,

n

> CorBon—ok = Cop(2n — 2k + 1)Copn_op,

k=0 k=0
1 n n
= 5 Z CQk(2n — 2k + 1)an_2k + Z an_%(% + 1)02k>
k=0 k=0
1 n n
= 5 (2TL + 2)02k02n_2k = (n + 1) Z Co1.Co ok Ol
k=0 k=0

Megjegyzés. Bj-t és Cj-t alkalmas Osszeszamlalasi probléméara adott valaszként
értelmezve (2.2. és 2.3. Allitas) a fenti szamolas atkonvertalhato bijektiv bizonyi-
tassa, ha felhasznaljuk a B; = (j + 1)C; tény egy bijektiv — pl. [6]-ban olvashato —
bizonyitasat. Erre azonban nincs sziikség, ugyanis Shapiro azonossaganak bijektiv
bizonyitasakor nem fogjuk hasznélni ezt a lemmaéat a 2.3. alfejezetben; kombinato-
rikus bizonyitasunkban pedig a f6 nem bijektiv gondolat a 2.7. Lemma lesz, igy a
fenti szamolas kikiiszobolése sem segitene. ¢

Shapiro (2.2) konvolucios formulajat (n+ 1)-gyel szorozva, a 2.6. Lemma és az
(n+1)C,, = B, osszefiiggés alapjan a

> CorBoy ok =4"B, (2.4)
k=0

ekvivalens alakot kapjuk.

A Shapiro-formula igazolasahoz elegendé a 2.5. Kovetkezmény a) pontjaban
szerepld utakat masképp megszamolni, 4"C,, valaszt eredményezé modon. Hason-
loan, a (2.4) ekvivalens alakhoz pedig a b) pontban szereplé utak szamarol kell
belatni, hogy 4" B,,.

Tulajdonképpen a 2.7. abran szemléltetett kozépiskolas modszerrel szamoljuk
Ossze a kérdéses utakat: Ha az abran lathaté médon minden szoéba johets racspontra
fel akarjuk jegyezni, hogy hanyféleképpen lehet oda paros-metszé modon eljutni az
origobol, akkor az &bra balrél jobbra haladva ,kitolthet6”, ugyanis minden pont
cimkéje a bal oldali szomszédok cimkéinek Gsszege (a szomszédsagot a berajzolt
vonalak szemléltetik), hiszen el6szor ezen szomszédok valamelyikébe kell eljutni,
és uténa egy egyértelmiien meghatéarozott lépés kovetkezik a vizsgalt pontba. (Ez
az egyszerid gondolat elvezet egy hatékony algoritmushoz, mellyel gyorsan ki lehet
szamolni szamitogép segitségével ezeket az értékeket nagyobb koordinatajua racs-
pontokra is. De erre nem lesz sziikségiink.) Eddigi eredményeink a kovetkezsképpen
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foglalhatok ssze: Tudjuk, hogy a (4n,0) pont cimkéje Cy,, a 2.4. Lemma szerint; a
(4n 4+ 1,+1) pont cimkéje L,, := 22:0 CorCopn_ok, a 4n-edik oszlopban 1évs cim-
kek Osszege pedig Sy, = Y p_o CorBon—ok a 2.5. Kovetkezmény szerint. Azt kell
megmutatnunk, hogy L, = 4"C),, vagy ami ezzel ekvivalens, hogy S,, = 4"B,,. A
f6 észrevétel az, hogy S, 41 kiszdmolhato S,, és L,, segitségével, azaz a 2.6. Lemma
L, = n+r15n Osszefiiggését figyelembe véve S,, segitségével, amibdl egy rekurziv
kiszamitasi moédot kapunk a keresett .S,,, illetve L,, értékekre.

2.7. dbra: A paros-metsz§ utak szama

A részleteket a kovetkezs lemma targyalja (cimkék helyett tomorebb nyelve-
zetet hasznalva), amely egyuttal Shapiro azonossagara adott kombinatorikus bizo-
nyitasunk befejezd lépése (vo. 2.5. Kovetkezmény):

2.7. Lemma.
a) Az origobol a (4n + 1,1) pontba mend pdros-metszd utak szama 4™C,,.
b) A 4n hosszi pdros-metszd utak szima 4™ B,,.

Bizonyitas. A 2.5. Kovetkezmény szerint az a)-beli utak szama Y, _, CorCopn—o,
a b)-beli utak szama pedig Y _, CorBon—2k. A 2.6. Lemma alapjan tehat a b)-beli
utak szama (n + 1)-szerese az a)-beli utak szamanak, igy a két allitas ekvivalens,
hiszen ez az Osszefiiggés a bizonyitando6 értékekre is fennall.

A b) allitast latjuk be. Jeldlje a 4n hosszi paros-metsz6 utak halmazat Py,
és legyen S,, := |P,|. A bizonyitand6 S, = 4"B,, allitast n szerinti indukcidval
igazoljuk. Ez nyilvanvaloan teljesiil n = 0 esetén. Tegylik fel, hogy n-re igaz, hogy
Sp = 4" B,,. Minden P, 1-beli utat egyértelmiien megkaphatunk valamely P,-beli
utbol 4 alkalmas befejezd 1épés hozzavételével. Egy utat 16-féleképpen lehet meg-
hosszabbitani 4 1épéssel, igy a P,-beli utak mindegyikét meghosszabbitva Gsszesen
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16,5, kiilonbo6z6 utat kapunk. Ezek koziil pontosan azok nincsenek P, 1-ben, me-
lyek ralépnek a (4n + 2,0) pontra. (Hiszen ezen utak elsé 4n lépése P,-beli utat
alkot, igy ott soha nem kovetkezhet be tiltott z-tengelyre 1épés.) A (4n + 2,0)
pontra a (4n+1,1) és (4n + 1, —1) pontok valamelyikérdl lehet lehet ralépni. Tehat
a ,rossz’ meghosszabbitasok pontosan azok az utak, amelyek el6szor pdros-metszd
mddon eljutnak a (4n+1,1) pontba, majd egy (tiltott) lefelé 1épés és két tetszileges
lépés kovetkezik; tovabba ezen utak z-tengelyre vonatkozo tiikorképei — utobbiak
adjak meg azokat a rossz utakat, amelyek a (4n + 1, —1) pontbdl lépnek a tiltott
(4n + 2,0) pontra.

2.8. abra: Egy rossz meghosszabbitas

Az els6 bekezdésben végiggondoltuk, hogy az origobdl a (4n + 1,1) pontba
mené paros-metszé utak szadma %HS”’ tehat a rossz meghosszabbitdsok szama
HL_HS,L. (A 8-as szorzd a két tetszbleges zard 1épésbdl és a tiikrozott utak miatti
duplazodasbol jon.) Eddigi észrevételeinket Gsszegezve, az S, = 4" B,, indukcios
feltevés felhasznaléséaval

8 8
Spi1 =168, — ——8,, =16-4"B,, — ——4"B,, = 4"*'B,
+1 n-+1 n+1 +1

adodik, amit bizonyitani kellett. (Az utols6 egyenléség egyszerd szamolassal ellen-
érizhets a B,, = (2:) Szamszertsitett” definiciobol.) O

2.3. A bijektiv bizonyitas

A kovetkezkben a (2.2) Shapiro-azonossag bijektiv bizonyitasat ismertetjiik.
kapjuk, melyet az alfejezet végén kiilon allitdsban is megfogalmazunk. Ezeket az
eredményeket témavezetémmel, Hajnal Péterrel kozos cikkben publikaltam [12].

Az el6z6 alfejezet kombinatorikus gondolatmenetét tessziik teljesen bijektivvé.
A Catalan-szamok Dyck-utas kombinatorikus definiciojabol (2.3. Allitas) kiindulva,
bijektiv modon igazoltuk a 2.5.a Kovetkezményt (a lényegi rész a 2.4. Lemma bi-
zonyitasa volt), tehat mar csak a 2.7.a Lemma bijektiv bizonyitasa maradt hatra.
Ez t6bb 1épésbdl fog allni, és elérebocsatjuk, hogy mindig bijekci6 megadasaval
fogunk érvelni, de ezt nem hangsiilyozzuk a tovabbiakban. Az ,elegendé a kévetke-
zG6t bizonyitani” célokat lemmaként fogalmazzuk meg, melyek bizonyitasa a hosszt
gondolatmenet végén, a 2.10. Lemma igazolasaval zarul majd le. Természetesen
tovabbra is hasznéljuk az el6zé alfejezetben bevezetett fogalmakat és jeloléseket,
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ezenfelill élink az ,,A ~~» B at” roviditéssel is az ,,A pontb6él B pontba mend ut”
leirasara.

Rogzitsiik n-et. Azt kell igazolnunk bijektiven, hogy az origobol a (4n + 1,1)
pontba mendé paros-metszé utak szama 4™C,,. Célunkat technikai okokbol atfogal-
mazzuk. Ha eltekintiink az els6 1épéstdl, azt is mondhatjuk, hogy azt kell belatni,
hogy az (1,1) ~» (4n + 1, 1) paros-metsz6 és az (1,—1) ~» (4n + 1,1) paros-metszd
utak szama Osszesen 4"C,,. Az (1, —1) ~» (4n+1, 1) paros-metsz6 utak szama szim-
metriai okokbol nyilvanvaléan megegyezik az (1,1) ~» (4n + 1,—1) paros-metszd
utak szamaval. (Az x-tengelyre valo tiikrozés bijekciot létesit a két uthalmaz ko-
zott.) Tehat a kovetkezo alakban is megfogalmazhatjuk a bizonyitandot (a két le-
hetséges végpont tomor jelolésével):

2.8. Lemma. Az (1,1) ~ (4n + 1, £1) pdros-metszd utak szaima 4"C,,.

A lemmabeli utak halmazat £ jeloli a tovabbiakban; a 2.9. abra bal oldalan
& egy utja lathatd (n = 4 esetén). Csak minden negyedik lépés tudja megsérteni
a paros-metszd tulajdonsigot: az els6, 6todik, kilencedik stb. 1épések azok, ame-
lyekkel az z-tengely egy tiltott pontjara léphetiink az (1,1) pontboél indulva. Ez
motivalja a lépések kovetkezs felosztasat és tomoritési eljarasunkat: Egy tetszdle-
ges, (1, 1) kezd8ponti, 4n hosszu P tdtra ojejoz€s . . . 0, €, alakban tekintiink, ahol
0; egy hagyomaéanyos felfelé vagy lefelé 1épés, e; pedig egy harom lépéshbdl allo t,
azaz 0; € {7, \} és e; € { ', \(}*. Minden e; lépésharmast egyetlen e} szimbo-
lummal (&ltalanositott 1épéssel) kodolunk: a \ 7 7, 7N\ 7 és 7\ lépéssoroza-
tokat rendre a 1, 9 és 3 altalanositott 1épésekkel; a N\, N\ "\ és \ N\
lépéssorozatokat a N1, \2 és \ altalanositott lépésekkel; tovibba a & 7 7 és
N\ \ lépéssorozatokat rendre az (1,3) és (1, —3) altalanositott 1épésekkel helyet-
tesitjiik; igy a P* := o1ej02€5 ... o€}, altalanositott athoz jutunk. Az 7y,... \3
lépéseket (3-cimkézett) rovid lépéseknek, az (1,3) és (1, —3) lépéseket pedig hosszi
lépéseknek nevezzilk. Azokat az altalanositott utakat, amelyekben minden pdrosa-
dik 1épés vagy hosszu 1épés, vagy 3-cimkézett rovid 1épés (és minden paratlanadik
lépés cimkézetlen rovid 1épés), tomdritett utaknak nevezziik. Eljarasunk tehat a P
uthoz egy P* tomoritett utat rendel, s6t, bijekciot l1étesit a 4n hosszt utak halmaza
és a 2n hosszi tomoritett utak halmaza kozott, mivel az e; — e atalakitasokat
definialé szabaly invertdlhato. (Ertelemszertien az altalanositott utak hossza alatt
is a lépések szamat értjiik.)

J\ D D) J\ D *
J A\ | / |
DZERERER Y I RAT

A N & Ai%

2.9. abra: Tomorités
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A fenti tomoritési eljarast a 2.9. abra illusztralja (egy £-beli ttra). Termé-
szetesen az abra jobb oldalan lathatdo modon szemléltetjiik (és értelmezziik) az
eredményiil kapott P* altalanositott utat. (P*-ot a (0, 1) pontbol inditva rajzoljuk
le, tehat P kiindulopontjahoz képest 1 egységgel eltoljuk balra.) Informalisan, a
P* tomoritett atban megtartjuk P ,yveszélyes” lépéseit, azaz a bordo szinnel jelolt,
(4t 4 1)-edik lépéseket (t € Np); a veszélyes lépések 3 1épésbdl allo (kék szinnel je-
161t) blokkokra osztjak P-t, ezeket tomoren irjuk le P*-ban: ,0sszenyomjuk” &ket 1
lépéssé (a blokkok kezd6 magassagarol egyetlen lépéssel a végpontbeli magassagra
lépiink), a cimkék pedig azt az informéaciot taroljak, hogy egy révid 1épés a harom
szoba johetd blokk koziil melyikbdl jott létre. Tehat tulajdonképpen P* csupan P
egy masfajta ,lerajzolasa”.

Az E-beli utakat jellemezhetjiik tomoritett alakjukkal is. Egy 4n hossza P 1t
pontosan akkor £-beli, ha P*-ra teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) A (0,1) pontbdl indulva a (2n,1) vagy (2n, —1) pontban végzsdik;
(ii) minden pérosadik lépése vagy hosszu 1épés, vagy 3-cimkézett révid lépés (és
minden pératlanadik lépése cimkézetlen rovid 1épés);
(iii) soha nem lép az z-tengelyre (de ,atugorhatja”).

c stz

donsagokat. Eljarasunk egy 4n hosszt itbol 2n hosszi témoritett utat készit, és P*
végpontjanak magassiaga megegyezik P végpontjanak magassagaval, ebbdl kapjuk
az (i) feltételt. A (iii) feltétel pedig a paros-metsz6 tulajdonsag megfogalmazasa a
P* tomoritett utra: P pontosan akkor paros-metszd, ha a (4t + 1)-edik (,,bordd”)
lépések nem lépnek ra az x-tengelyre, azaz ha P*-ban a paratlanadik (,bordo”) 1é-
pések nem lépnek ra az x-tengelyre (a parosadik lépések paritési okok miatt soha
nem léphetnek ra).

Az (i)-(iii) feltételeknek eleget tevs utak halmazat £5 jeloli a tovabbiakban. A
fentiek alapjan tomoritési eljarasunk bijekciot létesit £ és €5 kozott, igy elegendd
az |E5| = 4" C,, egyenlGséget bizonyitani a 2.8. Lemma igazolasahoz:

2.9. Lemma. Az (i)-(iii) feltételeknek eleget tevd (dltaldnositott) utak szama 4™C,,.

A bijektiv bizonyitashoz sziikséges 4" C), elemd halmazt cimkézett Dyck-utak
segitségével definidljuk. Azt mondjuk, hogy egy Dyck-ut 4-cimkézett, ha minden
pdrosadik 1épése meg van cimkézve a {0,1,2,3} halmazbol (a paratlanadik 1épé-
sek pedig cimkézetlenek). Jelolje a 2n hossza 4-cimkézett Dyck-utak halmazat D,.
Mivel egy 2n hosszu Dyck-ut n darab péaros pozicioban allo 1épését 4™-féleképpen
cimkézhetjiik meg 4 cimkével, ezért |Dy| = 4"C,,, tehat elegend6 megadnunk egy
bijekciot 5 és Dy kozott a 2.9. Lemma bizonyitasahoz. (Egy lépés pozicidja alatt
azt értjik, hogy a lépés hanyadik az utat meghatarozo lépéssorozatban.) £ utjai
mar tartalmaznak cimkézett rovid 1épéseket bizonyos paros poziciokban. Bijekcionk
egy &3-beli T' tomoritett tthoz oly modon fog egy D 2n hosszt 4-cimkézett Dyck-
utat rendelni, hogy Dr ,alakja” (a cimkék eltavolitasa utan kapott Dyck-ut) és a 0
cimkéi egyutt kodoljak T ,alakjat”, tovabba Dp 1-2-3 cimkéi T' cimkéit kodoljak (az
1-2-3 cimkéket balrél jobbra elolvasva ugyanazt a sorozatot kapjuk Dp-ben, mint
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T-ben), lasd 2.10. abra. (A 4-cimkézett Dyck-utakat a hagyoméanyos lerajzolashoz
képest 1 egységgel eltoljuk felfelé. Latni fogjuk, hogy kodolasunkhoz ez a lerajzolas
lesz természetes.)

\ \

1 2
2 0
\ ) 1 A0 A3
7 A
T R
7
Ok 4h)
(] 4

2.10. Abra: A keresett alaki bijekcié illusztracioja

Persze ahhoz, hogy igy tudjuk tarolni 7' cimkéit Dp-ben, sziikséges, hogy a T
alakjat kodolo (részlegesen cimkézett) Dyck-utban a cimkézetlen (0 cimkét nem
kapott) parosadik lépések szama megegyezzen a T-beli cimkék szaméval (azaz T
paros pozicioban 4llo rovid 1épései szaméaval), mas szoval a T alakjat kodolo Dyck-
utra ugyanannyi 0 cimkét szeretnénk kiosztani, mint ahdny hosszt 1épés van T-ben.

A fentiek preciz megfogalmazasahoz jelolje £* az £5-beli utak alakjainak hal-
mazat, azaz azon (0,1) ~» (2n,+1) (cimkézetlen) utak halmazat, amelyek soha
nem lépnek ra az z-tengelyre, tovabba a hagyomanyos (1, +1) rovid 1épéseken tul
tartalmazhatnak (1,+3) hosszu lépéseket is, kizarolag paros poziciokban. Ds pe-
dig legyen azon 2n hosszi Dyck-utak halmaza, amelyekben minden parosadik lépés
vagy jelolt (0 cimkéji) vagy jeloletlen (cimkézetlen). A Dy-beli utakat jelolt Dyck-
utaknak nevezziik. (Abrainkon a jeldlt 1épések piros szintiek.) A fentieket dsszegezve,
a 2.9. Lemma kovetkezik az alabbi célkitiizésbdl:

2.10. Lemma. Létezik olyan ¢: E* — Dy bijekcio, hogy minden E € £* titra a ¢(E)
gelolt Dyck-utban ugyanannyi jelolt lépés van, mint ahdany hossziu lépés szerepel E-
ben.

A lemmabeli bijekcio segitéségével valoban azonnal megadhato egy keresett
Y:E5 — Dy bijekei6. Tetszbleges () € £ utra a (Q-bol a cimkéi elhagyasaval ka-
pott (£*-beli) utat Q~-szal jelolve, a ¥(Q) kép legyen az az ut, amelyet ¢(Q~)-bol
kapunk oly modon, hogy a jelolt 1épéseit 0 cimkével latjuk el, majd a (paros pozi-
ciokban allo) jeloletlen lépéseire atmasoljuk ) cimkéit, balrol jobbra haladva. (A
cimkemésolas a ¢-re vonatkozo feltétel miatt lehetséges.) Egyszertien meggondol-
hato, hogy az igy definialt ¢ fiiggvény valoban £5 — Dy bijekcio lesz.

Megjegyezziik, hogy a 2.10. Lemma allitdsa tovabb nem erdsitheté a kézen-
fekvé modon: ¢-t8l nem kovetelhetjiik meg, hogy a ¢(E)-beli jelolt 1épések pozicioi
megegyezzenek az F-beli hosszu lépések pozicidival. Példaul konnyen ellenérizhetd,
hogy n = 2 esetén Dy-ben két olyan jelolt Dyck-uit van, amelyben a masodik 1épés
az egyetlen jelolt 1épés; mig £*-ban csak egy olyan ut van, amelyben a masodik lépés
az egyetlen hosszi lépés. Ez is mutatja a kodolas nehézségét; ha egy hosszu lépést
rovid 1épésre cseréliink, az ut hatralévs része fliggdlegesen eltolodik, amit nehéz
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kontrollalni. Az altalunk megadott bijekcié sem lesz kézenfekvs, s6t, egyes elemei
akar intuicidellenesnek is mondhatok. Ha az olvas6 szeretné jobban megismerni a
megtalalashoz vezetd utat, akkor azt javasoljuk, hogy probalja meg elGszor csak
az 1 (illetve 2) hosszu lépést tartalmazo £*-beli utakat kodolni 1 (illetve 2) jelolt
lépést tartalmazo Ds-beli utakkal (bijektiven); vagy utolag, az altalunk bemutatott
altalanos eljards megismerése utdn térjen vissza ezekhez a specialis esetekhez, és
nézze meg, hogy ¢ kdédolasunk megszoritasa milyen megoldést ad a részproblémaéra.
Ezen egyszertibb esetek kezelése viszonylag természetes, melyekbdl altalanositassal
sziiletett a lemmét bizonyito bijekcio.

Most ratériink a 2.10. Lemma bizonyitasara. Tekintsiink egy tetszéleges E utat
E*-bol. Mivel minden 1épés soran az aktualis magassag paritasa megvaltozik (akar
hosszi, akar rovid 1épést tesziink meg), ezért a paros pozicioban allo lépések pon-
tosan azok, amelyek kezd6 magassaga paros paritasi. Tehat E hosszi lépéseinek
kezd6 magassaga péaros. ElGszor az x-tengelyt atugrd (hosszu) lépéseket alakitjuk
at, melyek a paritasfeltétel miatt csak 2 magassagrol —1 magasségra, illetve —2
magassagrol 1 magassagra ugrd hosszu lépések lehetnek. Vilagos, hogy ezek a lé-
péstipusok felvaltva kovetik egymast, és E-t olyan részutakra osztjak fel, amelyek
mindig szigortian az x-tengely alatt vagy folott haladnak, és végpontjuk 1 egy-
séggel tavolabb van az z-tengelytsl, mint a kezdépontjuk (leszamitva az utolsd —
esetleg lires — részutat, ahol megegyezik a kezdd és befejez6 magassag). Tehéat ha
minden masodik ilyen — a 2.11. Abran haromszogekkel jelolt — részutat tiikroziink
az x-tengelyre, és az Osszes z-tengelyugrd lépést lecseréljiik egy 2 magassagrol 1
magassagra 1éps jelolt lépésre, akkor egy végig szigortian az x-tengely f6lott ha-
lad6 (0,1) ~ (2n,1) utat kapunk, amelyben a péaros poziciokban allhatnak hosszu
lépések, illetve a 2 magassagrol 1 magassagra vivl lépések kozott lehetnek (paros
pozicidban allo) jelolt 1épések is.

AA VAV
~/

2.11. abra: A tengelyt atugré lépések atalakitasa

Ez a kodolas els6 fazisa, a kapott utat jelolje ET. Annyi jelolt lépést hoztunk létre
(megengedett poziciokban), mint ahany hosszu lépést megsziintettiink, tehat eddig
figyelembe vettiik a ¢-re vonatkozo kévetelményt. Az elsé fazis invertalhato: Minden
fenti tulajdonsagt E ttra egyetlen olyan E € £* ut létezik, amelyet az els6 fazis
Et-sz4 alakit at, ugyanis E jelolt 1épései megadjak az z-tengelyt atugro lépéseket,
és igy a koztes részutakat is, amelyekbdl egyértelmien kitalalhato az £*-beli inverz
kép.

Miel6tt ratérnénk a masodik, lényegi fazisra, ismertetjiik ET lépéseinek egy
csoportositasat, amelyre kodolasunk soran sziikségiink lesz. Ezt el6szor a Dyck-
utak lépéseinek csoportositasaval motivaljuk. (Elérebocsatjuk, hogy ha ET Dyck-
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ut, akkor a masodik fazis nem végez tovabbi atalakitasokat Et-on.) Egy 2n hosszi
Dyck-ut 1épéseinek egy természetes parbaallitasa a kovetkezs: Egy s felfelé lépés
parja legyen a lépés utan kovetkezs elsé olyan lefelé 1épés, amely visszatér s kiindulo
szintjére, lasd 2.12. adbra. Egyszertien ellenérizhets, hogy ez jo definicio, mellyel
n lépésparba soroljuk a lépéseket. (Ha a Dyck-tutra ,értelmes”’ zardjelsorozatként
tekintiink a koézismert modon, a felfelé 1épéseket nyitod zarojelekre, a lefelé 1épéseket
csuko zarojelekre cserélve, akkor a kapott zardjelezésben az Osszetartozd nyitod és
csuko zarojelek adjak meg a lépések parbaallitasat.) A standard Catalan-rekurzio
Dyck-utakkal torténé szokasos bizonyitasa is ehhez a parbaéllitashoz vezet.

/\
yi N
/\/ \\/\

/

2.12. abra: A Dyck-utak lépéseinek parbaallitasa

A lépésparokra bontast ugy is megfogalmazhatjuk, hogy két lépés akkor alkot
egy part, ha az uthoz tartozo (a 2.12. abra bal oldalan szemléltetett) grafikonon a
két 1épés megfelels bels pontjai GsszekothetSk egy vizszintes (z-tengellyel parhu-
zamos) szakasszal ugy, hogy a szakasz végig az utnak megfelel§ tordttvonal alatt
haladjon, a végpontjait leszamitva. (Egy lépés belsd pontjin a lépésnek megfelels
grafikonszakasz egy olyan pontjat értjiik, amelynek magassaga nem egész. Tehat
hosszu 1épések esetén két szokasos értelemben vett belsé pontot nem tekintiink an-
nak a tovabbiakban.) Az egy parba tartozast bizonyit6 szakaszok Gsszessége minden
kialakult lépésparra egy trapézt hataroz meg (amely esetleg haromszoggé fajulhat),
és igy a lépésparok az ut grafikonja és az y = 1 egyenes altal kozrezart tartomanyt
trapézokra daraboljak az abra jobb oldalan lathatéo modon. (A trapézok hatarvona-
laival nem foglalkozunk.) A késgbbiekben is igy fogjuk szemléltetni az egy osztalyba
sorolt lépéseket, s6t, a definicioknél és bizonyitdsoknal is erre a vizualizaciéra ta-
maszkodunk, a megértést megkonnyitends.

Most attériink az altalanos esetre. Tekintsiink egy tetszéleges ET utat, amelyet
az elsé fazis utan megkaphattunk. A fenti specialis eset analogiajara két ET-beli
lépés alljon relacioban (,tartozzon egy osztélyba”), ha van olyan vizszintes szakasz,
amely a két 1épés egy-egy belsé pontjat koti Gssze, és végig az ut grafikonja alatt
halad. (Ha a két lépés egybeesik, akkor relacioban allnak definicié szerint. Kii-
16nb6z6 1épések esetén mindig egy felfelé és egy lefelé 1épés all relacioban az 1t
grafikonjanak folytonossaga miatt.) Ez a binéris relaci6 nem ekvivalenciarelacio,
csak szimmetrikus és reflexiv; a relacio tranzitiv lezartjanak ekvivalencia-osztalyait
ET épitéelemeinek nevezziik. (Tehét az s és t lépések pontosan akkor tartoznak egy
épitselemhez, ha van olyan [q,...,1l,, lépéssorozat E+-ban, hogy | = s és [,,, = t,
tovabbé a sorozatban egymas mellett allo 1épések relacioban allnak.) Ha a kiilon-
boz6 s és t 1épések relacioban allnak, azt tgy is mondjuk, hogy az s 1épés egy pdrja t.
(Egy hosszu 1épésnek t6bb parja lehet, s6t, a paritasfeltétel miatt valojaban mindig
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tobb pérja is van.) Az épitGelem szohasznélatot az motivalta, hogy az egy épits-
elemhez tartozoé ,bizonyito szakaszok” a fentiekhez hasonldéan ismét egy felosztasét
adjak az ET at grafikonja alatti tartomanynak, ezért a 2.13. abran lathaté médon
is szemléltethetjiik az épitGelemeket. (Vilagos, hogy az egész magassagu pontoktol
eltekintve, az E+ grafikonja alatti tartomany tetszéleges A pontjan egyetlen bizo-
nyit6 szakasz halad at, a vizsgalt ponton 4tmend egyenesbdl az ET grafikonja altal
kimetszett, A-t tartalmazo szakasz. Az E+ at folytonos grafikonja nyilvan metszi a
szoban forgd egyenest a vizsgalt A pont el6tt és utan is, hiszen ET két végpontja az
egyenes alatt helyezkedik el, mig az A abszcisszidjanak megfelels ,id6pontban” E
az egyenes folott halad.) Ez a szemlélet nagyban segiti a megértést a tovabbiakban,
a kialakult sokszogekre az épit&elemekhez tdrsitott sokszogekként hivatkozunk.

\
\

2.13. abra: EpitSelemekre bontas

Osszefoglaljuk az épitGelemek néhany konnyen ellendrizhets tulajdonsagat.
Minden 1épésnek van parja, vagyis minden épitGelem legalabb két 1épésbdl all: Egy
s lépés tetszbleges bels6 pontjabol a megfelels iranyba (felfelé 1épés esetén jobbra,
lefelé 1épés esetén balra) inditott vizszintes nyilt félegyenes els6 ET-szal vett met-
széspontjat tartalmazo § 1épés az s parja. (A metszéspont létezik, ugyanis E+
megfelel végpontja alacsonyabban fekszik, mint a vizsgalt bels§ pont.) A tovab-
biakban t6bbszor fogunk még ezzel a modszerrel part keresni, ezért a koriilményes
leiras megismétlése helyett a tovabbiakban tgy fogalmazunk, hogy s egy adott belsé
pontjabol s-ot ldtjuk (mindig vizszintesen, az ET ut alatti rész felé ,néziink”, és §
mindig létezik). Nyilvanvalo, hogy egy lépés parjai pontosan a lépés h + 0,5 alakn
(h € Z) belsé pontjaibol lathato ET-beli 1épések. Igy egy rovid lépésnek ponto-
san 1, egy hosszi lépésnek pedig 2 vagy 3 parja van; utobbi esetben azért nem
lehet pontosan 1, mert nem fordulhat elS, hogy egy hosszu s felfelé 1épés Gsszes
pontjabol ugyanazt a hosszi § lefelé lépést latjuk, ugyanis s kezdépontja nem lehet
3 egységgel magasabban, mint s kezd6pontja, lévén a kezd6pontok magassaganak
paritasa megegyezik (paros) £* definicidja alapjan. Emiatt a két 1épésbdl allo épits-
elemek mindkét 1épése rovid; ezeket az épitGelemeket trapézoknak nevezziik (a 2.13.
abran fehér szinnel jeloltiik 6ket). Most a nem trapéz épitGelemeket vizsgaljuk meg.
Tekintsiink egy tetszbleges ilyen € épitGelemet, és abban a legalacsonyabban fekvé
hosszu lépést, amelyet s1-gyel jeloliink. (Két 1épés magassaganak 6sszehasonlitasa-
nal a lépéseket reprezentélo szakaszok legalacsonyabb pontjait vessziik figyelembe.)
Tegyiik fel, hogy ez a lépés felfelé 1épés, és a kiindul6 magassaga h. Ha s; péarjai
k6zott van hosszu (lefelé) 1lépés, akkor ez csak a h+ 4 magassagrol indulhat (a h+1
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magassagra); ugyanis a hosszu lépésekre vonatkozo paritéasfeltétel miatt csak a h+2
kiindulo szint johet szoba alternativaként, de mivel s; a legalacsonyabb hossza 1épés
az épitGelemben, igy ez a kezdGszint nem fordulhat els. Ez persze azt is jelenti, hogy
s1 parjai kozott legfeljebb egy hosszi 1épés lehet csak; ha van ilyen, akkor jel6ljiik
so-vel. Megjegyezziik, hogy so biztosan lathatoé s; kozépsé harmadéabol, ugyanis ha
més lépést latnank innen, akkor ET grafikonjanak folytonossaga miatt a felsé har-
madbdl sem so-t latnank; az alsé6 harmad pedig s, zar6 szintje alatt helyezkedik el.
Az el6z6ekhez hasonloan s parjai k6zott si-en tul legfeljebb egy (h+2 magassagrol
indul6) hosszu felfelé lépés lehet, amelyet, ha létezik, s3-mal jeloliink. Mivel az s; 1é-
pés kezddszintje alacsonyabb, mint sy zaré6 szintje, E+ grafikonjanak folytonossaga
miatt az so-bdl lathato lépések s1 utan allnak ET-ban (vagy megegyeznek sq-gyel),
igy az s3 lépés s1 és so kozott all ET-ban. Az épitGelem hosszu 1épéseinek keresé-
sét folytatjuk sz parjai kozott, és igy tovabb, a 2.14. abran nyilakkal szemléltetett

toronyszeri elrendezésben kapjuk meg az sq, so, 3 ... hossza 1épéseket, amelyek
E*-beli sorrendje tehat si, s3,. .., 84, S2. (Azért a hosszu lépéseket vizsgaljuk, mert

ezek felelGsek az épitGelem ,fiiggsleges novekedéséért”.) Korabbi megjegyzésiinkhoz
hasonléan s;y1 az s; hosszi 1épés kozéps6 harmadabol lathatod lépés, amennyiben
az hosszu és kiilonbozik s;_1-t6l. Az Gjabb és tjabb hosszu 1épések megtalalésa
természetesen egyszer véget ér, példaul az s, 1épésnek nincs 4j s,,,4+1 hossza lépés
parja. Ez azt jelenti, hogy az s,, 1épésnek megfelels szakasz kézépsé harmadabol
vagy egy rovid lépést latunk, vagy s,,,_1-et, nem egy 1j hosszu 1épés als6 harmadat.
Az els6 esetben azt mondjuk, hogy a vizsgalt épitGelem rovid zdrdlépésid torony, a
masodik esetben pedig azt, hogy hossziu zdrolépésii torony, 1d. rendre a 2.14. abra
bal és jobb oldalat. Természetesen s, a legalacsonyabb hosszi 1épés &-ben, lehet
lefelé 1épés is, ebben az esetben anal6g modon jarunk el; a folyamat és a kapott
tipusok szemléltetéséhez az abra tornyait tiikrozni kell egy fliggleges tengelyre (és
s1 a jobb széls§ lépés lesz).

C

2.14. abra: Torony épitGelemek

A 2.14. dbran a vizsgalt épitGelem szoban forgd lépéseit (a hosszu lépéseket és az
esetleges rovid zarolépeést) kék szinnel jeloltiik. Figyeljiikk meg, hogy ezek a lépések
mind paros pozicioban allnak (a révid zaro lépés is). Az épitGelem t6bbi, zolddel
jelolt lépése rovid 1épés lesz a méar végiggondoltak miatt (az s; lépések tovabbi
parjai mind rovidek), igy valéban csak az abran lathato alakuak (illetve a tiikorke-
peik) lehetnek a nem trapéz épitGelemek (itt ismét felhasznalva ET grafikonjanak
folytonossagat is). Tovabba a zolddel jelolt 1épések paratlan poziciokban allnak. Az
épitSelem a zold és kék lépések Osszessége, a tarsitott sokszoget pedig sarga szinnel
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szemléltettiik; a haromszogek helyén pedig tetszoleges (akar 0 hosszi) utak allhat-
nak, amelyek nem mennek a kiindulo (és egyben befejezs) szintjiik ala, feltéve, hogy
az E atra kir6tt tulajdonsagok alapjan megengedettek. A kék és zold lépések val-
takozva kovetik egymaést balrol jobbra haladva, és egy épitGelem lépéseinek szama
mindig paros. Példaul a 2.13. 4bran a piros és sarga szinnel jelolt épitGelemek révid
zarolépési tornyok, a kék és zold épitGelemek pedig hosszu zarélépési tornyok.

Most az épitéelemek egymashoz viszonyitott elhelyezkedését vizsgaljuk meg.
Tekintsiink egy tetsz6leges € épitGelemet, melynek lépései az ET ttban balrél
jobbra haladva legyenek t1,...,t,,, és egy € épitSelemet, melynek lépései ebben
a sorrendben t,...,t;. Azt allitjuk, az épitGelemek vagy egymas mellett helyez-
kednek el (az egyik Osszes lépése megelézi a masik Osszes lépését Et-ban), vagy
egymadsba dgyazottak; utobbi alatt azt értjiik, hogy az egyik épitGelem Gsszes 1épése
a masik épitSelem két (el6z6 felsorolasban) szomszédos lépése kozott all ET-ban,
azaz € Osszes lépése t; utan és t;, , el6tt all valamely i-re, vagy forditva, € és ¢
szerepének felcserélésével. Ezt csak torony épitGelemekre gondoljuk végig (a tobbi
eset még egyszertibb): Ha a két épitGelem nem egymaés mellett helyezkedik el, akkor
az egyik épitGelem valamely lépése az ET 1t egy olyan (a 2.14. abran haromszoggel
jelolt) R részutjahoz tartozik, amelyet a mésik épitGelem valamely két ,szomszé-
dos” 1épése hatarol. Az R tutszakasz kezdé és befejezd magassaga megegyezik, mely
magassag ala soha nem lép, igy minden R-beli lépés parjai is R-beliek, ami pon-
tosan azt jelenti, hogy az els6é épitéelem Osszes lépése R-ben van, vagyis a két
épitGelem valdoban egymasba dgyazott. Az egymésba agyazottsag az épitGelemek-
hez tarsitott sokszogek segitségével tgy is megfogalmazhato, hogy € és & koziil
az egyiknek megfelels sokszog valamelyik fels6 (azaz nem a legalso) vizszintes ol-
dala felett helyezkedik el teljes egészében a mésiknak megfelels sokszog (agy, hogy
pontjainak abszcisszai a szoban forgo oldal altal kijelolt intervallumban maradnak).
Mivel az E™ alatti tartomanynak csak az also, a (0,1) és (2n, 1) pontokat 6sszekotd
oldala vizszintes, és az épitGelemekhez tarsitott sokszogek felbontjak ezt a tarto-
méanyt, ezért mindegyik ilyen sokszog ,alapoldala” (azaz vizszintes legalso oldala)
vagy tovabbi épitSelem (ek)et hatarol, vagy része az y = 1 egyenesnek. Az egymasba
agyazottsag szerint mindegyik alapoldalnak csak egyetlen méasik (alsobb) sokszog
hataraval lehet kozos szakasza, azaz tulajdonképpen az épitGelemekre bontéas soran
az ET 1t alatti tartomanyt trapézokbol és a 2.14. Abran sargaval szinezett specialis
alaki sokszogekbdl ,,LEGO-szertien” épitjiik fel ugy, hogy a (0,1) és (2n,1) pon-
tokat Osszekotd szakaszra és a méar elhelyezett sokszogek fels§ vizszintes oldalaira
keriilhetnek tovabbi sokszégek mindaddig, amig ezen ,szabad” vizszintes szakaszok
el nem fogynak (vo. 2.13. abra). Az épitSelemek strukturalis jellemzésének zara-
saként kiemeljiik, hogy E' els6 fazisban létrehozott, 2 magassiagrol 1 magassagra
1ép6 jelolt 1épései mindig trapéz épitdelemhez tartoznak, ugyanis egy ilyen 1épés
parja mindig révid, hiszen nincs 1 magassagrol indulé hossza felfelé 1épés ET-ban
a paritasfeltétel miatt (az 1 magassag ala pedig soha nem keriil ET).

Ezen elgkésziiletek utan definidljuk az E € £* at ¢(F) képét. E-n elGszor
végrehajtjuk az els6 fazis atalakitasait, majd az igy kapott E' utat alakitjuk to-
vabb. (Emlékeztetsiil, az ET at egy végig szigortan az z-tengely felett halado

24



2. Paros index(i Catalan-szamok konvoliciéja

(0,1) ~» (2n,1) ut, melyben a péaros poziciokban allhatnak hossza lépések, illetve
a legalsd szinten jelolt rovid lefelé lépések. Az ilyen tulajdonsagu utak halmazat a
tovabbiakban £ -szal jeloljiik.) ET-t az el6z6ekben leirt modon épitSelemekre bont-
juk, és alkalmazzuk a 2.15. abran lathato atalakitést az 6sszes torony épitGelemre (a
trapéz épitGelemeket valtozatlanul hagyjuk). Tehat a T torony épitSelemet a kovet-
kezsképpen alakitjuk at, ha lépései balrol jobbra haladva tq, .. ., ta,, (egy épitGelem
mindig paros sok lépést tartalmaz): Ha T rovid zarolépési, és a legalacsonyabban
fekvs hosszu lépése a t; felfelé 1épés (1d. az abra bal oldalat), akkor T 1épéseit balrol
jobbra haladva rendre a 7, A&, N\, ..., /7, \, \, rovid lépésekre cseréljik. (Az
elsg és utolso lépést torolve a 7, N\, ,minta” ismétlédik (m — 1)-szer, ahol a jelolt
lépéseket pirossal irjuk.) Ha T rovid zarolépés, és a legalacsonyabban fekvd hossza
lépése a to, lefelé lépés (ez a ,tiikrozott” eset), akkor a minta (és a szemléltets
abra) is tiikkrozddik, azaz a 7, 7 N\, ..., 7 N\ \( lépéssorozatra cseréliink. Ha
¥ hossza zarolépési (ld. az abra jobb oldalat), akkor annyiban modosul a fenti
konverzi6, hogy az els6 (nem tiikrozott) esetben a t; 1épést lecseréls felfelé lépés
is jelolt lesz, a masodik (tiikrozott) esetben pedig ehelyett a to,-et lecseréls lefelé
lépést valtoztatjuk jeloltté. Ezt a konverzidt x-vel jeloljik. Megjegyezziik, hogy ab-
réinkon a lépések kék illetve zéld szinének nincs tébbletjelentése ezek Csupz’m a

c sz

jeloletlenek (a jelolt lepesek tovabbra is piros szintiek lesznek

ALSA A

X X

MM

2.15. abra: A torony épitGelemek atalakitasa

¢(E) legyen az atalakitasok utan kapott jelolt at, 1d. 2.16. abra. Ez értelmes defini-
ci6, mert ET 1épéseit osztalyoztuk, és megadtuk, hogy az egyes osztalyok lépéseit
hogyan alakitjuk at. Akkor is ugyanehhez a ¢(FE) uthoz jutunk, ha a torony épi-
tGelemeket egymas utéan (tetsz6leges sorrendben) egyesével alakitjuk at a fentiek
szerint. Ez alatt azt értjiik, hogy ha E*-ban egy tetszéleges torony épitéelemet
atalakitunk, majd az atalakitas utan kapott Ut egy ajabb épitGelemére is alkal-
mazzuk x-t, és igy tovabb, addig folytatva az eljarast, amig el el nem fogynak a
torony épitSelemek (hosszu lépések), akkor végiil ¢(F)-hez jutunk. Bizonyitasként
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induljunk ki abbél, hogy az ET 1t alatti részt ,LEGO-szertien” felosztjak az épi-
tGelemeknek megfelel§ sokszogek, és egy torony épitGelem konverzidjara gondoljuk
ugy, hogy a hozza tarsitott sokszoget lecseréljiik a 2.15. abra megfelels alsd sarga
sokszogére. Egy ilyen épitSelem-konverzio (sokszogkonverzio) nem valtoztatja meg
a tobbi épitGelemet (sokszoget), ez az egymasba agyazottsaghol (a ,LEGO-szeri”
elrendezésbgl) konnyen latszik: Egy épitGelem atalakitasa soran csak annyi torté-
nik, hogy a 2.15. dbran haromszogekkel jelolt utszakaszok (a sokszog felss oldalai),
és igy a haromszogekkel jelolt utszakaszok épitSelemei (az ezen oldalakra ,pakolt”
tovabbi sokszogek) eltolodnak fiiggslegesen (és az épp atalakitott torony szétesik
trapéz épitGelemekre). Itt kimondatlanul felhasznaltuk azt is, hogy a x konverzio
valtozatlanul hagyja a sarga sokszog vizszintes alapoldalat — tehat a haromszog-
gel jelolt atszakaszokat nem toljuk ezen szint ala —, igy az alsobb épitGelemek sem
modosulnak. Ez azt jelenti, hogy egy ET-beli € torony épitdelemre néhany mas épi-
tGelem atalakitasa utan is végrehajthatjuk x-t, mert & még akkor is épitGelem lesz,
és lépéseinek pozicioi megegyeznek az eredeti pozicidojukkal (csak mas lépések val-
toztatasa miatt esetleg fiiggslegesen eltolva jelennek meg az ut grafikonjaban), igy
lépései pontosan a ¢ definicidjaban elirt médon valtoznak. Egy ¥ torony épitGelem-
hez tartozo eredeti és atalakitott sokszogek egymaésba agyazottsag szempontjabol
ekvivalensek, mivel vizszintes oldalaik (x-tengelyre esé vetiiletei) megegyeznek, igy
valojaban azt is végiggondoltuk, hogy az atalakitott sokszogeket sem valtoztatja
meg a tovabbi épitSelemek késGbbi atalakitasa, ezek a folyamat legvégéig megma-
radnak, megdrizve a ferde oldalaknak megfelel§ (bizonyos épitGelem atalakitasaval
nyert) lépések egyméshoz viszonyitott helyzetét a végss ¢(FE) ut grafikonjaban is.
Az elmondottakat is szemlélteti a 2.16. abra.

Y

Y

2.16. Abra: A masodik fazis illusztracidja

Most igazoljuk, hogy ¢ egy megfelel§ bijekcio. ¢(E) egy végig szigortian az
x-tengely felett halado (0,1) ~ (2n,1) 1ut, hiszen ET is ilyen, és vilagos, hogy
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egy torony épitSelem atalakitasaval az ut két végpontja, valamint az Gt minimé-
lis magassiga valtozatlan marad. £ Osszes hosszt 1épését rovid lépésre cseréltiik
¢(E)-ben, ugyanis minden hosszu 1épés egy torony épitGelem része, és egy épitGelem
atalakitasakor annak Osszes 1épését rovidre cseréli y. Az eddigieket egybevetve azt
kaptuk, hogy a lépések jeloltségétdl eltekintve ¢(FE) egy 2n hosszt Dyck-ut (1 egy-
séggel felfel¢ tolva). Mivel ET (E tengelyugro lépéseit kodolo) jelolt lépései paros
poziciokban alltak, illetve jelolt lépéseket mindig paros poziciokban hoztunk létre
az atalakitasok soran (vo. 2.15. abra), ezért ¢p(FE) € Dy. Az is teljesiil, hogy ¢(E)-
ben ugyanannyi jelolt 1épés van, mint ahany hosszu lépés E-ben: Az els§ fazis
(z-tengelyugro) hosszu lépéseket alakitott at jelolt lépésekké, a mésodik fazisban
pedig minden torony épitSelem atalakitasa sordn az épitGelem lépéseit lecseréls 1é-
pések kozott ugyanannyi jelolt 1épést hoztunk létre, mint ahdny hosszt 1épés volt
az épitGelemben. Itt felhasznaltuk azt is, hogy E™ kiindulo jelolt 1épései trapéz
épitéelemekhez tartoznak, ezért a 2.15. dbra bal oldaldn lathatod torony épitGelem
rovid (zaro)lépése jeloletlen. Ezzel belattuk, hogy ¢ egy £ — Ds fliggvény, amely
teljesiti a ra kiszabott szamossagfeltételt. Mar csak azt kell igazolni, hogy ¢ bijek-
ci6. Ehhez vegylink egy tetszéleges F' € D, utat, példaul a 2.16. dbra als6 utjat,
és hatarozzuk meg az Gsszes olyan E € £* utat, amelyre ¢(FE) = F. Kodolasunk
els6 fazisa nyilvanvaloan bijekciot létesit £* és €T kozott, igy valojaban az Osszes
olyan E* € £T utat keressiik, amelyet a masodik fazis F-fé alakit. Lattuk, hogy
egy ET utat gy alakit at a masodik fazis, hogy a torony épitéelemeknek megfelels
sokszoget a y konverzié szerint atalakitjuk, majd a kapott sokszogeket (és a val-
tozatlanul hagyott trapézokat) megfelels fliggSleges eltolasokkal Gsszeillesztjiik az
y = 1 egyenesre ,épitkezve” (ez megvalosithatod), és a kapott tartomény hatarvonala
(a vizszintes also szakasztol eltekintve) megadja az atalakitas utan kapott utat. A
tovabbiakban x-sokszdgeknek nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeket megkapha-
tunk valamely torony épitéelemhez tartozo sokszogbdl a y atalakitassal, tovabba a
sokszog ferde oldalai jeloltek vagy jelOletlenek az atalakitasi szabalynak megfelelGen
(1d. a 2.15. abra also részét). A masodik fazis végén tehat az ET-bol kapott utat
az ut alatti tartomany sokszogekre bontasaval egyiitt kapjuk meg, ahol minden
sokszog x-sokszOg vagy trapéz, és bizonyos legals6 szinten allo trapézokat lesza-
mitva a trapézok szarai jeloletlen lépéseknek felelnek meg. Az ilyen tulajdonsagu
sokszogekre bontést roviden csak y-sokszogekre bontdsnak nevezziik. Az F' ut alatti
tartomany minden S y-sokszogekre bontdsahoz pontosan egy olyan E+ € £T-beli
ut talalhato, amelybdl a masodik fazis F-et készit, méghozza az S felbontasbol , fel-
épitve”. Ez az E 1t csak az az tt lehet, amelyet gy kapunk, hogy S y-sokszogeire
alkalmazzuk a x atalakitas inverzét (az invertalhatosag vilagos), a trapézokat val-
tozatlanul hagyjuk, és a kapott sokszogekbdl a szokasos modon fiiggbleges eltolasok
utan felépitjiik £T-t. A masodik fazis elemzéséhez hasonléan végiggondolhatd, hogy
ez értelmes definicio, és az is konnyen latszik, hogy a kapott ET ut £T-beli, 1évén
az F-beli jelolt 1épések paros pozicioban alltak (és igy az ET-beli hosszu lépések
paros is pozicioban allnak), illetve S trapézaira olyan feltételeket szabtunk, hogy
csak a legalso szinten lehetnek jelolt 1épések ET-ben (paros poziciokban). Az pedig
vilagos, hogy ez az E 1t megfelels lesz, igy allitadsunkat igazoltuk.
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Most méar csak azt kell belatni ¢ bijektivitdsdhoz, hogy minden F' € Dy je-
161t Dyck-utra az F' grafikonja alatti tartoménynak pontosan egy y-sokszogekre
bontésa van. Ez feliilr6l lefelé haladva” igazolhaté, amelyet egy konkrét példén
keresztiil mutatunk be. Legyen F' a 2.16. abra als6 utja. Végiggondoljuk, hogy csak
az dbran lathato y-sokszogekre bontas létezik F-hez. (Es igy ¢! (F) az az tt lesz,
amelyet az abra fels§ utjabol nyertink gy, hogy a jelolt 1épését lecseréljiik egy
hosszu lefelé 1épésre, és a két hatralévs 1épést tiikrozzik az x-tengelyre.) Bizonyos
legalso szinten allo jelolt 1épéseket leszamitva, mindegyik jelolt 1épés egy x-sokszog
oldala F tetsz6leges x-sokszogekre bontasaban. A felbontas unicitésa elsé ranézésre
nem trivialis, mert egy jelolt 1épés tartozhat egy x-sokszog alsé szintjéhez, illetve
egy masik y-sokszog felss szintjéhez is. (Minden x-sokszog egy ,alsé szinten” 4llo
trapéz és az erre helyezett ,fels szinten allo” tovabbi trapézok egyesitése.) Ezért
haladunk feliilrsl lefelé. Az F ut legmagasabban elhelyezkedd jelolt 1épései nyilvan-
val6an csak az Gket tartalmazd y-sokszogek fels6 szintjén allhatnak, és egy ilyen
lépés trapéz épitGeleme megadja a 1épést tartalmazd y-sokszog egyik felsé szin-
ten allo trapézat, valamint tudjuk, hogy az ezen trapéz alatt all6 trapéz épitGelem
lesz a x-sokszog alsé szintje. Ezéltal egyértelmiien meghatarozhatd az Osszes olyan
x-sokszog a keresett felbontasban, amelynek van lépése (ferde oldala) F' grafikonja-
nak legmagasabb szintjén. (Egy y-sokszog fels6 szintjén ugyanis mindegyik trapéz
megfelel§ paritasi lépése jelolt, igy F' legmagasabb szintjén a két jeloletlen 1épésbsl
allo trapézok biztosan nem tartoznak y-sokszog felss szintjéhez.) A konkrét példa-
ban 3 legmagasabb jelolt 1épés van, ezek egyértelmien kijelolik az Sket tartalmazo
piros és sarga y-sokszogeket, és azaltal azt is, hogy F' eggyel alacsonyabb szint-
jén pontosan mely trapéz épitGelemek alkotjak ezek koziil valamely y-sokszog alséd
szintjét. A masodik legmagasabb szinten tehat minden jelolt 1épésrsl tudjuk, hogy
egy, a legmagasabb szinten ,kezd6d&” x-sokszog also szintjéhez, vagy egy, a méasodik
legmagasabb szinten ,.kezd6d§” x-sokszog fels6 szintjéhez tartozik-e. Utobbi esetek-
ben a fels6 szinthez hasonlé6 moédon egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a mésodik
szinten kezd6dé y-sokszogeket, példankban az egyetlen méasodik legmagasabb jelolt
lépés kijeloli a kék y-sokszoget. Es igy tovabb, szintrsl szintre haladva lefelé F-ben,
mindig meg tudjuk hatérozni az adott szinten kezd6dé x-sokszogeket egyértelmien,
példankban a masodik szint 3 jelolt lépése koziil az elsérél mar tudjuk, hogy a kék
x-sokszoghoz tartozik, a masik két 1épés pedig kijeloli a z6ld y-sokszoget. A folya-
mat akkor all meg, amikor elértiik F' legalacsonyabb szintjét, ahol maradhatnak a
masodik legalacsonyabb szinten kezd6dé x-sokszogek altal nem tartalmazott jelolt
lépések (lefelé lépések a 2 magassagrol az 1 magassagra). Mivel egyértelmiien meg-
hataroztuk az oOsszes x-sokszoget, a y-sokszogekhez nem rendelt lépések (trapéz
épitGelemek) csak a y-sokszogekre bontas trapézai lehetnek, amelyekre eljarasunk
miatt teljesiil, hogy csak a legalsé szinten alloknak lehet jelolt oldala. Ezzel a -
sokszogekre bontés egyértelmiiségét belattuk. A felbontas 1étezése konnyen adodik
az F ut grafikonjanak folytonossagabol (,diszjunkt” y-sokszogeket kapunk), a tra-
péz épitGelemek nyilvanvalo egyméasba dgyazottsagabol (van értelme arr6l beszélni,
hogy egy trapéz épitGelem alatti trapéz épitGelem), illetve abbodl a ténybdl, hogy a
jelolt lépések paros pozicioban allnak (a kapott y-sokszogek ferde oldalai gy van-
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nak megjelolve, ahogy sziikséges). Ezzel a 2.10. Lemma — és igy a Shapiro-azonossag
— bijektiv bizonyitasa véget ért. U

Megjegyzés. A 2.10. Lemma kimondéasa utdn megmutattuk, hogy a lemmabeli
@: E* — Dy bijekcio hogyan terjeszthets ki egy, a 2.9. Lemmat bizonyité £5 — Dy
bijekciova. Természetesebb kiterjesztést kapunk, ha az £5-beli utak cimkéinek balrél
jobbra halad6 méasolasa helyett figyelembe vessziik ¢ konstrukcidjat, és egy @ € £3
ut Dy-beli képét gy definidljuk, hogy a ) 3-cimkézett utra végrehajtjuk a 2.10.
Lemma bizonyitasaban bemutatott konstrukciot (mintha cimkézetlen lenne @), és
a paros pozicioban allé rovid lépések ,mozgatasaval” egylitt mozgatjuk a cimkéiket
is. Azaz az els6 fazisban a cimkézett révid lépések megtartjak cimkéjiiket, akar
tiikrozziik Gket, akdr nem; a masodik fazisban ha a kapott utban egy cimkézett
rovid lépés trapéz épitGelem része, akkor a lépéssel egyiitt a cimkéje is valtozatlanul
marad, a rovid zarolépési tornyok (zaro)lépéseinek cimkéi pedig rendre atkeriilnek
a torony épitéelembdl a x konverzié végrehajtisa utan kapott 1épéssorozat egyetlen
paros pozicioban 4llo jelletlen lépésére (amely mindig a torony lépéseibdl kialakult
konfiguracio also szintjén 4llo valamelyik ,sz¢1s6” 1épés, 1d. a 2.15. dbra bal oldalat),
és ezzel felsoroltuk az 6sszes lehetséges esetet. A jelolt 1épéseket természetesen most
is 0 cimkeként értelmezve, az atalakitdsok utan kapott Dy-beli utat rendeljiik Q-
hoz. Kénnyen ellendrizhets, hogy igy egy £35 — Dy bijekciot kapunk. ¢

Az alabbiakban a fenti bizonyitas néhany egyszert kovetkezményét foglaljuk
Ossze, koztiik a Catalan-szamok egy 1j interpretaciojaval.

2.11. Kovetkezmény. Jelolje £*(n) azon (0,1) ~» (2n,+1) (cimkézetlen) utak hal-
mazdt, amelyek soha nem lépnek az x-tengelyre, és a pdros poziciokban dllhatnak
hosszi lépések is. (Ez a kordbbi £ halmaz, csak megjelenitjik n-et a jeldlésben.)
a) Az £*(n)-beli utak szama 2™C,,.
b) Azon £*(n)-beli utak szdma, amelyekben k hosszi lépés van, (})Ch.
c) Specidlisan, azon £*(n)-beli utak szama, amelyekben n hosszi lépés van (tehdt
vdltakozva kovetik eqymdst révid €s hosszu lépések), Cy,.
d) n > 1 esetén a C,, Catalan-szdm megszamolja azon (0,0) ~ (n, 1) utakat, ame-
lyek megengedett lépései (1,+1) és (1,£2), tovdbbd a kezddpontot leszamitva
soha nem lépnek az x-tengelyre.

Bizonyitas. Az a-b) allitas a 2.10. Lemma azonnali kévetkezménye, felhasznalva,
hogy a 2n hosszi jelolt Dyck-utak szama nyilvanvaldéan 2" C,,, illetve hogy koziiliik
(Z) (', ttnak van pontosan k jelolt 1lépése. A c) allitas pedig a b) specialis esete.
A d) allitas a c) atfogalmazasa. Egy hosszt és egy rovid 1épésbdl allo rendezett
par egyértelmiien megadhato a két 1épés (mint vektor) Gsszegével, mely (2, +2) vagy
(2, £4) lehet. Tehat ha toroljik a c)-beli utak kezds felfelé lépését, majd az utakhoz
hozzavesziink egy utolso, x-tengelyre 1ép6 lefelé 1épést, és a kapott 2n hosszi it n
darab hosszu-rovid 1épésparjat az osszegiikkel helyettesitjiik, akkor 1/2-es skalazas
és fiiggoleges tengelyre valo tiikkrozés utan (bijektiv modon) megkapjuk a d)-beli
utakat a c)-beliekbsl. Ez egyszertien ellendrizhets. Igy a két pontban szerepls utak
szama megegyezik. FEzzel a d) allitast is belattuk. O
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Zarasként a 2.7.b Lemma — és igy a Shapiro-azonossag (2.4) ekvivalens alakja-
nak — bijektiv bizonyitasaval foglalkozunk, azaz az origobdl indulé, 4n hosszu paros-
metsz6 utakat szeretnénk megszamolni bijektiv érveléssel. Lattuk, hogy ez a feladat
ekvivalens a 2.7.a Lemmabeli allitassal (a 2.5. Kévetkezmény és a 2.6. Lemma sze-
rint), melyet ebben az fejezetben méar igazoltunk bijektiv gondolatmenettel. Ezen
ekvivalencia elmondhat6 agy is, hogy a 2.7.a Lemmabeli utak halmazat P-vel, a
bizonyitasaul szolgald bijekcid érkezési halmazat R-rel jelolve (|R| = 4"C,,), a 2.7.b
Lemmabeli utak halmaza és a P x{1,...,n+1} halmaz k6z6tt bijekciot adunk meg,
valamint bijektiven igazolhato az is, hogy |R x {1,...,n+ 1}| = 4"B,,. (A részle-
teket mellzziik.) Ez azt jelenti, hogy a 2.7.a Lemméat bizonyitd6 P — R bijekcio
kiterjeszthetd a 2.7.b Lemmaéat bizonyitd bijekciova. (A forditott iranya visszave-
zetés nem miikodik automatikusan, igy az utéobbi lemma a ,,gyengébb” allitas a
bijektiv kombinatorika szemszogébdl.) Amiért mégis vazoljuk a 2.7.b Lemma bijek-
tiv bizonyitasat, az az, hogy egy, a 2.11. Kévetkezményhez hasonlo allitas nyerhets
beldle.

A bizonyitas a 2.7.a Lemma bizonyitaséaval analég. Hasonléan a 2.8. Lemma-
ban megfogalmazott célkitiizéshez, konnytd latni, hogy elég azt igazolni, hogy az
(1,1) pontbdl induld, 4n hosszi paros-metsz6 utak szama 4™ B,,. A korabban alkal-
magzott tomoritési eljarast végrehajtva a megszamoland6 utakra, a kévetkezd, 2.9.
Lemmaval analog feladathoz jutunk: Azon (0,1) pontbol induld, 2n hosszt utak
szdma, amelyekben minden parosadik lépés vagy hossza 1épés, vagy 3-cimkézett
rovid 1épés, és soha nem lépnek az z-tengelyre, 4" B,,. Elegendé az ezen tulajdon-
sagi utakbol a cimkék elhagyasaval nyert utak £ halmaza és a 2n hosszu jelolt
nemnegativ utak A5 halmaza kozott olyan bijekciot megadni, amely egy E' € £'-
beli uthoz mindig olyan N>-beli utat rendel, hogy abban a jelolt lépések széma
megegyezik az E’ ut hosszu lépéseinek szamaval, a 2.10. Lemma mintajara. (A
nemnegativ utak definici6ja a 8. oldalon olvashatd. A 2n hosszii nemnegativ utak
szama B,, a 2.2. Allitas szerint. A jelolt Dyck-utakhoz hasonléan most is csak pa-
ros poziciokban allo jelolt lépések megengedettek.) A keresett & — ANa bijekcio
megadéasa a 2.10. Lemma bizonyitasdhoz hasonloan torténhet. Egy E’ € £ ut ké-
pének meghatarozasa az z-tengelyugrd hosszu lépések ,lercviditésével” és jeloltté
tételével (valamint a sziikséges tiikrozések végrehajtasaval) kezdsdik. Igy egy végig
szigortan az z-tengely felett halado utat kapunk, amelyet épitGelemekre bontunk
a masodik fazisban. A mar megismert trapéz és torony épitéelemeken feliil ajfajta
épitGelemek is megjelennek, mivel lehetnek olyan (felfelé) lépések E’-ben, amelyek
valamely belsé pontjabol nem latunk masik 1épést (mert a pontbdl jobbra inditott
vizszintes félegyenes nem metszi E’ grafikonjat). A y atalakitashoz hasonloé kon-
verziot végrehajtva az épitGelemeken (a trapéz és torony épitGelemeket ugyanigy
alakitjuk at, mint korabban, az 1j épitGelemeket pedig a 2.17. és 2.18. abrakon
lathato modon), egy alkalmas ¢': £’ — N3 bijekcidhoz jutunk. (A jelolt nemnega-
tiv utat a megszokott abrazolashoz képest 1 egységgel felfelé tolva kapjuk meg.) A
részletek kidolgozasat az olvasora bizzuk. U

2.12. Kovetkezmény. Jelolje £'(n) azon (0,1)-bol induld, 2n hosszi (cimkézetlen)
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utak halmazdt, amelyek soha nem lépnek az x-tengelyre, és a pdros poziciokban
allhatnak hosszu lépések is.
a) Az E'(n)-beli utak szama 2" B,,.

b) Azon &'(n)-beli utak szdma, amelyekben k hosszi lépés van, (})Bn.

:C/x
l

2.17. abra: A ,yvégtelen” trapéz épitGelemek atalakitasa

2.18. abra: A ,yvégtelen” torony épitSelemek atalakitasa

2.4. Alkalmazasok

Ebben az alfejezetben a kidolgozott technikdk néhany alkalmazasat mutatom
be. Attekintjiik a B, és C,, szamok kiilonb6zd konvoltcios formulait, illetve azok
paros indexi valtozatait, kombinatorikus bizonyitasokkal egyiitt. (Generatorfiigg-
vényekkel egyik allitast sem nehéz belatni.) Végiil kombinatorikus médon megmu-
tatjuk a Shapiro-azonossag és a kozéps6 binomialis egyiitthatok alternalé konvola-
cios formulajanak ekvivalenciajat, illetve ismertetjiik az utobbi formula egy szép,
Spiveytol szarmazo friss bizonyitasat [28], mely véletlen szinezett permutéciok se-
gitségével érvel. A nem hivatkozott (és nem is nyilvanval6) eredményeket a [16]
cikkben publikaltam. Innent&l kezdve csak hagyoményos, azaz (1,41) lépésekbdl
allo utakkal foglalkozunk a fejezetben.

A kovetkezs allitdsban a B,, = (2;’) és C, ~ +1 (2”) szamokra vonatkozo
standard konvolicios formulakat foglaljuk 6ssze (ezek mindegyike ismert, vo6. [6]):
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2.13. Allitas.

a) > CiChg = Cry.
k=0

b) Zn:c Bux— 1B

kDPn—k — 9 n+1-

k=0

c) > BiBy_j =4 (2.5)
k=0

Bizonyitas. a) Csak a kozismert (2.1) Catalan-rekurziot ismételtiik meg.

b) A formula a felfelé lépéssel kezd6ds 2n + 2 hosszu kiegyensulyozott utakat
szamolja Ossze. Ezek szama nyilvan a jobb oldal, v6. 2.2.a Allitas. A bal oldal
az els6 nem-origd x-tengelymetszet szerint csoportositja a megszdmoland6 utakat:
CyxBn—k olyan 2n + 2 hossza kiegyensilyozott it van, amelyre az els6 nem-origd
x-tengelymetszet a 2k + 2 pont (csak ilyen alaki lehet valamely k € {0,...,n}-re),
mert Cj-féle modon lehet a kezdg felfelé 1épés utan Dyck-utként eljutni az (1,1)
pontbol a (2k+ 1, 1) pontba, majd ezutan lefelé lépés kovetkezik, és egy tetszileges
2n — 2k hosszu kiegyensulyozott ut, mely megvalasztasara B, _j lehet&ség van.

c) A folklor kombinatorikus bizonyitas szerint a formula a 2n hosszu utakat széa-
molja meg (szamuk nyilvan 22", a jobb oldal), ahol a bal oldal az utols6 z-tengely-
metszet aszerint csoportositja az utakat: By B,,_j olyan 2n hosszi ut van, melynek
utols6d z-tengelymetszete 2k, ugyanis addig a pontig Bp-féleképpen juthatunk el
(2.2.a Allitas), és onnantol B, _-féleképpen folytatédhat az ut 2n — 2k hosszt
seholsem-zér6 ttként (2.2.c Allitas). O

Megjegyzés. Bar a kozépss binomialis egytitthatok (2.5) konvolicios formulajara
adott kombinatorikus bizonyitasunk az eddigiek utédn természetesnek ttinhet, ko-
rantsem magatol értet6ds, hogy utakkal célszert dolgozni, Stanley Bijective Proof
Problems feladatsoraban a ,nehéz” besorolast kapta az azonossag. Formaélis hat-
vanysorokkal szinte trividlis igazolni, meglep6 moédon azonban a kombinatorikus
bizonyitasok koziil az imént ismertetett a legegyszertibb. ErdGs Veress Palnak és
Hajos Gyorgynek tulajdonitotta a formulat, Marta Sved [33] 6sszefoglaléd cikkében
tovabbi részleteket olvashatunk a hatterérsl. O

A fenti allitas alapjan a standard konvolucios formulak kombinatorikus bizonyi-
tasa egyszeri vagy ismert. A kovetkezd (bijektiven bizonyitott) lemma segitségével
ezekben a formuldkban a paratlan indext koézépsé binomialis egyiitthatok ,lecse-
rélhet6k” paros indext Catalan-szamokra és kdzéps6 binomialis egyiitthatokra, ily
modon kozelebb keriilhetiink a Shapiro-azonossaghoz hasonld, paros indexi sza-
mokra vonatkozé formulak kombinatorikus megértéséhez. A lemmaban az indexek
szimmetrikus szerepét jobban kifejezs > | jeloléseket hasznélunk az egyszeriibb leiras
kedvéért; a > -jel alatti feltételben a rogzitett valtozo jellemzGen az egyenlségjel
jobb oldalan all (de ez mindig kideriil a szévegkérnyezetbdl), tovabbé a futd indexek
nemnegativ egész értékeket vehetnek fel.
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2.14. Lemma. Tetszdleges rogzitett n esetén

2. Z C9;C2; By, = Bapy1. (2.6)
i+j+k=n

Bizonyitas. Mindkét oldal a 2n+1 félhosszu kiegyensulyozott utakat szamolja meg.
A jobb oldalra ez vilagos.

Az z-tengely minden kiegyensilyozott utat (hagyomanyos vagy tiikrozott)
Dyck-utakra vag szét, amelyek a kezdG- és végpontjukat leszdmitva nem lépnek
ra az z-tengelyre. (Ezekre a szegmens elnevezést hasznaljuk.) Ha a kiegyensilyo-
zott 1t félhossza 2n+1, akkor ezen szegmensek kozott lesz paratlan félhosszi, hiszen
félhosszaik Gsszege 2n + 1, paratlan. A bal oldalon 2C%;Cy; By, azokat a 2n 4+ 1 fél-
hosszt kiegyenstlyozott utakat szamolja meg, melyekre az x-tengely altal levagott
szegmensek koziil az els§ paratlan félhosszi szegmens félhossza 25+ 1, és ezt a szeg-
menst egy 2¢ félhosszu kiegyensulyozott Ut el6zi meg 6sszességében, valamint egy 2k
félhosszu kiegyenstlyozott ut koveti (i + j + k = n). Ez konnyen meggondolhato: A
szoban forgd szegmens megvalasztasara 2C,; lehetGség van (hiszen ez a szegmens
egy DX\, alaku ut, tiikrozve vagy anélkiil, ahol D egy tetszGleges 2j félhosszu
Dyck-ut lehet); a szegmenst megel6z6 2i félhosszt pdros-metszd kiegyensulyozott
ut megvalasztasara Co; lehetGség van a 2.4. Lemma szerint (a paros-metszé tulaj-
donsag annak atfogalmazasa, hogy a korabbi szegmensek mind paros félhosszuak);
a befejezd 2k félhosszu kiegyensulyozott tra nincs megkotés, igy az Bop-féle lehet.
Mivel az Osszegzés az Osszes lehetGségen végigfut, a bal oldal is valoéban a 2n + 1
félhosszu kiegyensulyozott utakat szamolja meg. O

Egy alkalmazasként megmutatjuk, hogy Shapiro azonossagénak (2.4) ekviva-
lens alakja hogyan bizonyithat6é a lemma segitségével rekurziv moédon. Belatjuk,
hogy mindkét oldal kielégiti a kdvetkezs rekurziot (kévetkezésképp a két oldal min-
den n-re egyenld).

Xo = 1;
Z X X, = 16"

s+t=n

A jobb oldalra ez azonnal kévetkezik a kozépsé binomialis egytitthatok konvolici-
6janak (2.5) zart alakjabol:

Z 4°B, - A'B, = 4™ - Z B.B, = 4™ - 4™ = 16™.

s+t=n s+t=n

A bal oldalra pedig a kovetkezs szamolas mutatja (2.6), valamint (2.5) ismételt
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felhasznalasaval:

Z ( Z CZiB2k>< Z C2jB2l> - Z C2i02jB2kB2l

s+t=n \ i+k=s jHl=t i+jt+k+l=n

= Z ( Z CgiCQngk>Bgl:%‘ Z B2m—|—1B2l

m-+l=n i+j+k=m m-+l=n

11 1 2n+1 __ n
:§.§.< > BuBU>:Z-4 = 16™.

utv=2n-+1

A 2.13. Allitasban szereplé konvoltciok paros indextd szamokra vonatkozo valtoza-
tait targyalja a kovetkezd tétel:

2.15. Tetel.
a) Z C’QkC’Qn,QI€ = 4"Cn. (27)
k=0
b) > " CoxBan_or = 4"By. (2.8)
k=0
- 16" + 4" B,
c) kZ_OBQkBQn—Qk =5 (2.9)

Bizonyitas. a-b) Csak a (2.2) Shapiro-azonossagot és (2.4) ekvivalens alakjat is-
mételtiik meg.
c) Mivel a B,, szamok (2.5) konvolicios formuldja szerint

n n—1
Z Boy, By o + Z Baj+1Ban—2k—1 = 16",
k=0 k=0

az allitas ekvivalens a kézéps6 binomialis egyiitthatok (2.10) alterndld konvoltcios
formulajaval, melyet fontossdga miatt a kdvetkezd tételben kiilon targyalunk. [

Az alabbi formulat Spivey bizonyitotta elGszor kombinatorikusan 2002-ben
[28]; tetszetds érvelésében a két oldalt véletlen szinezett permutéaciokra vonatkozo
valoszintiségekként értelmezi (megfelel normalas utan). Mi mas utat kovetiink; a
problémat bijektiv modon visszavezetjiikk a mar (bijektiven) bizonyitott (2.8) ,ve-
gyes” konvolucios formulara:

2.16. Tétel.
n n—1
Z Boy Boy—ok, — Z Boky1Bon—2r—1 =4"B,y,. (2.10)
k=0 pry
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Bizonyitas. A kozvetlen ut helyett a

n n—1 n
Zszan—zkz - Z Boky1Bon—_2k—1 = Z Car Ban—2k (2.11)
k=0 k=0 k=0

allitast igazoljuk, amelybdl (2.8) alapjan azonnal kévetkezik a bizonyitandé. A ren-
dezéssel kapott

n n—1
> (Bok — Cax)Ban—2k = ¥ Bor1Bon—2k-1 (2.12)
k=0 k=0

egyenl@séget latjuk be kettds leszamlalassal.

Rogzitsiik n-et. A jobb oldal azokat az (O1,03) rendezett parokat szamolja
meg, amelyekre O és O, két olyan tetszdleges pdratlan félhossza kiegyensiilyo-
zott ut, melyek félhosszai Gsszege 2n. Jeldlje ezen (O1,03) parok halmazat O. A
2.4. Lemma figyelembevételével a bal oldal azokat az (E7, Es) parokat szamolja meg,
amelyekre Fq és F5 két olyan pdros félhosszu kiegyensilyozott ut, melyek félhosszai
Osszege 2n, tovabba Fq, nem péaros-metsz6, azaz van 4t + 2 alakt z-tengelymetszete.
Jelolje ezen (FE1, Fy) parok halmazat &.

Megadunk egy bijekciot £ és O kozott, ami bizonyitja az allitast. Bijekcionkat
a 2.19. abra szemlélteti. Valasszunk egy tetszoleges (F1, Ey) utpart E-bdl. Az Ey
utnak az origotol az els6 4t + 2 alaku x-tengelymetszetig tartoé részét jelolje L,
és legyen R az ut tobbi része (tehat Fy = LR). Az (Ey, Ey) utpar képe legyen
az (LFE,, R) utpar, mely O-beli, mivel L és R paratlan félhosszt, Fy pedig paros
félhosszu kiegyensulyozott ut, és a félhosszok Osszege nyilvan tovabbra is 2n. Tehat
egy £ — O leképezést definidltunk, amelyrél konnytd meggondolni, hogy bijekcio:
Az inverze az a leképezés, amely az (O1,03) € O tuthoz az (L'Oy, R') € £ utat
rendeli, ahol L' az O; 1t els6 4t + 2 alaka z-tengelymetszetig tarto része (ilyen
alakt tengelymetszet mindig van, mert O; végpontja is ilyen), R’ pedig az O
fennmarado része. 0

01 02

Av%v%m&w‘*@v

B —
L R L E, R

2.19. abra: Egy bijekcié az £ és O halmazok k6zott
Megjegyzés. A bijektiven bizonyitott (2.11) alak a (2.8) és (2.10) formulak ekviva-
lencidjat mutatja, tehat (2.10) minden kombinatorikus bizonyitasa egyuttal (2.8),

vagyis a (2.7) Shapiro-azonossag kombinatorikus bizonyitasaként is felfoghato, igy
példaul Spivey eredeti bizonyitasa is. ¢

By — Oy = (213‘51), tehat (2.12) mindegyik tényezdje binomialis egyiitthato:
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2.17. Kovetkezmény.

i( 4k )(4n—4k> _”i <4k+2> (4n—4k—2)
2k—1)\2n—2k) 2k+1)\2n—2k—-1)"
k=1 k=0

Megjegyzés. Kiemeljiik, hogy a fenti bizonyitasban felhasznaltuk azt a tényt, hogy
Boy — Co a 2k félhosszi kiegyenstlyozott, nem paros-metszé utakat szamolja meg.
Ezt tekinthetjiik a (Qk 1) binomiélis egyiitthat6 szokatlan kombinatorikus leirasa-
nak is. (Hozzatessziik, hogy a Bgp — Cop = (Q;Lfl) egyenlGség kénnyen igazolhatd

kombinatorikusan; a 2k félhosszi Dyck-utak szaméat Bgp — (2:2) kiilonbségként
adja meg a standard tiikrozéses érvelés.) ¢

Végezetiil a teljesség kedvéért ismertetjiik Spivey (2.10)-re adott elegéns bi-
zonyitasat [28]. Ehhez sziikségiink lesz a kévetkezs definiciokra. 2-(ciklus)szinezett
permutdcio alatt a tovabbiakban olyan permutaciot értiink, amelynek minden cik-
lusdhoz hozzarendeltiink egy szint, pirosat van kéket. (Az alaphalmaz elemei meg-
kapjak a ciklusuk szinét.) A véletlen 2-szinezett permutaciokat uniform modon ,,ge-
neraljuk™ egy rogzitett alaphalmaz permutacidi koziil véletleniil valasztunk egyet
uniform modon, majd a kapott permutacié ciklusait pirosra vagy kékre szinezziik
1/2-1/2 valoszintiséggel, egymastol fiiggetleniil Tehat ha az alaphalmaz mérete n,
akkor egy konkrét 2-szinezett permutaciot 1! 55 valosziniiséggel kapunk meg, ha s
ciklusa van. Egy n elemt halmaz s ciklusbol 4ll6 permutécioinak szamat c(n, s)-sel
jeloljiik.

A kovetkezd lemma kapcsolja 6ssze a véletlen 2-szinezett permutéaciokat és a
kozépsé binomialis egylitthatok konvolucidit. A lemma Spivey eredménye elGtt is
ismert volt, megtalalhato példaul [29]-ben feladatként (60. probléma).

2.18. Lemma. Legyen 0 < k < n. Annak a valdszinisége, hogy az {1,...,n} alap—

halmaz eqy véletlen 2-szinezett permutdcidjaban pontosan k elem pz'ros, 27 BxBn—

Bizonyitas. (Z)—féleképpen tudjuk megvalasztani a piros elemek P halmazat. Min-
den k elemii P halmazra c(k,i)c(n — k, j) olyan 2-szinezett permutacio van, amely-
ben a piros elemek halmaza P, és a piros ciklusok szama 1, a kék ciklusok szama j.
Ezen 2-szinezett permutaciok mindegyikét ,21+J valoszintiséggel kaphatjuk meg,
igy az Osszes lehetséges P halmazra és (i, j) parra Osszegezve az adodik, hogy a
lemmabeli valoszintiség

k n—k

c(k,i)e n—k ) b c(k, 1) n_kcn—k,'
OEE -0 () (5 )

A c(k, i) szamok generatorfiiggvénye ismert:

Zc(k,z’)xi =z(z+1)...(z+k—-1),
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melyet pozitiv egész = értékekre éppen szinezett permutéaciok segitségével a leg-
koénnyebb kombinatorikusan igazolni (mindkét oldal a ciklusszinezett permutécio-
kat szamolja meg egy k elemi alaphalmazon, ha a szinpaletta mérete x; b&vebben
lasd példaul a [11] tankdnyvben). Ennek felhasznalasaval, z = 1 helyettesitéssel,

=1

és ugyanigy

nik c(n—k,j)  (2n—2k)!
=~ 27 4n—k(n — k)’

Tehat a fent kiszamolt valoszintiség a kovetkezd alakba irhato:

(1) @k (2n—2k)! i(%) (2n— 21{:),

nl ARE AR — k) 4r\k )\ n—k

amit bizonyitani kellett. u

Megjegyzés. A lemmabeli valoszintiségeket k lehetséges értékeire Osszeadva 1-et
kapunk, ami a kozépss binomialis egyiitthatok (2.5) konvolacios formulajanak egy
tjabb bizonyitasat adja. ¢

Ezen el6késziiletek utan ismertetjiik (2.10) eredeti bizonyitasat:

A 2.16. Tétel masodik bizonyitasa. (Spivey [28]) Mindkét oldalt 42"-nel osztva, a
bizonyitandé (2.10) azonossag a kovetkezs alakot Olti:

n 1 n—1 1 1

Z EB%B%L—% - Z E32k+lB2n—2k—1 = 4—an- (2.13)
k=0 k=0

A 2.18. Lemma szerint a bal oldal pg — pi, ahol py (illetve p;) annak a valoszi-

niisége, hogy az {1,...,2n} alaphalmaz egy véletlen 2-szinezett permutaciojaban

paros (illetve paratlan) sok piros elem van. A py — p; kiilonbség > prI., ahol az

pr a T ,bekovetkezésének” valoszintisége; tovabba I értéke 1, ha m-ben paros sok

piros elem van, és —1, ha paratlan sok.

Meghatarozzuk egy rogzitett p (szinezetlen) permutécio 2-(ciklus)szinezéseinek
egylittes hozzajarulasat a > p. I, 0sszeghez. Ha p mindegyik ciklusa paros hosszu,
akkor nyilvan minden 2-szinezésében péros sok piros elem lesz, tehat ekkor az 0ssz-
hozzajarulas QSW 1= ﬁ, azaz természetesen p ,kivalasztasdnak” valoszini-
sége. (Itt s ismét a ciklusok szamét jelolte.) Ha p-nak van paratlan hosszu ciklusa,
akkor egy tetszdleges rogzitett paratlan hosszu ciklus szinének ,invertalasaval” olyan
parokba rendezhetjiik p 2-szinezéseit, hogy minden parban az egyik 2-szinezett cik-
lus paros sok piros elemet tartalmaz, a mésik pedig paratlan sokat. Tehat minden
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par O-val jarul hozza az Osszeghez, vagyis a p-hoz tartoz6 6sszhozzajaruléds ebben
az esetben 0.

Az eddigi meggondolasok alapjan (2.13) bal oldala |IIz,|/(2n)!, ahol Ils, az
{1,...,2n} alaphalmaz csak paros hosszu ciklusokat tartalmazo permutacidinak
halmaza. |IIy,| meghatarozasahoz épitsiik fel Iy, permutacioit ciklusonként a szo-
kasos modon: ElGszor az ‘17 elem képét valasztjuk meg, majd az ‘1’ elem képének
képét, és igy tovabb, zar6do ciklus esetén a még nem ciklusba rendezett elemek
koziil a legkisebb elem képének (és egész ciklusanak) meghatarozasaval folytatjuk
az eljarast mindaddig, amig a permutaciét teljesen nem definidljuk. Ebbdl

Mop|=(2n—-1)-2n—-1)-2n—-3)-2n—3) -...-1-1,

mert az i-edik 1épésben az aktudlis elem képe vagy a még ,érintetlen” 2n — ¢ elem
koziil kertilhet ki, vagy az épp felépités alatt 1évs ciklust zarhatjuk be, de utobbi
csak akkor engedélyezett, ha i paros (az els6 ciklust csak valamelyik parosadik
lépésben zarhatjuk be, majd ismét paros sok lépésnek kell eltelnie a kvetkezd ciklus
bezarasaig stb.). Itt hallgatolagosan felhasznaltuk azt a konnyen ellendrizhetd tényt,
hogy a leirt felépitési eljarasok halmaza és a Ily,, halmaz kozott bijektiv kapcsolat
van.
Osszegezve tehat (2.13) bal oldala

Mon|  (2n—-1)-2n-1)-2n-3)-2n-3)-...-1-1  (2n)!(2n)! B,
(2n)! (2n)! ~ (2n)!127nl2nn! 407
amit bizonyitani kellett. U

2.5. Tovabbi probléemak

Ebben az alfejezetben sejtésként fogalmazzuk meg a 2.7. Lemma egy altaldno-
sitasat. A paros-metsz6 utak definidldsakor az x-tengelyen a lehetséges tengelymet-
szetek koziil minden masodikat megtiltottunk, a tobbit pedig engedélyeztiik. Most
més ,tiltdsmintakat” is megvizsgalunk.

A kilonbozo tiltasmintdk megadhatok egy-egy sorozattal, amelyek a szoba
johetd tengelymetszetekre balrél jobbra haladva felsoroljak, hogy a metszéspont
tiltott vagy engedélyezett-e. Kideriil, hogy akkor jutunk érdekes sejtésekhez, ha
bevezetiink egy harmadik fajta el6irast is.

Definicié. Egy bg, b1, ...,b, 0-1-2 sorozatra jellje P[bgb; ...b,| azon 2n hosszu,
origobol indulé (hagyomanyos) utak halmazat, amelyek elkeriilik a {(2¢,0) : b; = 0}
halmaz Gsszes pontjat, ugyanakkor a {(2,0) : b; = 2} halmaz legalabb egy pontjara
ralépnek. (Figyeljiik meg, hogy a sorozat (hossza) kijeloli az utak hosszat is.) ¢

A tomorebb irasmod kedvéért egy 0-1-2 sorozat megadéasakor az ismétlédé
részeket hatvanyozasszerien jeloljiik, példaul az 110110110 bitsorozatot irhatjunk
(120)3-ként is.
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e —— - :

P
N

2.20. abra: A P[(1302)21323] halmaz egy tutja (0 = X, 1 = |, 2 = %)

Minden ilyen elGiras-sorozathoz tartozik egy Gsszeszamlalasi probléma, a kije-
161t utak szdménak meghatarozéasa. Ez a feladat a 14. oldalon ismertetett egyszerti
megfogalmazott sejtéseket leellendriztiik ezzel a modszerrel ,kezelhetd” tthosszok
(definiald sorozathosszok) esetén, am teljes bizonyitasuk még varat magara. (A
kombinatorikus bizonyitas a cél, de egyéb bizonyitast sem ismeriink.)

A kovetkezd sejtés a 2.7. Lemma altaldnositasa. Ez az altalanos sejtés azt
sugallja, hogy a lemmara adott, 2.3. alfejezetben bemutatott bizonyitasunk talédn
egyszertisithets. (Mivel a konstrukcié nem vihetd at az altalanos esetre, vagy leg-
alabbis nem nyilvanval6 modon.)

2.19. Sejtés.
a) ‘,P[(lkﬂk)nfllkak” — |7)[10n71212kn7n71” — 42k:nfn—120n_1’
b) "P[(lkok)nH _ |7)[10n12kn—n—1” _ 42kn—n—1Bn‘

Megjegyzés. Az allitasokban szerepld halmazok mindegyike 4kn — 2 hosszi uta-
kat tartalmaz. A mésodik egyenlGség mindkét esetben nyilvanvalo: A b) pontban
P[10"] a 2n hosszl seholsem-zéré utak halmaza (1d. 8. oldal); igy a 2.2. Allitas
szerint |P[10"]| = B, és egy utols6 1l-es hozzdadésa egy b 0-1-2 sorozathoz két
tetszoleges befejezs 1épés hozzavételét jelenti a P[b]-beli utak halmazahoz, ami a
szamossagokat tekintve egy 4-szeres szorzonak felel meg; tehat valoban adodik b)
utolso egyenlgsége. Az a) pontban pedig a P[10™~12]-beli utak éppen a 2n—2 hosszt
Dyck-utak, egy kezdd felfelé és zaro lefelé 1épéssel ellatva, valamint ezek x-tengelyre
vonatkozo tiikorképei; tehat ‘73[10”_12” = 2C),_1, vagyis a masodik egyenlGség is-
mét egyszertien kovetkezik. Az igazi feladat tehat a P[(170%)"—11%k2F] és P[(1%0%)"]
halmazok elemszamanak meghatirozasa; a P[10"~1212kn—n=1] &5 P10 12kn—n—1]
halmazok szerepeltetésével csupan egy-egy lehetséges ,célhalmazt” adtunk egy bi-
jektiv bizonyitashoz, illetve kiemeltiik vele, hogy a tiltasmintaban a blokkok szama
Hényegesebbnek tiinik”, mint a blokkok mérete. ¢

Vegyiik észre, hogy k = 1 valasztassal valoban visszakapjuk a 2.7. Lemmat.
A sejtés b) pontja szerint |P[(10)?]| = 4"71B,, és tekintve, hogy a 4n hosszt
paros-metsz6 utak éppen P[(10)"] utjaibol nyerhetSk 2 tetszbleges befejezd lépés
hozzafiizésével, az allitds valoban a lemma b) pontjanak felel meg. Az a) pontok
ekvivalencidja pedig abbol kovetkezik, hogy a P[(10)"12] utjai éppen az origobol
a (4n + 1,1) pontba mend paros-metszd utak és titkkorképeik (egy z-tengelyre vive
lépés hozzavételével).
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Valojaban a sejtés két pontja is ekvivalens, bar ezt nem teljesen kombinatorikus
aton latjuk be. Ha P[(1¥0%)"] utjait tgy szamoljuk meg, hogy az Osszes 4kn — 2
hosszt utak szamabol kivonjuk az x-tengelyt tiltott pontban metszs utak szaméat (a
,rossz” utakat aszerint csoportositva, hogy melyik tiltott blokkra léptek ra elészor),
akkor a .

}P[(1k0k)”]\ _ 24kn—2 _ Z ‘rp[(lkok)i—l1k2k12k(n—i)]}

=1

— 24kn—2 _ Z ‘P[(lk‘,ok)l—lleIC]‘42]6(’)1—@)

=1

(2.14)

Osszefiiggéshez jutunk. Feltéve, hogy a sejtés a) allitasanak elsé egyenlSsége igaz,
és felhasznalva, hogy ekkor nyilvanvaloan ugy is igaz, ha a két uthalmazt definialo
sorozathoz ugyanannyi zar6 1-es bitet hozzéavesziink, (2.14) els6 egyenlségébdl a

|P[(1k0k>n” — 24kn—2 _ Z ‘P[loi—1212ki—i—112k(n—i)]}

=1

— 24kn72 _ Z ‘P[10i71212k‘n7i71]| — |P[10n12kn7n71”
=1

alakot kapjuk, ahogy a b) pont allitja. Az utols6 egyenlség azért teljesiil, mert
az egyenl@ség jobb oldaldn all6 mennyiséget ismét gy szamoljuk meg, hogy az
Osszes szoba johets utak szamabol kivonjuk a ,rossz” utak szamét. Megforditva,
a b) allitasbol rekurzivan kovetkezik a), mert k-t rogzitve, (2.14) rendezés utén

egy rekurziv kiszamitési moédot ad az a, = |P[(1¥0%)"~11%2¥]| sorozat elemeire a
kisebb indexti a; értékekbsl és a |P[(1¥0%)"]| értékebsl, amely rekurziot egyetlen
{an}o., sorozat elégit ki; és a [P[(1%0%)"]| = |P[10"12F"~"~1]| feltételezéssel élve

a {|P[10"~1212kn=n=1]| 1> sorozat ilyen, ezt lattuk be az elsbb.

Befejezésként ismertetiink egy hasonlé sejtést, amelyet szamitogépes vizsgala-
taink soran fogalmaztunk meg. (A két alpont ekvivalencidja a fentiekhez hasonléan
igazolhat6.) A masodik uthalmazt definialo tiltassorozatban az ‘1’ kitevdje mind-
két allitasban az az érték, amellyel a sorozat ugyanolyan hosszu lesz, mint az elsd
tiltassorozat.

2.20. Sejtés.
a) ‘P[1(1k0k+1)n—11k2k+1” — ‘7)[1071—121214:71” — 42kn20n_1’
b) |P[L(1k0* )] = |P[10m12k7]| = 42knB,,.

40



3. FEJEZET
Diszkrét véletlen sétak egy konvexitasi tulajdonsaga

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben diszkrét véletlen sétéakkal foglalkozunk a sikon, illetve ma-
gasabb dimenziokban. Megvizsgaljuk a Z? négyzetracs egy rogzitett pontjabol in-
ditott véletlen séta z-tengellyel vett els6 metszéspontjanak eloszlasat konvexités
szempontjabol, majd tekintjiik a probléma Z%beli megfelelsjét.

A bemutatasra keriil6 eredmények el6zménye Benkd David, Peter D. Dragnev
és Totik Vilmos 2012-ben megjelent [2] cikke, melyben a szerzdk egyebek mellett
iteralt kisoprés (,balayage”) alkalmazasaval bizonyitjak, hogy a komplex sik valos
egyenesének tetszdleges kompakt halmazahoz tarsitott harmonikus mérték stirtség-
fiiggvénye konvex (a halmaz részintervallumain). A harmonikus mértékek alapvetd
szerepet toltenek be a harmonikus analizisben (a témakort részletesen téargyalja
példaul a [7] monografia); mi a standard definicié helyett az értekezés témajahoz
kapcsolodo ekvivalens modon vezetjiik be az idézett tételben szereplé harmonikus
mértéket: Adott egy, az origot nem tartalmazé K C R kompakt halmaz a komplex
sik valos egyenesén, és legyen wg az a mérték, amely minden H C K mérhetd rész-
halmazhoz annak az eseménynek a valdszintiséget rendeli, hogy az origébol induld
2-dimenziés Brown-mozgés meglatogatja K-t, és az els6 meglatogatott pont H-beli.
(A valoszintiségelmélet és a harmonikus analizis kapcsolatarol bévebben olvasha-
tunk példaul az [5] konyvben.) A fenti eredmény allitasa szerint ez az wy mérték
abszolut folytonos, és (alkalmas) siirtiségfiiggvénye konvex minden I C K interval-
lumon. Totik professzorral kozos [18] cikkiinkben erre a tételre egy 14j bizonyitast
adunk, amely azon a jol ismert tényen alapul, hogy a 2-dimenziés Brown-mozgés
kozelithets (egyre finomodo négyzetracson tekintett) diszkrét véletlen sétakkal. Az
én hozzéajarulasom ehhez a bizonyitashoz a diszkretizalt valtozatban felmeriil kom-
binatorikus probléma, a 3.1. Tétel elemi megoldasa volt, ezért ezzel foglalkozunk
majd részletesebben. (Ezt a tételt Totik Vilmos igazolta el@szor, mas eszkozokkel.)
A kovetkezSkben a sziikséges fogalmak bevezetése utan ismertetjiik a tételt, melyet
a 3.2. alfejezetben bizonyitunk majd. A 3.3. alfejezet Szalai Attilaval kozos ered-
ményeket tartalmaz [17]: Egy altalanositassal foglalkozunk, melyet Totik Vilmos
ajanlott figyelmiinkbe, a folytonos analogia altal sugallt iranymutatasokkal egyiitt.
Itt megvizsgaljuk modszeriink korlatait is. Végiil a 3.4. alfejezetben eredményeink
magasabb dimenzios megfelelsit targyaljuk.

Most bevezetjiik a fejezetben hasznalt fogalmakat. Egy (m,n) € Z? racspont
(Z2-beli) szomszédain az (m + 1,n), (m —1,n), (m,n + 1) és (m,n — 1) pontokat
értjiik.

Definicié. Egy Z2-beli (racs)pontokbol allo Qq, Q1, Q2, ... (véges vagy végtelen)
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sorozat 2-dimenzids diszkrét séta (réviden: Z2-beli séta), ha mindegyik (nem utolso)
Q; pontot valamely Z2-beli szomszédja koveti a sorozatban (vagyis @Q; és Qi1
szomszédosak).

A Qp,Q1,Q2 ... séta egyértelmiien leirthatdo a @y kezddpont és a Q1 — Qo,
Q2 — Q1, Q3 — Qo2, ... (vektor)sorozat megadasaval is. A Q; — Q;_1 vektort a séta
i-edik lépésének nevezziik. Mivel egy pontbél mindig szomszédos racspontra 1épiink,
egy Z2-beli séta lépései a (0,1), (0,—1), (—1,0) és (1,0) vektorok kéziil keriilhetnek
ki, melyekre rendre felfelé (1), lefelé ({), balra («—) és jobbra (—) lépésként hivat-
kozunk. Egy (véges) W séta hosszdn a lépései szamat értjik (azaz a Qo, @1, Qa, - - .
sorozat hosszanal eggyel kisebb értéket), melyet |IW|-vel jeloliink. ¢

Qo

&

0

3.1. dbra: Egy 21 hosszu séta

Természetesen a Z2-beli sétédkra a 3.1. abran lathaté moédon gondolunk, illetve
hasznaljuk a szemléletbdl ereds fogalmakat (pl. z-tengelymetszet, tiikrozés stb.).

Definicié. Egy adott Qg pontbdl induld Z2-beli (szimmetrikus) véletlen séta alatt
egy, a kovetkezd véletlen eljarassal generalt Z2-beli Qq, Q1,Qo, ... végtelen sétat
értiink: A Qg pontbdl indulva mindig véletlenszertien — uniform moédon és a korabbi
dontéseinktdl fliggetleniil — vélasztjuk ki, hogy az aktualis Q); pont 4 szomszédja
koziil melyikre 1épiink (melyikiik lesz @;41). Tehat, formalisan, legyenek &7, &, . ..
fiiggetlen véletlen valtozok, melyek értékei a {1, ], -, —} vektorhalmazbol keriilnek
ki uniform modon (1/4-1/4 valészintséggel); ekkor a (Qo + > i, fi)zozo véletlen
sorozatot Qo-bol induld (Z2-beli) véletlen sétanak nevezziik. ¢

Most ismertetjiik az igért diszkrét eredményt, Totik Vilmossal k6zos [18] cik-
kiink lemmajat, amelyre visszavezethets a [2] cikk harmonikus mértékekre vonat-
kozo folytonos eredménye.

3.1. Tétel. Legyen pr annak a valdszinisége, hogy a (0,1) pontbdl indulo Z>-beli
véletlen séta a (k,0) pontban lép eldszér az x-tengelyre (k € Z). Ekkor a (pr)ieo
sorozat konvex, vagyis pr < %(pk_1 + pr11) teljesil k > 1 esetén.

Megjegyzés. A . (k,0) pontban 1ép elGszor az x-tengelyre” esemény definicio sze-
rint nem kovetkezik be, ha a séta soha nem lép az z-tengelyre. (A hasonl6 moédon
megfogalmazott eseményeket igy értjitkk a késGbbiekben is.) De valojaban ezzel az
esettel nem kell foglalkozni, ugyanis meggondolhato, hogy a (0,1) pontbol induld
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véletlen séta 1 valdszintiséggel ralép az x-tengelyre, és igy a tételbeli py valdszint-
ségek Osszege 1. (Bar ezt a tényt nem fogjuk hasznalni.) ¢

A 3.1. Tételt a kovetkez§ alfejezetben bizonyitjuk. Most két masik lehetséges
bizonyitasi moédot vazolunk.

Elészor Totik Vilmos gondolatmenetét mutatjuk be. A (pg ), o, sorozathoz mint
egyiitthato-sorozathoz tartozo (komplex) Fourier-sor Gsszege konnyen meghataroz-
hato (lasd pl. [18]-ban, vagy a [27] monografia 156. oldalan, illetve vazlatosan a
kévetkez6 alfejezetben):

g(z) = Z pre®® =2 —cosx — /(1 — cosx)(3 — cosx). (3.1)

k=—o00

A 3.1. Tétel bizonyitasahoz a g(z) elemi fliggvény nemnegativ indextd Fourier-
egyiitthatoira kell igazolni a konvexitashoz sziikséges egyenlStlenségeket. Ez a meg-
kozelités a Fourier-egyiitthatok kiszamitasi modja alapjan elemi fiiggvények hataro-
zott integréljai kozott fennallo egyenlGtlenségekhez vezet. Amely egyenlGtlenségek
bizonyitasa elvégezhets, de nem egyszerii feladat. (Ez a nehezebb technikai rész
végiil nem keriilt publikalasra.)

A 3.3. alfejezetben latni fogjuk, hogy a 3.1. Tétel igazolhat6é a szép kombina-
torikus otlettel nyerhets (korabban is ismert) 3.8. Kévetkezménybdl kiindulva egy
kevésbé szép, de elemi szamolassal. Ez tételiink egy tijabb bizonyitasat adja.

A kovetkezs alfejezetben egy szamolasmentes modszert ismertetiink, melyben
a bizonyitandé egyenlStlenséget injektiv fliggvény megadasaval igazoljuk.

3.2. A diszkrét konvexitasi lemma elemi bizonyitasa

Ebben az alfejezetben a [18] cikkben publikalt modon igazoljuk a 3.1. Tételt.
h)

nek a valoszintisége, hogy a (kq, h) pontbol inditott Z2-beli véletlen séta a (ko,0)

pontban 1ép elGszor az z-tengelyre. Ezzel a jeloléssel feladatunk a (p]go’l)):io SO-

rozat konvexségének igazolasa. Megjegyezziik, hogy szimmetriai okokbol nyilvan
(k1,h) (0,h)

El6szor bevezetiink néhdny elnevezést és jelolést. Legyen p, """ annak az esemény-

fennall, hogy p, """ = p;. "}, €s p,(;)’h) = p(_(),;h). Megmutathato, hogy intuicionkkal
Osszhangban a (p,(go’h))zo:o sorozat szigoriian monoton csokken tetszGleges pozitiv

h-ra. (Ez utobbi tényt nem fogjuk hasznéalni.)
(klah)

App, valoszintiségek becsléséhez az alabbi sétékra lesz sziikségiink:

Definicié. Legyen h > 0. Azt mondjuk, hogy egy Z2-beli (véges, nem véletlen)
(k1,h) ~ (k2,0) séta pozitiv, ha az utolsd 1épését megeldzGen mindig szigortan
az x-tengely folott tartozkodik. A tovabbiakban W,gfl’h) jeloli a Z2-beli pozitiv
(k1,h) ~ (ko,0) sétak (végtelen) halmazat, tovabba Wi [l] jelsli az | hosszi

W,i’:l’h)-beli sétak (véges) halmazat. ¢
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Visszatérve a 3.1. Tétel py := p,i b jeloléséhez, k > 1 esetén

1 ay 1 pLy 1 P02 _ 1 1 1 (02
= b g o - 3.2
Dk 4pk + 4 + - 4 4pk 1+ 4pk+1+ 4}? ) (3.2)
hiszen %p,&l’l) (illetve 4p,(c LD s 4p,(€0 )) annak a valoszintisége, hogy a (0, 1) pont-

bol indul6 véletlen séta elsd lépése — (illetve «—, 1), és a séta a (k,0) pontban lép
el6szor az z-tengelyre. (Ha az els6 1épés lefelé 1épés, akkor nem kiévetkezik be a vizs-
géalt esemény k > 1 esetén.) Ugyanis 1/4 valoszintiséggel lesz az els§ 1épés jobbra
lépés, illetve p( D g valosziniisége annak, hogy a séta tobbi lépése, az (1, 1) pontbol
inditott véletlen séta olyan, hogy az els6 x-tengelymetszet a (k,0) pontban torténik
meg. (A %p,(c_l’l) és 4p}(€0 2) tagokat hasonloan kapjuk.) A masodik egyenléség a

( - = pr_1 és p,(C LY Pr+1 Osszefiiggésekbdl kovetkezik.

Megjegyzés. A (0,2) pontbol induld véletlen séta y = 1 egyenessel vett els6 met-
széspontjat vizsgalva kapjuk, hogy

(0 Y = Z PjPk—j- (3.3)

j_—OO

Nem nehéz meggondolni, hogy ebbdl és (3.2)-bdl kovetkezik (3.1), Osszefiiggéseink
ugyanis megfogalmazhatok a g(x) Fourier-sor segitségével:

Itt felhasznaltuk, hogy (3.2) valojadban minden k # O-ra igaz, k = 0 esetén pe-

dig minden lefelé 1épéssel kezd6ds véletlen séta is hozzajarul a pi valoszintséghez,

igy (3.2) ebben az esetben a py = i + %p_l + %p1 + ipé 2) Osszefliggésre modosul.

A kapott fliggvényegyenlet (|g(x)| < 1 figyelembevételével) egyértelm megoldasa
adja a (3.1)-beli zart alakot. Megjegyezziik, hogy elemi bizonyitasunk nem tdmasz-
kodik a (3.3) konvoluciés formulara, csupan kozbevetésként vazoltuk az analitikus
megkozelitések kiindulopontjaul szolgalo (3.1) sordsszeg levezetését. ¢

Ha k > 1, akkor a bizonyitand6

Dk (Pr—1 + Pr+1)

1
2
egyenlGtlenség (3.2) szerint ekvivalens a kovetkezovel (amely, mint latni fogjuk,
k = 0 esetén is teljesiil):

p](€0,2) < Pr—1+ Dk+1- (3.4)
Ismét hasznalva, hogy pr_1 = pg’l) €s Pr+1 = p,(;l’l), ezen egyenlGtlenséget a
0,2 1,1 ~1,1
p? <piit 4 pp Y (3.5)
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alakban latjuk be (tetszéleges k-ra). A vizsgalt eseményt realizalo sétakat az elss
r-tengelymetszetig tartd szakaszuk szerint osztalyozva kapjuk, hogy

- T () expl(f). e

Wewé’;l’h’

igy a bizonyitando (3.5) egyenl6tlenség adodik a kovetkezs lemmabol (a (3.5)-beli
valoszintiségeket (3.6) szerint végtelen sorként felirva, tagonként becsiilhetiink):

3.2. Lemma. Bdrmely k egész szamra létezik hossztarto W}go,z) — W]il’l) UW,g_l’l)
njektiv leképezés. Vagyis tetszdleges k € 7 és | € N esetén

WP < WPt + ).

Bizonyitas. Megadunk egy alkalmas ¢ leképezést. Legyen W € WIEO’Z) egy tetszo-
leges (0,2) ~» (k,0) pozitiv séta.

ElGszor egy természetes ,elsé probalkozast” mutatunk be. Ha W jobbra lépéssel
kezdddik, akkor ezt a lépést felfelé lépésre cserélve egy ngl’l)—beli sétahoz jutunk;
ha W lefelé lépéssel kezd6dik, akkor ezt a 1épést jobbra lépésre cserélve egy W,i_l’l)-
beli sétdhoz jutunk. Ezek az atalakitasok nyilvan hossztartok és injektivek. Ezt a
naiv elindulast fogjuk kiterjeszteni (altalanositani) az 6sszes W,go’z)—beli sétara.

Eljarasunk a kovetkezd. Jelolje rendre 1, |y, illetve —; a W séta els6 t 1épése
kozott eldfordulo felfelé, lefelé, illetve jobbra lépések szamat. Legyen ¢ a legkisebb
olyan t természetes szam (,id6pont”), amelyre a kovetkezsk valamelyike teljesiil:

—t = Tt + 1, (39)
b=+ 1. (3.10)

Ilyen t létezik: Kezdetben, ¢t = O-ra, —; < Ty és |; < —; all fenn (mindegyik
érték 0). Egy 1épés megtételével (¢ értékének 1-gyel valo novelésével) a harom meg-
figyelt lépésszam koziil legfeljebb az egyik 1-gyel ng, a tobbi nem valtozik. Tehét
to az els6 olyan idSpont, amikor a jobbra lépések szdma meghaladja (1-gyel) a
felfelé lépések szaméat, vagy a lefelé lépések szadma meghaladja (1-gyel) a jobbra
lépések szamat. Ilyen id6pont létezik, mert Ty -1 < |jw|-1, hiszen kozvetleniil az
utolso (lefelé) lépés elstt a (k, 1) pontban tartézkodik W, a kiindulé magassaga-
nal 1 egységgel alacsonyabban, emiatt ¢ = |W| — 1-re nem allhat fenn 1, > —; és
—¢ > |+ mindegyike, mert abbol 1; > |; kovetkezne. Egyuttal azt is megkaptuk,
hogy tg < |W| — 1. (A lemmabeli WV halmazok sétainak utolsé lépése mindig lefelé
lépés, ezeket természetesen véltozatlanul hagyjuk majd.) A (3.9) és (3.10) feltéte-
lek koziil nyilvan csak az egyiket elégiti ki tg; az els6 esetben a ty-adik 1épés jobbra
lépés, a masodik esetben lefelé 1épés.

1. eset: Ha ty a (3.9) feltételt teljesiti, akkor a ¢(W') képet tgy definialjuk, hogy
W els6 tg 1épése kozott a jobbra lépéseket felfelé 1épésekre, a felfelé 1épéseket pedig
jobbra lépésekre cseréljiik, a tobbi 1épést valtozatlanul hagyjuk, és a kapott sétat
az (1,1) pontbdl inditjuk (I1d. 3.2. abra).
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WZJEO,Q) W41,1)

3.2. abra: Kodolas az 1. esetben

Vildgos, hogy |6(W)| = |W|. Beldtjuk, hogy ¢(W) € W is teljesiil. Mivel a
cserékkel az elsé tg 1épés kozott a jobbra 1épések szama 1-gyel csokkent, a felfelé
lépések szama 1-gyel nétt (és a tobbi lépésszam nem valtozott), ezért a ¢(W) séta
elsé tg 1épése altal alkotott gb(I/V)q0 részséta végpontja megegyezik a W séta elsé ¢y
lépése altal alkotott W<y, részséta végpontjaval. (Amely végpont tg < |W|—1 miatt
az r-tengely felett helyezkedik el.) Tehat a tp-adik 1épés utan ¢(W) egybeesik W-
vel, mivel ezen a szakaszon ¢(WW)-ben megtartottuk W lépéseit. Specialisan, ¢(W)
végpontja (k,0), és a to-adik 1épés utan végig az x-tengely f616tt halad (a végpontot
leszdmitva). Annak igazolasahoz, hogy a ¢(W)., szakasz is végig az z-tengely
folott halad, azt kell megmutatni, hogy if < Tf fennall, ha t < tg. (A o(W)-
beli lépésszamokat a W sétanal bevezetett modon jeloljiik, csak ¢ fels§ indexszel
ellatva.) Ez pedig to definiciojabol kévetkezik: W-ben |; < —; teljesiil minden
t < to-ra (emlékeztetiink, hogy ty az elsd olyan idépont, amelyre a fenti két feltétel
valamelyike — esetiinkben (3.9) — teljesiil), ami az els6 to 1épés kozott végrehajtott
— /1 lépéscserék kovetkeztében éppen a kivant if < Tf egyenlGtlenséghez vezet

t < to esetén. Ezzel belattuk, hogy ¢(W) € W,gl’l), vagyis ebben az esetben ¢
joldefinialt.

-1,1)

0,2
Wi Wi

x (-11) x

3.3. abra: Kodolas a 2. esetben

2. eset: Ha ty a (3.10) feltételt teljesiti, akkor analog modon jarunk el (1d. 3.3.
abra): Ebben az esetben W els6 ty lépése kozott a lefelé és a jobbra lépéseket
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cseréljiik meg (a tobbi lépés valtozatlanul hagyasaval); igy kapjuk ¢(WW)-t, melyet a
(—1,1) pontbdl inditunk, és W,gfl’l)—beli séta lesz. Ugyanis az 1. esethez hasonldan
konnyen lathato, hogy ¢(W) egybeesik W-vel a to-adik lépés utan. A ¢(W),
szakasz pozitivitasa pedig abbol kévetkezik, hogy ty definicidja szerint ¢ < tg esetén
—»; < 1y all fenn W-ben, amibsl ¢(W)-re a kivant [¢ < 1¢ adodik a | /— lépéscserék
utan. Megjegyezziik, hogy ,els6 probalkozasunk” éppen az imént definialt ¢ kodolés
végrehajtasa volt azokra a specialis sétakra, melyekre g = 1.

A lemma bizonyitasdhoz mér csak azt kell belatni, hogy ¢ injektiv. Ehhez va-
lasszunk egy tetszéleges W' € W,gl’l) U Wl(c_l’l) sétat, melyre megmutatjuk, hogy
legfeljebb egy Gse lehet. Ha W’ € W,il’l), akkor ezt a sétat csak az 1. esetnek meg-
felels atalakitassal kaphatjuk meg. Egy 1. eset szerint kddolt W sétdhoz tartozoé tg
érték kiolvashato ¢(W)-bol ¢ definicidja alapjan: to a legkisebb olyan ¢, amelyre

¢ = 5% 41 teljesiil ¢(W)-ben; ez ty definicidja és a to-adik lépésig tarté — /)
lépéscserék alapjan nyilvanvalé. Tehat W’ 6se nem lehet mas, mint az a séta, ame-
lyet W’-bél kapunk oly médon, hogy a fentiek szerint meghatéarozott to idépontig
megcseréljiik a felfelé és jobbra lépéseket. Persze eléfordulhat, hogy ilyen ¢y nem
létezik W'-hoz (ekkor biztosan nincs Gse), illetve azt sem ellendriztiik, hogy ha t
létezik, akkor az egyetlen lehetséges Gs val6ban W,go’m—ban van-e, de az vilagos,
hogy legfeljebb egy 6s lehet. Hasonl6an jarhatunk el akkor is, ha W’ € W,i_l’l).
Ezzel ¢ injektivitasat, és igy a teljes lemmaét, valamint a bel6le kovetkezs 3.1. Tételt
is igazoltuk. U

Megjegyzés. A fenti bizonyitas alapjan ugy titinhet, hogy ¢ koédolasunk nehezen
vizualizalhato. Ezért megjegyezziik, hogy példaul az 1. esetben definialt séta-transz-
forméacio a kovetkezSképpen is megfogalmazhato: W-nek valojaban csak a felfelé és
jobbra lépéseivel foglalkozunk, és az ezen lépésekbdl (a W-beli sorrend megtarta-
saval) nyert Wy _, dtnak az y = z + 1 egyenessel vett els6 metszéspontjaig tarto
részét tiikrozziik az egyenesre. Mindezt persze gy értjiik, hogy bar Wi _,-re egy
(0,2) pontbol indulo6 sétaként gondolunk (amikor az y = x+1 egyenesre valo tiikro-
zésrél beszéliink), természetesen csak a Wy _,-nek megfeleld lépéssorozatot alakitjuk
at W-ben, W tobbi lépését fixen hagyva (vo. 3.2. dbra). A 2. eset kodolasa hason-
l6an fogalmazhato at; ebben az esetben a jobbra és lefelé 1épések altal alkotott utat
tiikrozziik az y = —x + 1 egyenesre. Tehéat a két eset kddolasa valojaban egy-egy
standard tiikrozéses gondolat (példaul a Dyck-utak Osszeszamlélasa is hasonld mo-
don kézenfeks), mely szemléletben ¢ injektivitasa nyilvanvalo. Konstrukcionk nem-
trivialis része az, ahogy ez a két tiikrozés ,0sszeall” egy W}go,z) — W]il’l) U W,g_l’l)
leképezéssé. ¢

Végezetiil kiemeljiik, hogy a 3.2. Lemmat bizonyité injektiv leképezésiink fixen
hagyja a balra 1épéseket. Ez azt jelenti, hogy a lemma kdvetkezd erdsitése is igaz:
Tetszbleges k € Z, 1l e N és S C{1,...,l — 1} esetén

WP ]| < [P s)| + w8, (3.11)

47



3. Diszkrét véletlen sétak egy konvexitasi tulajdonsaga

ahol a W([l; S] azon W-beli, [ hosszu séték halmazat jeloli, melyekben a balra lé-
pések pozicidinak halmaza éppen S. Az allitAsban szerepls sétak szama explicit
modon meghatarozhat6 zart alakban, mindharom sétatipusra: A balra lépések po-
zicioi adottak; |S|, k és [ ismeretében a jobbra lépések, és igy a ,fliggéleges” lépések
szama is adott; az utolso lépés mindig lefelé 1épés; a fiiggbleges 1épések egy olyan
utat alkotnak (az el6z6 fejezet szerinti értelemben), melyek a 2 (illetve 1) magas-
sagrol indulva az utolsd 1épéssel 1épnek elGszor az x-tengelyre; mas feltétel nincs.
(A fiiggbleges lépések altal alkotott lehetséges utak szama meghatarozhato, ez az
ismert ,ballot problem” [23], amely mindharom sétahalmaz esetén egy-egy Catalan-
szamhoz vezet. Tehat a fligg6leges és jobbra lépések Gsszes lehetséges sorrendjének
figyelembevételével a (3.11)-beli W([l; S] halmazok elemszédma kiszdmolhato.) A ka-
pott szamossagokra elemi szamolassal is ellendrizhets a (3.11) egyenldtlenség, amely
a 3.2. Lemma egy ujabb bizonyitasat adja. (A részletek kidolgozéasat az olvasora
bizzuk.)

3.3. Magasabbrdl inditott véletlen sétak

A 3.1. Tétel ismeretében természetes modon vetédik fel annak vizsgalata,
hogy a (0,1) pontnal magasabbrdl inditott véletlen séték esetén mit mondhatunk
a (p,(co’h));ozo sorozat konvexitasarol. A kérdést Totik Vilmos fogalmazta meg. A
tovabbiakban bemutatom a téméaban elért, Szalai Attilaval kézos eredményeinket,
majd ismertetem a folytonos eset alapjan megfogalmazott célokat, egy kombina-
torikus médon megoldatlan eredménnyel egyiitt, amely moédszeriink korlataira is
ravilagit. Az alfejezet egésze a Szalai Attilaval kozos, 2014-ben elfogadott [17] pub-
likdcion alapul.

Az alfejezet {6 eredménye a kovetkezd:

3.3. Tetel. Jelolje p’lj annak a valdsziniségét, hogy a (0,h) pontbdl induld Z2-beli
véletlen séta a (k,0) pontban lép elszor az x-tengelyre, és legyen h > 2 régzitett.
Ekkor a (pﬁ)zo:h_Z sorozat konvez, vagyis pil < % (pZ_1 —|—p’,§+1) teljestiil k > h — 1
esetén.

Bizonyitas. Hasznaljuk az el6z6 alfejezet jeldléseit (tehat példaul pf = p,io’h)). A
realizalo séték elss lépését vizsgalva, (3.2) analogiajara most a

1 h— 1 h 1 Lh 1 _17h 1 h— 1 h 1 1
pho= ot et e e = e e ek el
. . . . (Lh) _ _h re (=LA p
osszefiiggéshez jutunk, ahol felhasznaltuk, hogy p, = pp_; és p, = Pry1-

Tehat a tételben szerepls konvexitasi egyenlGtlenséghez azt kell megmutatni, hogy
k> h — 1 esetén

ot <ol ol (3.12)
Ehhez p!! | + p} b= p,gl’h) + p,g_l’h), valamint (3.6) ismételt figyelembevételével

elegendd belatni, hogy létezik hossztartod W,io’h_l) U W,go’hﬂ) — W,gl’h) U W,g_l’h)
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injektiv leképezés. Ezt a kovetkezd lemmaban targyaljuk. (Késébb kiszamoljuk a

W]gfl’h) halmazok elemszaméanak pontos értékét is — lasd 3.8. Kovetkezmény —,
ennek ismeretében bizonyitasunk ,szamoléssal” is befejezhetd.) O

3.4. Lemma. Legyen adott h > 2 és k > h — 1. Ekkor létezik hossztarto, injektiv
W(Oah_l) U W(07h'+1) (17h) (_Lh) 5 5 y A 5
. & =W, T UW,L leképezés. Vagyis tetszdleges | € N esetén

(W,§°=h—1> m( n \w,gow m( < (w,gl”” m\ n )w,i‘Lh) [z]] . (3.13)

Bizonyitas. Megadunk egy alkalmas ¢ leképezést. Tekintsiink egy tetszGleges W
sétat a W,go’h_l) U W,goﬁﬂ) halmazbol. Legyen P az els6 olyan racspont, ahol
W ralép a (h,0), (h,2h), (—h,2h) és (—h,0) csucsok altal meghatarozott négyzet
valamelyik oldalara vagy atlojara. (Ilyen P pont nyilvan létezik.) Ez a P pont két
részre osztja a W sétat; jelolje W_ a kezdSponttol a P pontig (pontosabban annak
els6 meglatogatasaig) tarto szakaszt, és jelolje W, a séta hatralévs részét.

Ha W € W,go’h_l), akkor P az egyik atlo pontja, mert a (0,h), (—h,0) és
(h,0) csicsok altal meghatarozott ,alsé” haromszoget metszi elészor a (0,h — 1)
belsé pontbol indulo, x-tengelyen végzdds W séta, és ez a metszéspont nem lehet
az x-tengelyen a k > h — 1 feltétel miatt. Ebben az esetben ¢(W) legyen az a séta,
amelyet tgy kapunk W-bél, hogy W_-t tiikrézziik arra a négyzetatlora, amelyik
tartalmazza P-t, és W, -t valtozatlanul hagyjuk, lasd 3.4. abra. (Ha P = (0, h),
akkor valasszuk a pozitiv meredekségii atlot a tiikkrozéshez.) Vilagos, hogy ekkor
d(W) kezddpontja (—1, h) vagy (1, h) lesz, és mivel W_ a négyzeten beliil haladva
jutott el a P pontig, ezért ¢(W)-nek a W_-bol tiikrozéssel nyert szakasza is igy fog
eljutni oda; onnantol pedig ¢(W) egybeesik W-vel. Tehat ¢(W) is pozitiv séta lesz,
vagyis ebben az esetben ¢(W) € W,gl’h) U ng_l’h) teljestil.

-h h

3.4. dbra: A kodolas menete, ha P valamelyik négyzetatlon helyezkedik el
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3. Diszkrét véletlen sétak egy konvexitasi tulajdonsaga

Ha W € W akkor a séta a (0,h), (h,2h) és (—h,2h) csticsok altal
meghatarozott ,felsd” haromszoget metszi el6szér. Amennyiben P valamelyik atlon
helyezkedik el, ugyantgy jarunk el, mint az el6bb, és hasonléan kapjuk, hogy ez jo
definicio, azaz ily modon W-hez W,gl’h) U W,gfl’h)—beli sétat rendeliink. Amennyi-
ben P a négyzet felsé oldalan helyezkedik el, tehat ha P = (m,2h), ahol m €
{=(h—2),...,h — 2}, akkor a soron kovetkezs 3.5. Lemmaéra tamaszkodunk, mely
szerint létezik hossztarto 1,,: W,gm’%) — W,gh’thm) U Wéfh’hfm) injekcio. (A to-
vabbiakban ezt az injekciot roviden i-vel jeloljik.) A W, € W,gm’%) séta (W)
képének kezdépontja, (h, h+m) vagy (—h,h —m), megkaphato P valamelyik négy-
zetatlora valo tiikrozésével. (A 3.5. abran P’-vel, illetve P"-vel jeloltiik a két szo-
ban forg6 pontot.) Tehat ¢(W)-t definidlhatjuk a W_ és (W) sétak konkate-

—~

naciojaként, ahol W_ a W_ séta alkalmas négyzetatlora valo tiikkorképe. (Azt a
tiikrozést valasztjuk, mely P-t, a W_ séta végpontjat, (W) kezd6pontjaba viszi,
lasd 3.5. abra.) Mivel W_ egy x-tengely felett (a négyzetben) halado, (—1,h) vagy
(1,h) kezdSpontu séta, és (W) egy (k,0) pontban végzddd pozitiv séta, ezért
o(W) € WM WM smet fennall.

P
W_
P i
Pl
w_ | W
Wi
-h ) h

3.5. abra: A koédolas menete, ha P a négyzet felsd oldalan helyezkedik el

Leképezésiink hossztartdsa nyilvanvald, mér csak az injektivitdas meggondo-
lasa maradt hatra. Mindegyik alesetben tgy definialtuk W képét, hogy egy-egy
atalakitast hajtottunk végre a W_ és W részsétakon (W_-t tiikroztiik, W -ot pe-
dig valtozatlanul hagytuk, vagy (W, )-ra cseréltiik). Az atalakitasok utan kapott
részsétékat rendre TW_-szal és W+-szal jelolve, konstrukcionkbol adodoan a ¢(W)
képbdl kiolvashato, hogy ¢(WW)-ben meddig tart a W_ szakasz: Addig a Py
pontig, ahol ¢(W) el6szor 1ép az eddig is tekintett négyzet valamelyik atlojara
vagy oldalara. Kénnyen ellenérizhets, hogy tetszéleges V' és W sétakra V_ #£ W_
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3. Diszkrét véletlen sétak egy konvexitasi tulajdonsaga

esetén V_ # /V[7,, illetve V. # W, esetén XA/JF # /W+ all fenn (a tiikkrozések és
a ¥, leképezések injektivitasa miatt). Ezekbdl kovetkezik, hogy egy tetszdleges
W' e W,gl’h) U W,gfl’h) sétanak legfeljebb egy 6se lehet: A W' sétahoz tartozo Py
pont kijeloli a keresett W &s(6k)hoz tartozo W_ és W+ szakaszokat W’-ben, ami-
bél az iménti ,injektivitasi tulajdonsag” alapjan kapjuk, hogy legfeljebb egy W_ és
W, azaz legfeljebb egy W s 1étezhet. Ezzel ¢ injektivitasat igazoltuk. U

Most ratériink a bizonyitasban megigért lemmaéra, amelynek specialis esete a
(0,1) pontbdl inditott véletlen sétédkra vonatkozo f6lemma, a 3.2. Lemma (amely
a h =1, m = 0 esetnek felel meg). Nem egyszertien csak altalanositjuk korabbi
lemmank &llitasat, a bizonyitéds alapgondolatat is atiiltetjiik az altaldnosabb kor-
nyezetbe, ezért ezt a bizonyitast kevésbé részletesen targyaljuk.

3.5. Lemma. Tetszdleges olyan h, k, m egészekre, melyekre h > 1 és —h < m < h,
létezik hossztarto W]gm’%) — Wlih’thm) U W,g_h’h_m) injekcio.

Bizonyitas. Megadunk egy ilyen v leképezést. Legyen W € W,gm’%) tetszsleges.
Hasznaljuk a 3.2. Lemma bizonyitasaban bevezetett jeloléseket: W<, jeloli a W els6
t lépése altal alkotott sétat, és rendre T4, |; és —; jeloli a felfelé, lefelé és jobbra
lépések szamat W<;-ben. Legyen ¢, legkisebb olyan t természetes szam (,id6pont”),
amelyre a kovetkezk valamelyike teljesiil:

—¢ :Tt +h—m, (316)

Mivel h —m > 0 és h +m > 0, kezdetben (¢ = 0 esetén) mindkét feltételben a bal
oldal szigortian kisebb, mint a jobb oldal. A feltételekben a két oldal kiilénbsége
legfeljebb 1-gyel valtozhat t értékének 1-gyel valé novelésével, ezért a két egyen-
16ségjel helyett irhatnank > jeleket is a feltételekben, azzal ugyanazt a ty értéket
definialnank. A ¢t = |W| — 1 id6pontban —; > 1 +h —m vagy |+ > =+ h+m
teljestil, ellenkez6 esetben arra jutnénk, hogy

<—=i+h+m—-1<(Pt+h—-—m-1)4+h+m—1=14+2h—2,

ami azonban lehetetlen, ugyanis ebben az idépontban a W séta a (k,1) pontban
tartozkodik (kozvetlentil az z-tengelyre 1épés el6tt), azaz a kiindulé 2h magassagnal
(2h — 1)-gyel alacsonyabban, mas szoval |, = T4 + 2h — 1. Kaptuk tehat, hogy ¢y
létezik (és to < |W|—1).

Ha tp a (3.16) feltételt elégiti ki (1. eset), akkor ¢(W) legyen az a (h, h 4+ m)
pontbol indulé séta, amelyet gy kapunk W-bdl, hogy W els6 ¢ 1épése kozott meg-
cseréljiik a jobbra és felfelé lépéseket. Ha to a (3.17) feltételt elégiti ki (2. eset),
akkor (W) legyen az a (—h, h —m) pontbdl indul6 séta, amelyet ugy kapunk W-
bél, hogy W els6 to 1épése kozott megeseréljiik a lefelé és jobbra lépéseket. (A két
feltétel koziil csak az egyiket elégiti ki to.) Egyszertien ellendrizhets, hogy (W)
mindkeét esetben egybeesik W-vel a tg-adik lépés utan. A (W), —szakasz pedig
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3. Diszkrét véletlen sétak egy konvexitasi tulajdonsaga

végig az x-tengely folott halad, mert ty definicidja miatt a t < ty értékekre az
1. esetben |; < —; + h+m adodik, és igy a — /1 1épéscserék miatt a bizonyitando
if < T;ﬁ +h+m; a 2. esetben pedig —¢ < Ty +h—m és a |/— lépéscserék figyelem-
bevételével kapjuk a bizonyitando Lff) < ﬁp + h —m egyenlGtlenséget. Ezek alapjan
Y(W) € W,ih’h+m) U W,g_h’h_m), tehat 1) joldefinialt. Az injektivitas a 3.2. Lemma
bizonyitasaban latottakhoz hasonléan kénnyen meggondolhato, a hossztartas pedig
nyilvanvalo. U

Most a 3.3. Tétel lehetséges élesitéseit vizsgaljuk meg. Egy (0, k) pontbdl in-
duld Z x Z-beli véletlen sétara tekinthetiink agy is, mint egy (0, 1) pontbdl induld
véletlen sétara a h™'Z x h™'7Z négyzetracson (h~! aranyt skalazas utén). Ismert,
hogy a sik egy rogzitett pontjabol induld h=17Z x h~1Z-beli véletlen sétak a négyzet-
racs finomitasaval (vagyis h=! — 0 esetén) a 2-dimenziés Brown-mozgashoz tarta-
nak; ennek szabatos targyalasa megtalalhato [14] 3. fejezetében. Az a véletlen pont
(abszcissza), ahol a (0, 1) pontbdl indulé 2-dimenziés Brown-mozgéas elészor metszi
az x-tengelyt, standard Cauchy-eloszlast kovet [15; 2.37. tétel], melynek strtiség-
fliggvénye m A (0, h) pontbol induld Z2-beli véletlen sétara h—1 aranyt ska-
lazas, majd ,yvisszaskaldzas” utéan tekintve, az eddigiek alapjan azt kapjuk, hogy
tetsz6leges rogzitett x-re

Lha]

hlgfiozp’f / 1+t2 dt.

Ennek preciz bizonyitasa megtalalhato a [27] monografia 3. fejezetében (a 15. al-

fejezetben). Mivel az stirtiségfiiggvény a (0, \/Lg) intervallumon konkév, az

)
( NG ) intervallumon konvex, a hatéreloszlas ismeretében azt sejthetjiik, hogy
nagy h értékekre a (pk) o sorozat konkav, a (p’kf)ioz 5 sorozat konvex valamely
K ~ 7§ kiiszobértékre.

A 3.3. Tétel utan a kézenfekvs kovetkezs 1épés az lehetne, hogy bizonyitjuk
a konkavitast a k < ah intervallumon, valamely a > 0 konstansra, ezzel igazolva,
hogy tételiink konstans szorzé erejéig éles. Ugy gondoljuk, hogy a bizonyitott konve-
xitasi intervallum als6 hatara, h — 2 is javithatoé Sh-ra, 1-nél kisebb [ konstanssal.
Az alabbi tételbdl kovetkezik, hogy eddigi modszeriinkkel nem ériink célt. (Erre
még visszatériink a tételt kévetSen.)

3.6. Tétel. Legyen h > 2 és k rogzitett, valamint jeldlje rendre Vi, illetve F; azon
[ hosszii, Wk ) beli sétdk szamdat, amelyek kezdd lépése vizszintes (balra vagy jobbra
lépés), illetve fiiggdleges (felfelé vagy lefelé lépés). Ekkor

o l=h?—k? esetén V; = Fy;

o I > h%—k? esetén V; > Fy;

o Il < h?—k? esetén V; < F}.
Tovdbbd, ha | # h? — k2, akkor Vi = Fy csak V; = F; = 0 esetén fordulhat eld, azaz
csak akkor, ha | olyan, hogy W,go’h) 1] = 0.
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Bizonyitasunk a kévetkezd lemman alapul, melynek segitségével V; és F; expli-
cit modon felirhat6 zart alakban. Ez az elemi lemma nem meglepé moédon korabban
is ismert volt (1d. példaul a [4] és [10] cikkeket), mégis vazoljuk a bizonyitasat a
gondolatmenet elegancidja miatt.

3.7. Lemma. Legyen b,d > 0, és jelilje W(( ))[ | azn hosszi (a,b) ~ (c,d) pozitiv
sétdk szamdt Z*-n. Ekkor

W ] — (Z) (Z) - (T | b> (S " b>7 (3.18)

ahol €ltink azr = 3(n—a—b+c+d) éss=3(n—a+b+c—d) jelolésekkel. (Az

() binomidlis egyiitthatot természetesen 0-nak definidljuk, ha t ¢ {0,...,n}.)

Bizonyitas. Az elso tag, (7) (%), az 6sszes (a,b) ~ (c,d) sétak szdma Z?-n. Ennek
belatasahoz a standard koordinatarendszer helyett 45°-kal elforgatott koordinata-
rendszerben dolgozunk. A Z2-beli sétak 4 megengedett lépése egyértelmiien felirhato
v(1/2,1/2)+6(1/2,—1/2) alakban, ahol v, € {—1,1}. Egy n hosszt (a, b) ~ (¢, d)
séta lépéssorozataban ezek a ~; és §; egylitthatok tetszélegesen megvalaszthatok
+1-nek (i =1,...,n), csak annak kell teljesiilnie, hogy az (a,b) kezdépont és (c, d)
végpont kozottl (c — a,d — b) 6sszelmozdulas-vektort adja ki a lépések Osszege.
Konnyen ellenérizhets, hogy ez két feltételhez vezet: Ahhoz, hogy a v; egytlitthatok
kozott pontosan r darab 1-es, a §; egylitthatok kozott pedig pontosan s darab 1-es
legyen. Tehat az egyiitthatosorozat megvalasztasara (Z) (Z) lehetdség van, ahogy al-
litottuk. (Még nem hasznaltuk b és d pozitivitasat, ez a zart alak barmely a, b, ¢, d
egészekre érvényes.) A jrossz” sétékat szamolja meg (3.18) masodik tagja: Azon
(a,b) ~ (¢, d) sétak szama, amelyek ralépnek az x-tengelyre, megegyezik az Gsszes
(a,—b) ~ (c,d) sétak szaméaval. (Bijekciot kapunk a két halmaz kozott, ha a rossz
sétak elsd z-tengelymetszetig tartd szakaszat tiikrozziik az x-tengelyre.) Az Gsszes
(a, —b) ~ (¢, d) sétak szdma az el6zGek alapjan ("!,)(,",), ezzel a (3.18) zart alak

helyességét igazoltuk. e U
A 3.6. Tétel bizonyitasa. (Vazlat.) Az els6 és utolso lépések elhagyisa mutatja,
hogy
Vi= Wi -2+ wihi -2,
v= Wity Vl= 2+ Wl - 2),

a 3.7. Lemma jeloléseit hasznalva. Ebbdl (3.18) szerint V; és Fj kifejezhets binomi-
alis egyiitthatokkal. Ezutan a tételben szerepls allitasok mindegyike ellendrizheté
faraszto, de elemi szamolassal. A szamolés részleteit mell6zziik. U

Megjegyzés. Meglepdnek taldljuk, hogy a 3.6. Tételben szerepls kritikus hosszra
szép, egész érték adodott, h? — k2. Ennek nem latjuk szemléletes kombinatorikus
okét.

A tétel utolso allitasahoz kiegészitésként megjegyezziik, hogy W,E,O’h) [l] ponto-
san akkor nem iires, ha [ ugyanolyan paritasa, mint h + k, tovabba [ > h + |k|. O
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Figyelembe véve, hogy ‘W,gfl’h)[l]‘ = W((:zl ’1h)) [l —1], a 3.7. Lemma megadja az

alfejezetben tekintett VW halmazok szamossagat:

3.8. Kovetkezmény. A W,g’;l’h) [1]-beli sétdk szima, k = ko — k1 jeldléssel élve,

<(l +lk:_—1h)/2> ((l +k l+_h1— 2)/2) a <(l +k l—_hl— 2)/2) ((l +lk_+1h)/2)'

A kovetkezmény felhasznélasaval eddigi tételeinkre ,szamolos” bizonyitasok is
adhatok, igy példaul a 3.2. Lemmara, és a belSle kévetkezg 3.1. Tételre is.

Ahogy elérevetitettiik, a 3.6. Tétel valoban azt mutatja, hogy a (p’,;‘) >0 Sorozat
konvexitasaval kapcsolatos tovabbi eredményekhez 1Gj megkozelitésre van sziikség.
Vilagos, hogy a tételben szerepls szamossagok valojaban az alfejezet f6lemmajaban,

a 3.4. Lemmaban szerepld szamossagok (tekintsiink el a sétak elsg lépésétdl):

F = ’w,go’h‘”[z - 1]( + ‘W,Eo’h“)[l - 1]’ ,

Vi= = )]+ - 1)

(Tehat a tételbdl azonnal kovetkezik a 3.4. Lemma, ugyanis k > h — 1 esetén
h? — k* < k + h, tehat F; < V; 4ll fenn minden [ hosszra, mert (k + h)-nal kisebb
l-ekre nyilvan F; = V; = 0, ha pedig | > k + h, akkor egyben [ > h? — k2 is, és igy
hivatkozhatunk a tételre.) Azonban 0 < k < h — 1 esetén h? — k? > h + k, ezért
ekkor az [ hossz valtoztatasaval V; > F; és V; < Fj is el6fordulhat. Ugyanis a 3.6.
Tétel szerint V; > F; mindig teljesiil, ha [ elég nagy, és megfelels paritasa (azaz ha l
a kritikus hossznal nagyobb, és olyan, hogy W,io’h) [1] # 0); tovabba V; < F; teljesiil
példaul az [ = h + k hosszra (I ekkor révidebb, mint a h? — k? kritikus hossz, és
W,go’h) [1] # 0, mert példaul tartalmazza a k jobbra lépésbdl, majd I lefelé 1épésbol
allo sétat). Ez azt jelenti, hogy 0 < k < h — 1 esetén sem a 3.4. Lemmé&ban szerepld
(3.13) egyenl6Stlenség, sem annak az egyenl6tlenségjel megforditasaval nyert valto-
zata nem igaz minden [ hosszra. Tehat a pz < % (102_1 + pZ +1) konvexitasi egyen-
16tlenség (3.12) ekvivalens alakjat nem tudjuk becsiilni a 3.4. Lemmaéval, ahogy
eddig (azaz a benne szerepld valosziniiségeket (3.6) szerint végtelen sorként felirva,
majd tagonként igazolva az egyenlStlenséget). A konkéavitasnak megfelel forditott
irany egyenlStlenségre ugyanez az érvelés mutatja modszeriink korlatait. Nem elég
tehat a p'];‘ valoszintiségekhez hozzajaruld sétdkat az els6 x-tengelymetszetig tartod
szakaszuk hossza szerint osztalyozni, a [0, h — 2] intervallumon kifinomultabb meg-
kozelités kell a (pZ) L>o Sorozat konvexitasvizsgalatahoz. Megjegyezziik, hogy a 3.8.
Kévetkezményben meghataroztuk a ’W,ifl’h) [1]| szamossagot, ezzel a (3.6) végtelen
sort explicit médon is definialtuk.

Zarasként egy, az el6z6 tételhez hasonlo, szintén meglepd lemmat kozliink, mely
a 3.7. Lemma felhasznalaséval szamolassal igazolhato. (Szemléletesebb kombinato-
rikus bizonyitast nem ismeriink.)
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3.9. Lemma. Legyen h > 2 és k rogzitett, valamint jelolje J; (illetve L;) azon 1
hosszi, W,go’h)-beli sétdk szamdt, amelyek kezdd lépése jobbra lépés (illetve lefelé
lépés). Ekkor

ol=(h—k)(2h—1) esetén J; = Ly;

ol>(h—k)(2h—1) esetén J, > Ly;

ol < (h—Fk)(2h—1) esetén J; < L.
Tovibbd, ha l # (h — k)(2h — 1), akkor J, = L; csak J; = L; = 0 esetén fordulhat
eld.

Megjegyzés. A lemma k < 0 esetén is igaz, igy fiiggsleges tengelyre vonatkozd
szimmetria alapjan a balra, illetve lefelé lépésekkel kezd§dé W,go’h)—beli sétak szama
is Osszehasonlithato a lemma segitségével, ebben az esetben a (h+ k)(2h — 1) kriti-
kus hossz adodik. Az analog balra/fel (és jobbra/fel) kezd§ iranyok 6sszehasonlitasa

nyilvanvaloan visszavezethets a W,i_l’hﬂ)—beli sétakra vonatkozo jobbra/le (és a

W,il’hﬂ)-beli sétékra vonatkozo balra/le) 6sszehasonlitasra, amelyet mar megoldot-
tunk, csak mas koordinatazasban. A balra/jobbra, illetve fel/le 6sszehasonlitasok
nem vezetnek érdekes problémékhoz; az els6 egyszert, a méasodik esetben pedig
szamitogépes vizsgalatok szerint jellemz&en nincs olyan hossz, amelyre a két fajta
sétak szama megegyezik. O

3.4. Analég eredmények magasabb dimenziékban

Ebben az alfejezetben eddigi eredményeinket kiterjesztjiik magasabb dimenzi-
okra is. A Z%beli véletlen sétakra megvizsgaljuk az x1,...,xq_1 koordinatatenge-
lyek altal kifeszitett hipersikkal vett elsé metszéspont eloszlasanak szubharmoni-
kussagat. Az alapesetet — a 3.10. Tételt — Totik Vilmos oldotta meg, melyet k6zos
[18] cikkiinkben publikaltunk; az altalanos esetre vonatkozo részeredmény — a 3.11.
Tétel — teljesen hasonloan igazolhato, ezt Szalai Attilaval kdzosen végeztiik el [17].
Mindkét esetben sikbeli eredményeinkre vezetjiik vissza a problémaét.

El6szor a sziikséges fogalmakat és jeloléseket targyaljuk. Az n-dimenziés tér
standard béazisvektorait ey, ..., e, jeloli a tovibbiakban, ahol az e; vektor i-edik
koordinataja 1, a tobbi 0. Egy k € Z" pontnak 2n szomszédja van Z™-ben, az
N(k):={k+te;:i=1,...,n} halmaz pontjai. A sorozatok konvexitasanak alabbi
altalanositasaval fogunk dolgozni:

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f:Z" — R diszkrét fiiggvény (lokalisan) szub-
harmonikus a k € Z™ pontban, ha

2i %: (3.19)

Rogzitsiink egy tetszéleges d > 2 dimenziét. A Z%beli sétakat a 2-dimenzios
eset mintajara definidljuk; egy pontbdl mindig valamelyik szomszédos pontra lép-
hetiink, tehat egy 1épés a +e; vektorok valamelyike lehet. A Z9-beli véletlen sétak
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lépései most is uniform modon, egymastol fiiggetleniil keriilnek ki a 2d lehetséges
lépés koziil. Adott h € N és k = (k1,...,kq—1) € Z9! esetén legyen pf annak
az eseménynek a valoszintisége, hogy Z%-ben a (0,...,0,h) pontbdl induld véletlen
séta a (ki,...,kq—1,0) pontban 1ép elészor az x4 = 0 hipersikra; V) pedig legyen
azon Z%beli (0,...,0,h) ~ (k1,...,kq_1,0) véges sétdk halmaza, melyek a vég-
pontjukkal 1épnek el6szor az x4 = 0 hipersikra (tehat a végpontot leszamitva a séta
minden pontja az x4 = 0 hipersik ,felett” marad). Annak a valosziniisége, hogy
az A € Z% pontbol induld véletlen séta a B € Z4~! x {0} pontban 1ép elészor az
xq = 0 hipersikra, szimmetriai okokbol nyilvanval6an megegyezik annak a valoszi-
ntiségével, hogy az A + v pontbdl inditott véletlen séta a B + v pontban 1ép elGszor
az z-tengelyre, ahol v € Z4~1 x {0} egy tetszéleges, az x4 = 0 hipersikkal parhuza-
mos eltolasvektor. Igy az egyszertbb jelélésrendszer kedvéért most csak (0, .. ., 0, h)
alakt pontokbol induld véletlen sétakkal foglalkozunk; a mas kezd6pontbol inditott
véletlen séték xy; = 0 hipersikra vonatkozo ,taldlati eloszlasanak” vizsgalatakor
automatikusan eltoljuk a ,probléméat” (atkoordinatazunk) a fenti értelemben ugy,
hogy a kezd&pont az x4-tengelyre keriiljon.
A kovetkezs eredmény a 3.1. Tételt altaldnositja:

3.10. Tétel. A Z3~! 5 ks pi. fiigguény szubharmonikus minden k # 0 pontban.

Bizonyitas. Ugyanazt az utat kdvetjiik, mint a 3.1. Tétel bizonyitasaban. Els6 1épé-

stik szerint osztalyozva a (0,...,0,1) pontbol indul6 véletlen sétakat, vilagos, hogy
k # 0 esetén
1
1 _ 1, .2
pk_%< Z Pj +pk>- (3.20)
JEN(k)

A bizonyitando

1
1o 4 1
P > 2(d—1) Z Dj
JEN(k)

egyenl6tlenség (3.20) behelyettesitése és rendezés utan a

(d—Dpp < > pj (3.21)

alakot 6lti (ha k # 0). Azt mutatjuk meg, hogy i = 1,...,d — 1 esetén

P < Phe, + Phte, (3.22)

teljesiil (minden k-ra); és igy a d — 1 egyenlGtlenség Osszegzésével adodik (3.21).

Figyelembe véve, hogy
- 1\ VI
P = Z ﬁ ’
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elegendd egy hossztarto Vi — Vi_e, U Vi te, injektiv leképezést megadnunk (3.22)
bizonyitasaként.

Legyen k = (k1,...,kq—1). A V-beli sétakat a kovetkezoképpen jellemezhet-
jik. Ahhoz, hogy a (0,...,0,h) pontbdl inditott séta végpontja (ki,...,k4s—1,0)
legyen, a +e; 1épések Gsszege nyilvan k;e; kell legyen minden 1 < ¢ < d—1 irdnyra,
és —heg kell legyen az i = d ,fliggbleges” iranyra; ezekbdl a +e; és —e; 1épések
szamanak kiilonbségére vonatkozo feltételeket kapunk minden i-re. Ezen til csak a
fliggsleges lépések sorrendjére van megkotés: Egy V,Z—beli séta utolso 1épése mindig
—eq lefelé” lépés, illetve a tegq 1épések sorozata olyan 1-dimenzids sétat hatéaroz
meg, mely a h ,magassagrol” oly moédon jut el a 0 magassagra, hogy a végpont eltt
mindig pozitiv magassagon tartozkodik. (Itt jegyezziik meg, hogy jeldlésiink kissé
pontatlan. Mig példaul a (3.22) formulaban e; formalisan egy (d — 1)-dimenzios
vektor, az imént d-dimenziés vektort értettiink alatta. Ezért Z9 '-re altalaban
791 x {0}-ként tekintiink, Z%-be agyazva.)

Megadunk egy alkalmas ¢: Vi — V,i_ei UV 1e, injekciot, ahol 1 < i <d—1
rogzitett. Legyen V € V,% tetszdleges. A d-dimenzids egq, —eq, —e; és e; lépésekre
rendre 2-dimenzios felfelé, lefelé, balra és jobbra lépésként tekintve, V' ezen lépé-
sei egy 2-dimenzi6s W,gQ’Q)—beli V* sétat alkotnak. A 3.2. Lemma szerint létezik

hossztarto ¢:W,$’2) — W,go_li U W,ioji injekcio (a képként kapott sétakat az y-
tengelyrdl inditva). Ennek felhasznaldsaval V' képe legyen az a Z%-beli ¢(V) séta,
amelyet agy kapunk, hogy V-ben V* lépéseit lecseréljiik )(V*) lépéseire (pontosab-
ban a 2-dimenzios lépéseknek megfeleltetett d-dimenzios lépésekre), természetesen
a 1 (V*)-beli sorrend megdrzésével, V t6bbi 1épését valtozatlanul hagyva. Ez értel-
mes definicié ¢ hossztartdsa miatt, és nyilvan |¢p(V)| = |V|. A V-beli sétak fenti
jellemzése alapjan azonnal adodik, hogy ¢(V) € V,i_ei UVite,- Mivel ¢ injekti-
vitasa 1 injektivitasabol nyilvanvalo, az imént definialt ¢ leképezés rendelkezik a
kivant tulajdonsagokkal. U

c s

3.11. Tetel. Tetszdleges rigzitett h > 2 esetén a Z3~1 > k — p} fiigguény szubhar-
monikus a [h — 1,00)%"1 N Z4~1 halmaz pontjaiban.

Bizonyitas. (Vazlat.) Tekintsiink egy tetszéleges rogzitett k = (k1,...,kq_1) € Z4
pontot, melynek koordinataira k; > h — 1 teljesiil. Az el6z6 tétel gondolatmenetét
megismételve (pl -et mindig p? -re, illetve p2 -et mindig a pf- ! +pl+! 5sszegre cse-
rélve) arra jutunk, hogy elegendd azt igazolni, hogy minden 1 < i < d — 1 iranyra
létezik hossztartd ¢;: V,Z_l U V,Z“ — Vﬁfei U V',;L te, injekcio. Adott i-re az el6z6-
ekhez hasonléan konstrualhatunk alkalmas ¢;-t: Egy V' € V,’; “lu V£+1 séta képe
legyen az a séta, amelyet V-bél kapunk oly modon, hogy a +e; és £eq 1épései altal
(0,h—1) (0,h41) 1 1e ar e = " (0,h) [CRE

alkotott W, UW,, -beli sétat atalakitjuk W, 7 UW, 7/ -beli sétava a 3.4.
Lemma szerint létez6 hossztarto, injektiv leképezéssel. (A lemmat alkalmazhatjuk,
mert k; > h —1.) Konnyen ellenérizhetd, hogy a kapott ¢; leképezés megfelels lesz.

O
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A dolgozat két f6 részbsl all. A 2. fejezetben Shapiro paros indexti Catalan-
szamokra vonatkozo konvolucios formulajaval foglalkozunk [13; 123. o.], mely sze-
rint

Z CokCon—or, = 4"Cy,

k=0

ahol (), az n-edik Catalan-szamot jeloli, vagyis C,, = %H (2:) Ez az elegéns azo-

nossag Stanley Bijective Proof Problems gytijteményében megoldatlanként szerepel
[29; 194. problémal. Bar a generatorfiiggvény-modszer egy kézenfekvd bizonyitast
szolgéaltat, meglehetGsen nehéz feladat kombinatorikus érveléssel igazolni a formu-
lat. (Megjegyezziik, hogy Andrews [1] megfogalmazta az azonossag egy g-analog
valtozatat, melyre kombinatorikus bizonyitast is adott.)

A 2.2. alfejezetben ismertetiink egy egyszerti kombinatorikus bizonyitast, mely
specialis utak Osszeszamlalasdn alapul. A kombinatorikus interpretacié kulcsa egy
régi Monthly-problémaként kitizott észrevétel [25, 3, 19], mely szerint Co,, az ori-
gobdl a (4n,0) pontba mend paros-metsz6 utakat szamolja meg. (A paros-metszd
utak olyan (1,1) és (1,—1) lépésekbsl allo utak Z2-n, amelyek soha nem met-
szik az x-tengelyt (4k + 2,0) alaka pontban, ahol k € Z.) Ez a tény bizonyithato
bijekci6 megadasaval a szoban forgd utak halmaza és a 4n hosszti Dyck-utak hal-
magza kozott, lasd 2.4. Lemma. Ebbdl kozvetlen kévetkezményként adodik, hogy a
Shapiro-azonossag bal oldala, a Y, _, CarCap_2) Osszeg, az origobol a (4n + 1,1)
pontba mend paros-metszd utakat szamolja meg (2.5. Kovetkezmény). Kombina-
torikus bizonyitasunk befejezd 1épéseként megmutatjuk a 2.7. Lemmaban, hogy az
origdbol a (4n+1,1) pontba mend paros-metsz6 utak szama egyben a jobb oldal is,
4™(C',. Ezen a ponton indukcioval érveliink, és felhasznaljuk, hogy a Shapiro-formula
mindkét oldalat (n + 1)-gyel szorozva, és a B, = (2:) jeloléssel élve a

> CorBan—orx =4"B,,
k=0

ekvivalens alakot kapjuk, amely értelmezhets egy eddigiekhez hasonlé utleszamla-
lasi probléméara adott valaszként is.

A 2.3. alfejezetben az utolsé 1épés induktiv érvelését is bijektivvé tessziik, és
igy egy teljes egészében bijektiv bizonyitdshoz jutunk, mellyel megoldjuk Stan-
ley feladatat. Ez a 2. fejezet {6 eredménye, mely Hajnal Péterrel kézos munka
gylimolese. Ebben az alfejezetben tehat egy Osszetett bijekcidt konstrualunk a
(0,0) ~ (4n+1,1) paros-metszd utak halmaza és egy alkalmas 4™ C), elemd halmaz
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kozott. (Ez utobbi halmaznak a 2n hosszt 4-cimkézett Dyck-utak halmazat va-
lasztjuk, amely formalis megfogalmazasban nem maés, mint a 2n hosszt Dyck-utak
halmazanak és az {1, 2, 3,4}™ halmaznak a direkt szorzata.) Az alfejezetet konstruk-
cionk néhany kévetkezményével zarjuk (2.11. és 2.12. Kovetkezmény). Ezek egyike
a Catalan-szamok egy 1j interpretéacidja, mely szerint n > 1 esetén C,, megszamolja
azon (1,=£1) és (1,+£2) lépésekbsl allo (0,0) ~» (n, 1) utakat, amelyek a kezdSpont
utan soha nem lépnek az z-tengelyre.

A 2.4. alfejezetben mddszeriink néhany alkalmazasat mutatjuk be. A legfonto-
sabb ezek koziil a k6zéps6 binomialis egyiitthatok alternélé konvolicios formuléja-
nak 0j elemi bizonyitéasa, a 2.16. Tétel. (A formulat Spivey [28] bizonyitotta elGszor
kombinatorikusan a kézelmultban, mas eszkozokkel, véletlen szinezett permutéaciok
segitésével.) Végiil a fejezet zarasaként két sejtést fogalmazunk meg szamitogépes
vizsgalatok alapjan a 2.5. alfejezetben.

A 3. fejezetben szimmetrikus véletlen sétak egy konvexitési tulajdonségéaval
foglalkozunk. A fejezet Totik Vilmossal és Szalai Attilaval kézos munkakon ala-
pul. Az alapprobléma egy harmonikus mértékekkel kapcsolatos friss eredmény [2]
j bizonyitasanak f6lemmaéaja [18]: Ha py jeloli annak a valoszintiségét, hogy a (0, 1)
pontbol indulé Z2-beli (szimmetrikus) véletlen séta a (k,0) pontban 1ép eldszor az
z-tengelyre (k € Z), akkor a (pi)4., sorozat konvex, vagyis pr < 3(Pk—1 + Prt1)
teljesiil £ > 1 esetén. A p; valodszintiséghez hozzajaruld sétakat az elsé lépésiik,
illetve az els6 z-tengelymetszetig tart6 szakaszuk szerint osztalyozva, nem nehéz
latni, hogy az allitas igazolasahoz elegend6 megadni egy hossztarté injektiv leké-
pezést a Wi?) halmazbol a Wi UW, ™Y halmazba, ahol W™ ") azon Z2-beli
véges (k1,h) ~ (k2,0) sétak halmazat jeloli, melyek a végpontot leszamitva soha
nem lépnek az z-tengelyre.

A 3.2. alfejezetben ismertetiink egy alkalmas injekciot, és ezzel egy szamolas-
mentes elemi bizonyitast adunk az allitasra. (A 3.1. és 3.3. alfejezetekben vazolunk
méas megkozelitéseket is.)

A 3.3. alfejezetben mas kezdGpontu véletlen sétéakat is megvizsgalunk. Az eddi-
giek altalanositasaként megmutatjuk, hogy ha p',j jeloli annak a valoszintiségét, hogy
a (0, h) pontbol induld véletlen séta a (k,0) pontban lép el6szor az x-tengelyre, ak-
kor a (pZ);o:h_Q sorozat konvex (rogzitett h > 2 esetén). Bizonyitasunkban a h = 1
esethez hasonléan jarunk el, azonban tovabbi oOtletekre is sziikség van. Ezutan a
folytonos eset alapjan célként fogalmazzuk meg eredményilink lehetséges élesitési
iranyait, majd targyaljunk elemi modszeriink korlatait is. Ekdzben a bijektiv kom-
binatorika szemsz6gébdl érdekes megoldatlan Gsszefliggéseket talalunk (3.6. Tétel
és 3.9. Lemma).

Végezetiil a 3.4. alfejezetben a probléma magasabb dimenziés megfelelGjét te-
kintjiik. A d-dimenziés diszkrét véletlen séta x4, = 0 hipersikkal vett els6 met-
széspontjanak eloszlasat (diszkrét) szubharmonikussag szempontjabol vizsgalva a
sikbeli esethez hasonlé eredményekhez jutunk tetszéleges d > 2 dimenzidra (1d.
3.10. és 3.11. Tétel). Ezeket a tételeket a d = 2 alapesetre torténd visszavezetéssel
igazoljuk.
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This thesis consists of two main parts. In Chapter 2, we deal with Shapiro’s
convolution formula involving Catalan numbers of even index [13; p. 123], that is,

n

Z CokCon—or = 4"Cy,

k=0
where ), denotes the nth Catalan number, i.e. C), = n+r1 (277) This elegant identity
is listed in Stanley’s Bijective Proof Problems as unsolved [29; Problem 194]. It is
straightforward to prove it using generating functions, but it is quite difficult to
find a combinatorial proof. (We note that Andrews [1] formulated a g-analog of
Shapiro’s identity, and he managed to prove it combinatorially.)

A simple combinatorial proof is presented in Section 2.2, based on a path-
counting argument. The following observation, that has been posed as a Monthly
problem [25,3,19], is the key to the combinatorial interpretation of the formula:
Cy,, counts the number of even-zeroed paths from the origin to the point (4n,0),
where an even-zeroed path is defined as a path on Z? with steps (1,1) and (1, —1)
such that it never hits the z-axis at a point of the form (4k + 2,0) for k € Z. This
can be proved by giving a bijection between the set of these paths and the set of
Dyck paths of length 4n, see Lemma 2.4. As a direct corollary, we obtain that the
left-hand side of Shapiro’s identity, the sum ZZ:O C51C5, ok, counts the number
of even-zeroed paths from the origin to (4n + 1,1), see Corollary 2.5. As the final
step of the combinatorial proof, we show in Lemma 2.7 that 4™C,,, the right-hand
side, also counts the number of even-zeroed paths from the origin to (4n + 1,1).
This is done by an inductive argument based on the fact that, after multiplying
both sides by (n + 1), Shapiro’s formula can be written in the form

> CorBan_or = 4"By,
k=0

which can be interpreted as an answer to a path-counting problem analogous to
the above. (Here we used the notation B,, = (2:))

In Section 2.3, we replace the inductive argument in the final step with a
bijective one, thus we obtain an entirely bijective proof, a solution to Stanley’s
problem. This is the main result of Chapter 2, which is joint work with Péter
Hajnal. So in this section we construct a sophisticated bijection between the set of
(0,0) ~ (4n + 1,1) even-zeroed paths and an appropriate set with 4"C,, elements.

(The latter set is chosen to be the set of 4-labeled Dyck paths of length 2n, i.e. the
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Cartesian product of the set of Dyck paths of length 2n and the set {1,2,3,4}".)
We end the section with some corollaries of our construction, see Corollaries 2.11
and 2.12. One of them is a new interpretation of Catalan numbers: We obtained
that, for n > 1, C,, counts the number of such (0,0) ~» (n, 1) paths in which every
step is either (1,+1) or (1,£2) and that never hit the z-axis after the starting
point.

We present some applications of the main lemma in Section 2.4. The most
important of these is Theorem 2.16, a simple direct combinatorial proof of the
alternating convolution formula of central binomial coefficients. (We note that this
formula has been first proved combinatorially by Spivey recently. He uses a different
approach, his proof is based on random colored permutations.) Finally, we end the
chapter by posing two conjectures, based on computational experience, in Section
2.5.

In Chapter 3, we deal with a convexity property of symmetric random walks.
The chapter is based on joint works with Vilmos Totik and Attila Szalai. The
basic result here is the main lemma of a new proof [18] of a recent result [2] about
harmonic measures: If pj denotes the probability that a (symmetric) random walk
on the integer lattice Z? starting from the point (0, 1) first hits the z-axis at (k,0),
then the sequence (pi)., is convex, that is, py < %(pk_l + pr+1) holds for all
k > 1. By grouping the walks corresponding to px by their first step and by their
initial part until the first intersection with the x-axis, it is not hard to see that in
order to prove the statement, it is enough to give a length-preserving injection from
the set ngo,z) into the set ngl’l) U W]g_l’l), where ngfl’h) denotes the set of such
finite (k1,h) ~ (k2,0) walks on Z? that never hit the z-axis before their last step.

We present a suitable injection in Section 3.2, thus giving elementary proof
of the statement, without involving any calculations. (We also sketch some other
approaches in Sections 3.1 and 3.3.)

In Section 3.3, we consider random walks with arbitrary starting point. As
a generalization of the above, we show that if pz denotes the probability that a
random walk starting from the point (0, h) first hits the z-axis at (k,0), then the
sequence (pZ)zo:hig is convex (for a fixed h > 2). The proof is analogous to the
case h = 1, but additional ideas are involved as well. Next, we discuss some
possible directions of future improvement, suggested by the continuous case, then
we examine the limit of our elementary method. As a corollary, we obtain two
interesting facts (Theorem 3.6 and Lemma 3.9) for which we do not know any

combinatorial proof.

Finally, we consider the higher dimensional analogue of the problem in Sec-
tion 3.4. We investigate the (discrete) subharmonicity of the hitting distribution
of the x4 = 0 hyperplane for discrete d-dimensional random walks (d > 2). The
presented results, Theorems 3.10 and 3.11, are analogous to the 2-dimensional ones,
moreover, they can be deduced from the base case d = 2.

The dissertation is based on the following four papers of the author:
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G. V. NAGY: A combinatorial proof of Shapiro’s Catalan convolution, Adv. in
Appl. Math. 49 (2012), 391-396.

P. HaiNAL & G. V. NAGY: A bijective proof of Shapiro’s Catalan convolution,
FElectron. J. Combin. 21 (2014), Issue 2, Paper #P2.42, 1-10.

G. V. Nacy & V. ToTIK: A convexity property of discrete random walks,
submitted (2014).

G. V. NAacy & A. SzALAIL: On the convexity of a hitting distribution for
discrete random walks, Acta Sci. Math. (Szeged), accepted (2014).
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Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Hajnal Péter-
nek, kinek szakmai segitségére és tamogatasara hallgaté korom o6ta szamithatok.
Eszrevételeire, problémafelvetéseire és javaslataira e disszertacié megirasa soran is
tamaszkodhattam. Az & élvezetes egyetemi elGadasai és szeminariumai ismertették
meg velem a kombinatorika szépségét; el6adasmodjaval és személyiségével nemcsak
matematikai gondolkodasomat formalta.

Koszonettel tartozom tovabbi tarsszerzéimnek is. Nagymértékben hozzajarult
a dolgozat megsziiletéséhez, hogy Totik Vilmos professzor bevont a 3. fejezetben
ismertetett probléma megoldasaba, illetve hogy kozos cikkiink elkészitésekor a hoz-
zém tartozod részek gondos atolvasasa utan hasznos tanédcsokkal latott el. Szalai
Attilaval pedig j6 hangulati k6z6s munka keretében sikeriilt tovabbi eredményeket
elérni a témakorben.

Szeretném megkoszonni a Bolyai Intézetnek, hogy biztositotta a disszertacio
elkészitéséhez sziikséges koriilményeket — nemcsak az intézményi feltételeket, hanem
a magas szakmai szinvonalat és kellemes munkahelyi légkort is ideértve. Tovabba
koszonom a Jedlik Anyos Doktorjelolti Osztondij anyagi tamogatasat.

Ko6szonet illeti édesapamat, egyben altalanos iskolai matematika tanaromat,
valamint kozépiskolai tanaraimat, Biczoné Lengyel Beatat és Terlaky Editet, akiktdl
a matematika alapjait tanultam.

Végiil, de nem utolsésorban, halas vagyok csaladomnak és barataimnak a sok
tamogatasért, valamint a nehezebb iddszakokban nytujtott biztatasért.
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Jelolések, fogalmak

B, az n-edik kozépss binomialis egyiitthato, azaz (277)

Ch: az n-edik Catalan-szam, azaz n+r1 (27,7)

£: a 0 hosszu ut (1d. 7. oldal)

N: a természetes szamok halmaza, azaz {1,2,3,...}

No: a nemnegativ egészek halmaza, azaz {0,1,2,...}

|W|: a W ut vagy séta hossza (1épéseinek szama), illetve a W halmaz elem-

szama

WM. a Z2-beli pozitty (ki, h) ~ (ka,0) sétak halmaza (1d. 43. oldal)
WM a Z2-beli poritiv, | hosszi (ky, h) ~ (ks,0) sétak halmaza (1d. 43. oldal)

~ az ,A pontbol B pontba mend ut” (vagy séta) roviditett irasmodja
A~ B
Az alabbi definiciokban az utakat az origobdl inditjuk. (A pozitiv sétdkat nem.)

4-cimkézett Dyck-ut: Olyan Dyck-ut, amelynek minden parosadik 1épése meg
van cimkézve a {0,1,2,3} halmazbol, a paratlanadik lépések pedig cimkézetlenek
(18. oldal).

Dyck-1t: Olyan at, amely az z-tengelyen végzédik, de soha nem megy az z-tengely
ala (8. oldal).

jelolt Dyck-at: Olyan Dyck-ut, amelyben minden parosadik 1épés vagy jelolt vagy
jeloletlen, a paratlanadik lépések pedig jeloletlenek (19. oldal).

kiegyensiulyozott ut: Olyan ut, amely az xz-tengelyen végzddik, azaz ugyanannyi
felfelé 1épést tartalmaz, mint lefelé lépést (8. oldal).

nemnegativ ut: Olyan tt, amely soha nem megy az x-tengely ala (8. oldal).

paros-metszd ut: Olyan at, amely az a-tengelyt csak 4-gyel oszthaté (absz-
cisszaju) pontokban metszi (9. oldal).

pozitiv séta: Olyan Z2-beli séta, amely az utolsé 1épését megel6zen mindig szi-
gorian az z-tengely folott tartozkodik; a végpont lehet az x-tengelyen (43. oldal).

seholsem-zérd t: Olyan ut, amely soha sem lép az z-tengelyre, a kezdGpontot
leszamitva (8. oldal).

tomoritett at: Olyan altalanositott at, amelyben minden parosadik lépés vagy
hosszt 1épés, vagy 3-cimkézett rovid 1épés, és minden paratlanadik 1épés cimkézetlen
rovid lépés (17. oldal).
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