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1. Bevezetés

Az sltaldnos relativitdselmélet szerint az energia-impulzus gorbiti a téridét és a fény péalydja
ennek megfelelden elhajlik. Ezt veszi figyelembe a gravitdcids lencsézés, mely a gravitaciés mezo
tulajdonsdgainak vizsgdlatdban hasznos eszkoznek bizonyult. Kezdetben a megfigyeléseket az
elmélet joslatainak igazoldsdara hasznaltdk. Az utébbi években a vildgegyetem nagy léptékii

szerkezetének tanulmanyozdsidra alkalmazzak, feltérképezve a sotét anyag eloszldsat.

A fény terjedése a gorbiilt tériddben megfigyelhetd jelenségeket okoz. Ezek mérhetdk a
jelenlegi tavesovekkel. A legfontosabb a tobbszoros képek keletkezése és azok szogtavolsdgai.
A lencsézés a képek fényességeiben viltozast okoz. Ha a forrds vagy a lencse idofiiggd, akkor a
fényjelek érkezési idejében torténé véltozasok mérhetok. A kiterjedt forrdsok képének alakja és

orientédcidja eltér a forrasétol.

Ha a forrdsbdl kiindulé fénysugarak koziil egy vagy tobb eléri a megfigyel6t, akkor ezt a
tényt valamilyen lencseegyenlet fejezi ki. Az &ltaldnos relativitdselmélet szerint a fény null
geodetikusokon terjed. Gyenge tér kozelitésben a geodetikusok nulladrendben egyenesek, ezért
haszndlunk egyeneseket a fénypdlydk lefrdsdra. FEz a kozelitd lefrds szakaszok és euklideszi
trigonometria alkalmazdsabdl dll. A lencse kornyezetében meggorbiilt fénysugarat két sza-
kasszal helyettesitjiik, amelyek a lencse kozelében kapcsolédnak ossze. A fény irdnyvaltdsat a
fényelhajlasi szog jellemzi, amely a lencse tomegeloszldsatol és a fény iitkozési paraméterétol
fiigg.

A gyenge lencsézés sordn a kis szog kozelités teljesiil a forrds és a képek helyzetére, tovibba
az elhajldsi szogre. Az erds lencsézés sordan az elhajldsi szog kozel van 7w egész szdmi tobb-
szoroséhez. Ez éltaldban pdros tobbszoros, ekkor relativisztikus lencsézésrol beszéliink. A

keletkezo képeket relativisztikus vagy magasabbrendii képeknek nevezziik.

Ha a lencse pontszerii, akkor a lencsézés geometridja tengelyszimmetrikussa vélik [9]. Erre az
esetre tobbféle lencseegyenlet vezettek le [10]. Kiilondsen gyakori az irodalomban a Virbhadra-

Ellis egyenletet [11] alkalmazdsa.



Ha a lencse egy Schwarzschild fekete lyuk, akkor két kép keletkezik (ill. egy Einstein gyfirti,
ha a forrds, a lencse és a megfigyelé kollinedris). Az értekezésben fontos szerepet jatszik a
kovetkez6, klasszikus eredmény: a Schwarzschild téridében, ha a képek tdvolsdga meghaladja

az Einstein szog kb. 2.5-szorosét, akkor a fluxusok ardnya hatvinytorvénynek engedelmeskedik
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A kitevd értéke rgo, = 6.22 + 0.15. Altaldban a lencsét nem latjuk, igy a létszé szogek nem
mérhetok kiilon-kiilon. A forrds fényességét sem ismerjiik, igy a nagyitdsok sem mérhetok
kiilon-kiilon. A képek szogtavolsdgat azonban mérni tudjuk, ezért a nagyitdsok ardnya és a
képek szogtavolsaga fiiggvényszerii kapcsolatba hozhaté, amit az (1.1) torvénnyel dssze tudunk

vetni. Ez lehetové teszi, hogy megallapitsuk, hogy a lencse Schwarzschild fekete lyuk-e.

Az értekezésben gravitdcios lencsézést vizsgdlok hdrom kivdlasztott alternativ gravité-
ciéelméletben. A gravitdcis lencsézés alkalmazhaté annak meghatdrozdsara, hogy a kiilon-
boz6d gravitdcidelméletek koziil melyik a helyes. A megfigyelésekben ugyanis nem csak is-
meretlen anyagfajtdk gravitdciés hatdsa tiikrozodik, hanem megjelenik benniik a gravitdcids
dinamika eltérése is az dltaldnos relativitdselmélettél. A megfigyelések magyardzatdhoz az
Einstein egyenlet moédositandé. Ez vagy nem-sztenderd anyagnak az energia-impulzus ten-
zorhoz addsat vagy a gravitaciés dinamika lecserélését jelenti. Mindhdarom vizsgdlt elméletben
vezettek le ds? = gy (r) dt* + g, (r)dr? + r? (d©? + sin® ©dy?) alaki gombszimmetrikus fekete

lyuk megoldasokat.



A bran vildg elméletekben a standard modellbdl ismert anyag egy 3+1 dimenziés hiper-
feliiletre (bran) korlatozodik, és a gravitdcié egy nagyobb dimenziés téridében hat [12]. A
branon az Einstein egyenlet helyett az tn. effektiv Einstein egyenlet [13] érvényes, melynek
vannak fekete lyuk megolddsai is. Az drapalytoltésii fekete lyuk sztatikus, gombszimmetrikus,
vakuum megold4s [14]:

1 2m  q

PRI (1.2)

gu(r) = —

Két paraméter jellemzi, az m tomeg és a ¢ drapalytoltés. Az drapalytoltés annak az 5 dimenzids
téridonek a Weyl gorbiiletébdl szarmazik, amelybe a bran be van dgyazva. Bar az drapalytoltés
hasonl6 szerepet jatszik mint az &dltaldnos relativitdselméletben a Reissner-Nordstrom fekete

lyuk elektromos toltésének négyzete, a negativ drapalytoltésnek nincs klasszikus megfeleldje.

A Hotava-Lifshitz elmélet olyan térelméletek csalddja, amelyekben a téridén egy kitiintetett
folidzést valasztunk, ezzel sértve a Lorentz invarianciét [15]. Az Einstein—Hilbert hatést felbon-
tjuk a 7 = KYK;; — (£ — 1) K? kinetikus tag és egy potencidlis tag tsszegére, majd ezekhez az
osszetevokhoz kiilon-kiilon hozzdadunk extra tagokat [16]. Olyan térelméletet kapunk, ami grav-
itdciéelméletként értelmezhetd. A & — 1 hatdresetben az altalanos relativitdselmélet addodik.
A hatdsbdl levezethetd egy 0 spin{i mez6 megjelenése a dinamikdban, amelyet skaldris graviton

modusnak neveznek.

Az alkalmazdsok kozé tartozik a kozmoldgia, a sotét anyag, a sotét energia és a gomb-
szimmetrikus téridék tanulményozdsa. Az elméletnek sok viltozata van. A jelenlegi megfi-
gyelési adatokkal az infravoros-moédositott Hofava-Lifshitz elmélet konzisztens [17]. Az alabbi

sztatikus, gombszimmetrikus, vdkuum téridét vezették le a [18] cikkben:

gu(r) = — Lo w? [1 — <1 + 4—m>1/2] : (1.3)

Grr(T)

w a Hotava-Lifshitz paraméter és m a fekete lyuk tomege. Az w — oo hatdreset a Schwarzschild

metrika, a w — 0 hatdreset pedig a sik térido.



Az f(R) gravitaciéelméletekben az Einstein egyenlet geometriai oldaldt médositjak ahe-
lyett, hogy egzotikus energia-impulzus tenzorokkal dolgoznénak [19]-[20]. (Ahhoz, hogy a
megfigyeléseket az dltaldnos relativitdselmélet keretein beliil értelmezzék, bevezették a sotét
anyagot és a sotét energiat.) Az Einstein-Hilbert hatédst kicseréljiik a Ricci skaldr valamilyen

fiiggvényére. A hatdsbdl szarmazoé téregyenleteket az aldbbi alakba lehet atirni:

B = 0 = iy 30 L0 = RECR] 4 V.0, () = g T 5uf (B) | + T
[ 2 1 f/(R) 2 12 vVu o c f’(R)
(1.4)

Az (1.4) egyenlet els6 tagja egy geometriai eredetii effektiv energia-impulzusként értelmezhetd.
Ha f(R) o< R™ alaku, akkor az igy adédé specidlis elméletet R™ elméletnek nevezziik. Ebben

az elméletben a téregyenletek sztatikus, gombszimmetrikus, vdkuum megoldédsa [21]

gu(r) = _gqn%(r) - 11— 2CI;§T) ’
e - )]

®(r) a gravitdcidés potencidl az m tomegii ponttdl r tévolsdgban. o a gravitacié erdsségét
jellemz6 paraméter és r. egy karakterisztikus sugdr. A pontszerii témeg potencidljanak maédo-
suldsa megjelenik a galaktikus dinamikdban. Az effektiv energia-impulzus tenzor egy anizotrép

gorbiileti folyadékot ir le, amely sérti a szokdsos energiafeltételeket.



2. Uj tudomanyos eredmények

1. Trigonometriai megfontoldsokkal levezettem egy 1j lencseegyenletet [1], amely pontszerti ill.
gombszimmetrikus lencsékre érvényes. Az egyenlet levezetése sordn a szogfiiggvényeket nem
fejtettem sorba, ebben az értelemben ez egy egzakt lencseegyenlet. Az egyenlet pontosabb a
Virbhadra-Ellis egyenletnél. Ugyanakkor megfelelé hatdresetben a Virbhadra-Ellis egyenletre
egyszeriisodik. A megolddsokat illetéen jelentos eltérés akkor varhatd, ha a forrds és a megfigyeld

aszimmetrikusan helyezkedik el a lencséhez képest.

Az 1j lencseegyenletbdl kiindulva a tomeggel és az arapalytoltéssel ardnyos kis paraméterek-
ben, majd a forrds és a képek helyzetét jellemzo kis szogekben sorfejtéseket végeztem. Ezdltal
algebrai lencseegyenleteket kaptam [1]. A cikkben térgyalt esetek koziil az drapalytoltés dom-
indlt lencsézés esetében az 1j és a Virbhadra-Ellis lencseegyenlet joslatai kiillonboznek. Ennek
oka, hogy a magasabb rendii tagok koziil néhanyat nem ad, vagy mds egyiitthatéval ad a

Virbhadra-Ellis egyenlet.

Elemeztem, hogy hogyan mdédosul a képek tavolsdga és a fluxusok ardnya a Schwarzschild
lencsézéshez képest, azoknak a perturbdcidknak a hatdsédra, amelyek a fényelhajldsi sz6g méso-
drendii tomeg- és els6 rendii drapdlytoltés jarulékabol szarmaznak. A legfeltiinébb mdédosulds
a fluxusok ardnydban jelenik meg, ezt a [1] cikk 3. dbrdja mutatja be. A ¢ — 5m? mennyiség

elojelétol fiiggden a fluxusok ardnya nagyobb vagy kisebb, mint a Schwarzschild esetben.

A tomeg domindlt gyenge lencsézés esetében a képek helyzete hasonlé [1], mint a Reissner-
Nordstrom fekete lyuk lencsézésekor [22]. Az arapélytoltés domindlt lencsézés esetében a pozitiv
arapalytoltésii lencse hatdsa a negativ tomegii Schwarzschild lencse lencsézési tulajdonsdgaira
[23] hasonlit [1]. A negativ drapdlytoltés domindlt esetben, a pozitiv tomegii Schwarzschild
lencse esetéhez hasonléan, egy pozitiv és egy negativ kép keletkezik. A képek helyzete azonban

eltérd, ezt az [1] cikk 4. dbrdja mutatja be.



2. Kimutattam, hogy a képek szogtdvolsdga és a nagyitdsok ardnya az (1.1) hatvanytorvénynek
engedelmeskedik, amikor a képek tavolsdga meghaladja az Einstein szog kb. 2.5-szorosét. A
[1] cikk 6. &brdja a nagyitdsok ardnyanak logaritmusét dbrazolja az Einstein szoggel nor-
malt kép tavolsag logaritmusédnak fiiggvényében. Az dbrédn szerepld karakterisztika alapjdn az
(1.2) tériddben a kitevd x, = 2.85 £ 0.25. Mivel ez kiilonbozik a Schwarzschild értéktol, a
képek fényességeinek és szogtavolsdgainak mérése lehetévé teszi, hogy kiilonbséget tegyiink a

Schwarzschild téridé és az (1.2) térid6 kozott.

3. Képletet vezettem le az elso relativisztikus Einstein gytir(i sugardra az drapélytoltést fekete
lyuk téridében [2]. Az Einstein szog a lencse tomeg, az drapalytoltés és az iitkozési paraméter
fiiggvénye. Az drapélytoltés a fekete lyuk lencsézési tulajdonsagait nem csak a gyenge lencsézés
sordn modositja a Schwarzschild lencséhez képest, hanem az eros lencsézés soran is. Még akkor
is, ha az er6s lencsézéssel kapcsolatos mérések a Schwarzschild lencse modellt tamogatjdk, a
mérdmiiszer (a tervezett GRAVITY interferométer [24]) hibdja megengedi, hogy a lencsének
arapdlytoltése legyen. Az els6 relativisztikus Einstein gyfiri sugardnak vizsgalatdval a Galaxis
magjdban taldlhat6 szupermassziv fekete lyuk drapalytoltésére a ¢ € [—1.815, 0.524] x 10%° m?

kényszert hatdroztam meg [2].

4a. Kimutattam, hogy a Hotava-Lifshitz paraméter minden értékéhez létezik egy maximalis
Omax €lhajldsi szog, amely egy megfeleld r..;; megkozelitési tdvolsdghoz tartozik. Minden sugar,
amely r.;-nél kozelebb vagy tdvolabb kozeliti meg a lencsét, kevésbé tériil el, mint az re.

tavolsagban megtord sugdr. Ezt az effektust a [3] cikk 4. és 6. dbrdi magyardzzak meg.

A maximalis d,,,, elhajlasi szog létezésének kovetkezménye, hogy minden tomeg és lencsézési
geometria esetén valamilyen w-ra csak a pozitiv kép jon létre. Ugyanis a negativ képeket 1étre-
hoz6 sugarakra az elhajlasi szog nagyobb, mint a pozitiv képekért felelés sugarakra. Minden
tomeg és lencsézési geometria esetén valamilyen w-ra még a hozzd tartozd d,,., sem elegendden
nagy, hogy az optikai tengely alatt r..;; tdvolsdgban elhaladé fénysugér eljusson a megfigyel6hoz.
Ezért negativ kép nem jon létre. Ennek a jelenségnek nincs megfeleldje a Schwarzschild lenc-

sézésben.



4b. Meghatdroztam a Horava-Lifshitz paraméternek a megfigyelésekkel kompatibilis nagysé-
grendjét gyenge lencsézésbdl. A tomeg négyzetével normadlt dimenziétlan Hotava-Lifshitz
paraméter a 1076 nagysdgrendbe esik. Az eredményeket a [3] cikk I. és II. tébldzatai tar-

talmazzak.

A Hotava-Lifshitz elméletben az els6 és a masodik relativisztikus Einstein gyfiriit is vizsgdl-
tam, amelyek erds lencsézés sordn keletkeznek. Az irodalombdl ismert kényszerekkel [25] valo
osszehasonlitds alapjén a [3] cikk III. tdblazatdban a Horava-Lifshitz paraméterre megadott,

er0s lencsézésbol szarmazoé kényszer a legerdsebb jelenleg.

5. Megallapitottam, hogy az (1.5) metrikdji kompakt objektumot jellemzé r. karakterisztikus
sugdr a téridot két tartomdnyra osztja a gravitdciés potencidl nagysdga szerint [4]. Az r < r,.
tartomanyban a gravitdcié gyengébb, az r. < r tartoményban erdsebb, mint ami a newtoni

potencidlbdél kovetkezik.

A képek helyzetét a 0 = 0.25 és 0 = 0.75 értékhez szdmoltam ki [4]. A nagyobbik o-ra a
képek tavolsdga gyorsabban no a tomeg novelésével, és lassabban nod, ahogy a forrdst tavolitjuk
az optikai tengelytdl. Rogzitett S-ra o novekedésével a pozitiv kép fényessége jelentésen novek-

szik, a negativ képé kevésbé. A novekedés a legszembet{inébb a p; /1, fluxusok ardanydban.

6. Kimutattam, hogy a képek szogtdvolsdga és a nagyitasok ardnya az (1.1) hatvdnytorvénynek
engedelmeskedik, amikor a képek tavolsdga meghaladja az Einstein szog kb. 2.5-szorosét. A [4]
cikk 8. abrdjénak bal panelje a nagyitdsok ardnyanak logaritmusat dbrazolja az Einstein szoggel
normalt kép tavolsdg logaritmusénak fiiggvényében. Az dbrén szereplé gorbék alapjén az (1.5)
téridében a r kitevt fiiggését o-t6l a [4] cikk 1. tabldzata mutatja be. A k(o) fiiggvénynek
kettos degeneracidja van, kivéve a o = 0 altaldnos relativitdselmélet hatareset kis kornyezetét.
Kovetkezésképpen a nagyitdsok ardnydt jellemz6 gorbék x meredekségének mérésével a jovobeli

megfigyelések kényszereket adnak a o paraméterre, megerdsitve vagy céfolva az R™ elméletet.



Kozos jellegzetessége az drapdlytoltésii fekete lyuknak és az R™ elmélet lencséjének, hogy
a képek fényességének ardnya a képek szogtavolsaganak fiiggvényében olyan hatvinytorvény,
amely eltér a Schwarzschild fekete lyuk hatvanytorvényétol. Az drapélytoltésti fekete lyuk
esetében a k kitevd kisebb, mint Schwarzschild lencsére. Az R™ elmélet lencséje esetében pedig

x nagyobb (minden nemnulla o-ra), mint Schwarzschild esetben.
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A képek nagyitdsainak ardnya a normélt kép tdvolsdg fiiggvényében, log—log skilén. Az
drapdlytoltés domindlt lencsét a bal dbra alsé gorbéje jellemzi. A jobb dbran az R™ fekete lyuk

esete lathatd, o értékek egy sorozatdra. Mindkét dbrdn a felsé gorbe tartozik a Schwarzschild

lencsézéshez.
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