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1. fejezet

Bevezetés

Az altalanos relativitaselmélet (ARE) értelmében az daeirgpulzus gorbiti a térigt és a fény
palydja ennek megfel@én elhajlik. Ezt veszi figyelembe a gravitacios lencséaésy a gra-
vitacids med tulajdonsagainak vizsgalataban hasznos eszkdznekyhiltodezdetben a meg-
figyeléseket az elmélet jéslatainak igazolasara hasxnalta utdbbi években a vilagegyetem
nagy léptékl szerkezetének tanulmanyozasara alkalkdeti&rképezve a sétét anyag elosz-
laséat. A galaktikus forgasgorbék és a galaxishalmazok dsatpk tanulmanyozasa alapjan az
ARE csak akkor egyeztettietssze a megfigyelésekkel, ha a vilagegyetemet egy nenitgilag
anyag tolti ki.

Az értekezésben gravitacios lencsézést vizsgalunk hanaitakztott alternativ gravitacio-
elméletben.

A fény terjedése a gorbilt tédtben megfigyelhét jelenségeket okoz. Ezek mérbleta
jelenlegi tavcsovekkel. A legfontosabb a tébbsz6ros kdgeddtkezése és azok szdgtavolsagai.
A lencsézés a képek fényességeiben valtozast okoz. Haéa fagy a lencse @diiggést mutat,

a fényjelek érkezési idejében tortemaltozasok mérhék. A kiterjedt forrdsok képének alakja
és orientacioja eltér a forrasétol.

A 2. fejezetben éattekintjik a gravitacios lencsézés atapfa2.1 alfejezetben tet§iteges
tdbmegeloszlasu vékony lencsék fényelhajlitd hatasayafjiuk. A pontszerl lencsére érvé-
nyes fényelhajlasi sz6g szolgal kiindulopontként. A 2f2jaketben a lencsézés geometrigja
alapjan levezetjik a legegyszeriibb, kisszdgi lenceadegtet. Definialjuk a Fermat potenci-
alt, amellyel a lencseegyenlet differencialegyenlet ladekirhat6. Az egyenlet a lencsézésre
vonatkozé Fermat elvet fejezi ki. Ha a lencse pontszerkpiak lencsézés geometridja tengely-
szimmetrikussa valik. A pontszeri lencsére érvényesskrgyenletek két csaladba tartoznak.
Ezek abban kulénbdznek, hogy a fény béjds kimed szakasza kdzott milyen kapcsolat all
fenn. A 2.3 alfejezet a képek keletkezését targyalja, eréil b tdbbszords képek 1étrejottének
feltételeit. Bevezetjik a képek osztalyozasat a Fermaiwidl derivalttenzora segitségével. A
2.4 alfejezetben értelmezzik a képek nagyitasat ill. férsigsét. Ehhez kapcsolodik a ké-
pek paritas szerinti osztalyozasa. A negativ paritasukképealakvaltozas mellett tikrozve is
vannak. Ha a lencse egy forras tobb képét hozza létre, akiaddlzan a fény utazasi ideje a
kUlonb6d fényutak mentén kilénbdz A 2.5 alfejezetben az @késés mértékét szamoljuk ki,
hullamoptika alkalmazasaval. A képek alakvaltozaséat aRdjezetben elemezzik. Adott fé-
nyesség eloszlasu kiterjedt forras latszolagos alak@satiadott fényesséeg értékekhez tartozé
izofota gorbék alakvaltozasaival értelmezzik. Mivel sagadok izofétai nem pontosan ellip-
tikusak, ezért alakjuk jellemzésére integralkdzép jéllegennyiségeket vezetink be. A képek
alakja harom hatas eredménye, melyek a Fermat potencigalitanzoratol figgnek. Ezek a
nyulas (ill. zsugorodas), a nyiras és az elfordulas. A gatdoképének alakja a sajat ellipticitas
és a nyiras kdzremikodésével jon létre. A 2.7 alfejezetbmertetjik a legegyszerlibb len-

sy

cse modelleket. Ezek sirlisége tengelyszimmetrikus étaaigok modellezésére alkalmasak.
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A szimmetria kovetkeztében a lencseegyenlet egydimes&ivélik. A tengelyszimmetrikus
lencsék hataresete a pontszeri lencse.

A gravitacios lencsézés alkalmazhat6 annak meghatamazésdyy a kilonbd&z gravitacio-
elméletek kozul melyik a helyes. A megfigyelésekben ugyaeis csak ismeretlen anyagfajtak
gravitaciés hatasa tukrédik, hanem megjelenik benniik a gravitaciés dinamika &giis az
ARE-t6|.

A 3. fejezetben azt a harom alternativ gravitacioelméleiatiatjuk be, amelyben a lencsé-
zést vizsgaljuk. Az egyes elméleteket bemutaté alfejébete ismertetjliik azokat a kompakt
objektumokat is, amelyeket gravitaciés lencseként alkabmk. A 3.1 alfejezetben a bran vi-
lag elméletekkel kapcsolatos alapismereteket targyalfulstandard modeli@d ismert anyag
egy 3+1 dimenzios hiperfellletre (bran) korlatozédik, @égavitacio egy nagyobb dimenzids
tériddben hat. A branon az Einstein egyenlet helyett az an. é¥f@ihstein egyenlet érvényes,
melynek vannak fekete lyuk megoldasai is. Az arapalytéltekete lyuk sztatikus, gomb-
szimmetrikus, vakuum megoldas. Két paraméter jellemzidraey és az arapalytoltés. Az
arapalytdltés annak az 5 dimenziés téridk a Weyl gorbuletél szarmazik, amelybe a bran
be van 4gyazva. Annak ellenére, hogy az arapalytoltés asperepet jatszik mint az ARE-
ben a Reissner-Nordstréom fekete lyuk elektromos toltdsaagyzete, a negativ arapalytoltés-
nek nincs megfeldje az ARE-ben. A 3.2 alfejezet a Fava-Lifshitz elméletet mutatja be. A
Hofava-Lifshitz elmélet olyan térelméletek csaladja, arakben a téridn egy kitlintetett foli-
azast valasztunk, ezzel sértve a Lorentz invarianciatk Bzeslméletek gravitaciéelméletként
értelmezhdik. Kehagias és Sfetsos fekete lyuk megoldasa aszimpsatikaik, gdmbszim-
metrikus, sztatikus. A metrika a toméges az un. Hiava-Lifshitz paramétedt fiigg. A
3.3 alfejezet azf(R) elméletekbe ad bevezetést, azon belll a hatvanyfliggvéky &" el-
méletbe. Ezekben az Einstein egyenlet geometriai oldadéiositjak ahelyett, hogy egzotikus
energia-impulzus tenzorokkal dolgoznanak. Az Einsteilivétit hatast kicseréljik a Ricci ska-
lar valamilyen figgvényére. Az egyenletek gdmbszimmasijlsztatikus, vakuum megoldasa
egy kompakt égitestre vezet. Ennek a levezetéseét is istjidrte

A 4.-6. fejezetek és a 3.3 alfejezet U] eredményeket tadahak, az [1]-[4] publikacidim
alapjan. Az [1] cikkembBl szarmazik tovdbba a 2.2 abra.

A 4. fejezetben képek keletkezését, helyzetiiket és fédgékst targyaljuk arapalytoltési
fekete lyuk jelenlétében. Kulonb6zontossagu lencseegyenletek kdzott allapitunk meg kap-
csolatokat. Az 5. fejezetben a Kehagias-Sfetsos feketedital keltett képeket tanulmanyoz-
zuk, és kényszereket hatarozunk meg aada-Lifshitz paraméterre. A relativisztikus lencsézés
15 nagysagrenddel élesebb kényszert ad, mint a gyenge efe@etben gyenge lencsézést vizs-
galunk olyan kompakt égitest jelenlétében, amelynekktdsiddjét a 3.3.1 szakaszban vezet-
juk le. A képek fluxusainak aranya a képek szdgtavolsagamgvEnyében hatvanytérvénynek
tesz eleget.



2. fejezet

Gravitacios lencsézés

Az ARE szerint a fény null geodetikusokon terjed. Gyengektizelitésben a geodetikusok
nulladrendben egyenesek, ezért hasznalunk egyenesedey@alyakra. Ez a kozefitleiras
szakaszok és euklideszi trigonometria alkalmazasdhd\&ét leggyakrabban éforduld hat-
térgeometria az euklideszi és a Friedmann-RobertsonaNgiRW) térid. Az euklideszi tér-
ido fokeént elméleti vizsgalatokban haszndlatos, pl. kilébdémncseegyenletek (2.2 alfejezet)
dsszehasonlitasa. A FRW pedig a megfigyelések értelmeaése fordul eb. Az euklideszi
tériddben érvényes legegyszerlibb, Un. kisszdgl lencseegy@ril alfejezet) formailag helyes
marad a FRW vilagegyetemben is, amennyibéma D, s, Ds tavolsagokat a;,, z; s, zs VO-
roseltolodasokkal definialjuk [5]. Ekkor a lencse- és fersdk (2.1 abra) helyett lencse- ill.
forras szféraval dolgozunk. kis sz6g kozelitésben, akaptengely kbzelében ezek a szférak
az érinbsikjaikkal helyettesithék [5]. A kis szdg kozelitést minden 1 ivmasodpercnél nem
nagyobby szdgre alkalmazni fogjuk, azaz| ~ sin|¢| ~ tan|p|. A 2.2 alfejezetben tehat a
lencseegyenlet levezetéséhez az euklideszi hattér ratégfaz ARE és a csillagaszat masképp
értelmezi a gyenge és azerlencsézés fogalmat. Az értekezésben az ARE szohasridlat
vetjik. A gyenge lencsézés soran a kis szog kozelités tikeforras és a képek helyzetére,
tovabbé az elhajlasi szogre. ADerlencsézés soran az elhajlasi sz6g kdzelwvagész szamu
tobbszoroséhez. Ez altalaban paros tébbszoros, ekktvisttkus lencsézését beszéliink. A
keletked képeket relativisztikus vagy magasabbrend( képeknedzzéik. (A csillagaszatban
gyenge lencsézésnek azt nevezik, hogy az intergalaktiktesgea galaxisok képének enyhe el-
liptikus torzulasat okozza [5]. Bs lencsézés soran pedig egy galaxisnalokedty tébb képe
megfigyelhed. A megfigyelés alapjan a lencse galaxis vagy galaxis habdraegeloszlasa
modellezhdt [5]. Az erds lencsézéshez soroljak még az extragalaktikus ivekkezigsét és a
mikrolencsézeést is.)

2.1. Fényelhajlasi szog

A fény, ami egyM tomegl gomb alaki témeg (vagy tomegpont) mellett halad el,
GM

— 4
¢ [¢]

szoggel térul el, feltéve hogy|g| Utkbzési paraméter sokkal nagyobb, mint a megbe®sth-
warzschild sugar [5]

9] (2.1)

N
C

Az ARE el$ tesztjei koziil az egyik a Nap fényelhajlitd hatasat mégye mapfogyatkozas
soran. A gémbszimmetrikus lencsére a newtoni gravitaditszamoltak fényelhajlasi szoget.
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2.1. abra. A gravitacios lencsézés geometriaja euklidesiéren. Az S forrast tartalmazo sik
az O megfigyetdl Dg tavolsagban van, az L tomegeloszlas (lencse) kézéppbntjavolsag-
ban. Az L pontra és a megfigyek illeszke® egyenes definialja az optikai tengelyt. A forras
sik mebleges a tengelyre és tartalmazza a forrast. A tengely Nsdoféja a forras helyzetét
jellemz koordinata rendszer origbja. A lencse (vagy kép-) sikihegies a tengelyre és tartal-
mazza a lencsét. L a kép helyzetét jellénkoordinata rendszer origdja. Aghelyzetll, azaz
B valoédi szogi forrasbdl indulo fénynyalab elhajlaséat szogvektorral jellemezzik. A fény
a lencse sikot @ impakt vektorral adott pontban metszi, majd a tengellyéllatsz6 szdget
bezarva érkezik a megfigy@ioz. igy a megfigyél az | képet latja. (Pontszerii lencse esetében
ao vektor iranyat & vektorral egyiranyunak valasztjuk, I. (2.2) képlet, ez ayaimpodas tehat
eltér a sikszbgekhez tartozo vektor iranyara vonatkozkésas megallapodastol.)



Ez fele az ARE-ben kapott értéknek. Az (2.1) képlet érvésggét a Nap gravitacios terében
radio interferometriaval 0.01 relativ pontossaggal idi@kd6]. A 2.1 abran bevezetetivektori
fényelhajlasra a
§ = 492Mi2
g
képlet érvényes. A lencse sikon és a forras sikon a vektbkokaponensekre bonthatjuk, va-
lamely (tetszés szerint orientalt) derékszogl koordirgdtdszerber = (£1,&2), 1 = (m,m2)
ill. a szogeket) = (01,0-), 5 = (p1,52),d = (61, d>) alakban.
A fény pélyajat a lencse sikban felvétt, &, és az ezekre mélegesr; koordinatdkban a
(&1 (M), & (M), r3 (X)) gorbe irja le § a gorbe paramétere). Az = 0 koordinatasikot a len-
csesikra illesztjuk. Bevezetjik a geometriailag vékomgse fogalmat, ami az atomfizikabol
ismert Born kozelitésnek felel meg: a fénysugarat a lenégelkben egyenes szakasszal ko-
zelitjilk, amely mefleges a lencse sikra [5]. igy a palya a lencse kornyezetéhef, rs (1))
alaku, ahoky, & allandok. Az asztrofizikailag jeleds lencsézési konfiguraciokban teljesul a
vékony Iencse felteveés. Kivétel a galaxisok képének d}tlimttorzulését okozé intergalaktikus

,,,,

(2.2)

Ha || > Rg, akkor a feny gyenge gravitacios térben halad. Gyenge teatb&instein
egyenletek linearizalhaték. Ennek kdvetkezménye, hogyetipontokbdl allé rendszer altal
okozott fényelhajlas szdgvektora a tomegpontok (2.2)dérgjlasainak vektori 6sszege [5]. A
tomegpontok rendszerének altalanositage(/d) sirliségl tomegeloszlag (= (¢, &, r4)).
Eztdm = p(7')dV tdbmegelemekre bontjuk. A’ helyzetli tomegelem kbdzelében elhalad6
fény impakt vektorat d&; — &1, & — &, —r;)  kilonbségvektor lencse sikbabegetuletével
definialjuk [5] (a 2.1 abran &impakt vektort a lencse sikban értelmezett 2 dimenziéovké&nt
vezettik be). Az’ helyzetlidm témegelem altal okozott fényelhajlas

!
gdmi :
¢
ahol tehat & = (&1,&:) es¢’ = (&, &) a lencsesikban értelmezett sikvektorok. A kulortboz
tomegelemekil szarmazo erddfényelhajlast 6sszegzéssel ill. folytonos hatareseitttegra-
lassal kapjuk:

. &gy ,
5 (6) = 45 S —ag [ ] [ ot i pdeiasr.

(az integrélag tartdjara t('jrténik) A

Eﬁﬁi/M&%#QWé
R

fellileti tomegsirliség bevezetésével @lisges tomegeloszlas altal okozott fényelhajlas szoge
a¢ helyen "megtdéd" fénysugarra

G N
0=15 [ [ 566 i 23)

(az integréalas: tartéjara tortenik)

2.2. Lencseegyenletek

Ha a forrasbal kiindulé fénysugarak kdzil egy vagy tobbielénegfigyedt, akkor ezt a tényt
valamilyen lencseegyenlet fejezi ki. A lencsézés geodget(R.1 4bra) alapjan kulonbdpon-
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tossagu lencseegyenletek vezebhede. Mint emlitettiik, a legegyszeriibb egyenlet targyala
sahoz az euklideszi hattér megfelel. A lencse kornyezatéieggorbilt fénysugarat két sza-
kasszal helyettesitjiik, amelyek a lencse kdzelében kbjubsak 6ssze. A fény iranyvaltasat az
o fényelhajlasi szdg jellemzi. A szdg a lencs& (&) tomegeloszlasatol éscampakt vektortol
fugg (2.3) szerint. Az helyzetl forrasbol induld fény a lencse sikag @aontban metszi, és
éppen olyan mértékben téril el, hogy az O megfigyeinyaba halad tovabb. Einstein gyUri
keletkezik, amikor a forras, a lencse és a megfi@ygel optikai tengelyen van.

Ha az abran a trigonometriai fliggvényekre a kis szdg k@stlélkalmazzuk, akkor a kis-
sz0gl lencseegyenletet kapjuk:

n= g—jg —Dusd (6) . (2.9)

A fényelhajlast a 2.1 abran feltintetétt:= arctan (n/Dgs) ~ n/Dg, 0 := arctan ({/Dy) =~
¢/ Dy, szégvektorokkal is kifejezhetjuk (a2 jelentése ebben az alfejezetben: kis szdg kozeli-
tésben egyen)). 5-t valddi szognekd-t latszo(lagos) szdgnek nevezzik. Bevezetjik a normalt

elhajlasi szogvektort:
_ Dis

Dg
Az o sz6g a (2.3) képlet alapjan a kovetkentegralnak felel meg:

i

—=9.

«

5 (D0)
0 I
H< ) Ekr 7
5, . = Ds
e DLDLS

A k normalt fellleti tomegsuriiség definiciéjaban szdyep). kritikus fellileti tomegsirliség a
lencseegyenletben szerépévolsagoktodl fiigg. A kritikus jefz eredete a lencseegyenlet meg-
oldasait targyal6 2.3 alfejezdibderdl ki.

A 3, 0, a szogvektorokkal a lencseegyenlet a

0—B—al(l) =0 (2.6)

alakot dlti. A lencseegyenlet tehat 6sszekapcsolja asaa#odi és megfigyelt helyzetét.

Emlitettiik, hogy a (2.6) lencseegyenlet azt fejezi ki, hagprrasbdl indulo fénysugarak
kozul néhany eléri a megfigy@l Az egyenlet megoldhatésaga tehat azt a feltevést fagalm
meg, hogy a fizikailag realis (¢) fényelhajlasi fuggvények kdzott van olyan, amelyet allkadm
0 helyen kiértékelve fennall a (2.6) egyéség. Az (2.5) integralbdl kdvetkezik, hogy ez &)
normalt felleti strliségre tett feltevés.

Megfeleb x (0) fuggvények csaladjat szolgéltatja a kovetkeszrevétel [5]. Legyen a
 (0) normalt feluleti tomegsdiriiség folytonosan differeitwadd. A képsik végtelenjében, azaz
a|0] — w/2 limeszben csokkenjen gyorsabban, mitit* (ez asztrofizikailag redlis feltevés

[5])- A
[/ Nn|f — 6] d6 (2.7)

r(0) =508~ 28)



mezdkkel a kisszdgl lencseegyenlet differencidlegyenlet [7
V7 =0. (2.9)

A 7 flggvény az un. Fermat potencial [7]. Az elnevezés eredetelGkésést targyald 2.5
alfejezetidl derul ki. A keletked képek latszo szbgei a(fd) felllet szélértékhelyei vagy
nyeregpontjai. A: (0) flggvény aszimptotikus viselkedése kdvetkeztében, stesikon a vég-
telenhez kozelitve a (2.8) potencial masodik tagjanakabtatéke lassabban ndvekszik, mint
In|6| . Az elsb tag viszont éisebben|d|” szerint 1, igy  (§) ndvekszik, mikdzbetd| — /2.
Ezért ar figgveény a folytonossaga kovetkeztében egy vagy tielyen felveszi minimumat.
Ezek a helyek képek latsz6 szdgei, mert megoldjak a (2.@sbagyenletet.

A [8] cikkben azt az észrevételt tették, hogy a pontszemtidére levezetett, szakirodalom-
ban elterjedt lencseegyenletek alajdeat két csaladba sorolhaték. Ezek abban kilonboznek,
hogy a foton palyajanak bejé\és kimeid szakasza kozo6tt milyen kapcsolatot tételeziink fel.

Ha a lencse pontszer(, akkor a lencsézés geometriajdysngemetrikussa valik. Abban
az elfajult esetben, amika@y, L ésS kollinearis, azaz? = 0, Einstein gylri keletkezik (akkor
is a gy(ir(i elnevezés a szokasos, amikor a pontszer{sfoé@e korvonal). Altalanos helyzeti
(B # 0) pontforrds esetén a fény palydja sikgorbe. Erre a fotodbkapgmpulzusmomentuma-
nak megmaradasa a magyarazat.(NzS sik ezért kitlntetett €s a lencsézégt 4, 6 vektorok
helyett megfeldien ebjelezett szbgekkel is leirhatjuk. Ezek értelmezését édtgelkonven-
ciokat a 2.2 abra szemlélteti. (Az alfejezet kedvéeért nemetignk be Uj jeloléseket, azazsa
vektornak megfelél szdget is3-val jeloljik stb.)

N a forrassik és a®)L optikai tengely doféspontja. AX ponttal aD;s = |LN| és
Ds = |ON)| vetiletek definialhatok. A megfigy@lés a lencse tavolsaga,. Az S forras
helyzetét 83 = LOS valodi szoggel jellemezzik. A szdg ebjelére tobbféle éjel konvencio
hasznalatos. Ebben a alfejezetben a forrads helyzete \p@sziiy, azaz & vektor nagysaga.
Ezzel szemben a toébbszorés képékKeletkezését & = I0L \atsz6 szog djele fejezi ki:

a pozitiv latszé szogek az optikai tengely "feletti", a néghatsz6 szogek az optikai tengely
"alatti" képekhez tartoznak. A = SAI fényelhajlasi szogre azt a megallapodast kovetjuk,
hogyd > 0 amikor a fény az optikai tengely felé téril el, ellenkezsetbed < 0 [11]. Egy
masik ebjel konvencio szerint, ami a tengelyszimmetrikus lenceégyalasa (2.7 alfejezet)
soran hasznélatos, a negativ latszo szogl képekheztaktazmegativ elhajlasi szogek. A (2.5)
képlet figyelembevételével ez annak felel meg, hogy &) ill. § (9) figgvény paratlan:

5(—0) = =5 () . (2.10)

Az Ohanian lencseegyenlet csalad esetében azt tesszii@dgla fény palyajanak bejoés
kimend szakaszahoz tartozé impakt paramétebek (| = Dy sin|0| ~ Dy |0| az 5.1 abran)
egyenbk. A Virbhadra-Ellis csalad egyenleteit az jellemzi, hamkét szakasz csatlakozasi
pontja a lencse sikban van.

Az Ohanian csalad névado egyenlete [9], [8]

D —_ —
0 + arcsin (—L sin 6 cos SLN) —0—SLN =0. (2.11)
Drs

Ez gyakorlati célokra kevésbé alkalmas, mert nem teremtda@atot ag valodi szog és @
latsz6 sz6g kozott. A Bozza-Sereno lencseegyenlet [10yalens az (2.11) egyenlettel [8], és
tartalmazza & valddi szoget:

2
DLS

—L5 — — D2sin*fcos(6 —0) .
cos? SLN

Dgtan 8 = Dy sinfcos(d — 0) — \/
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Bozza javasolta a
Dgtan fcos(d —0) = Dy sinf — Dygsin(d — 0)

lencseegyenletet [8], mellyel elkeriilbet nem megfigyelhétS/L]\\f szOg hasznalata. Az egyen-
let csalad legpontosabb tagjat a 4.1.1 szakaszban vetefjiik-sgnb):

2D
0= D—L Ccos (g — |0|) cos |0 sing +cos (0 — |]) (sin |0] — scos|f] tan B) —sind . (2.12)
S
Az egyenletet az arapalytoltést fekete lyuk altal keképek meghatarozasara fogjuk alkal-
mazni.

A Virbhadra-Ellis csalad névadé egyenlete [11]:

tan 0| — tan (sf) — l;ls [tan 0] + tan (6 — [0])] = 0. (2.13)
A (2.12) lencseegyenlefibkdvetkezik a Virbhadra-Ellis egyenlet mint egy jol defitikozelités
[1]. A (2.13) egyenletnél pontosabb a Dabrowski-Schungleatet [12]:

sin (0 — ) = l;ls cos || cos [arcsin (gs sin (|0] — 0 + ﬁ))} [tan |6] + tan (6 — |0])] .

s ls
(2.14)
A 5 = 0 esetben a (2.13) és a (2.14) egyenletek megegyeznek. A Ralsaérint ebbe a
csaladdba tartozik a (2.6) kisszogl egyenlet egydimentiszata is:

9—5—DD—255(9)20. (2.15)

2.3. Képek keletkezése

Az elb6z6 alfejezetben kiderult, hogy alkalmas tomegeloszlasiornghkencse esetében a len-
cseegyenlet megoldhatd. A Fermat potencialra vonatkozo érvelés azonban nem érvényes
pontszer( lencsére.

Ha a lencse és a forras pontszer, akkor két kép keletkbrzsryithato.

Az egyszerliség kedvéért a lencse tdmegét pozitivnakztjlks igy a lencsézést vonzo
kolcsonhatas okozza, a 2.2 4bra a.) és c.) részeinek miégiieleTehat > 0 és a (2.1) képlet
alapjan

§oaGM G M
€] c2 Dy |0
Az a.) konfiguraciobanD,s6 ~ Dgs|0| — Dgf, ezért5 ~ |0| — Dpsé/Dg €és |0 =
02 —4GMDys/c?DsDy. A c.) esetbenD g6 ~ Dg|0| + Dsf3, ezért ~ — |0] + Dys0/Dg
ésp 0| ~ —0%> + AGMDys/c*DsDy,. Alatsz6 szogre vonatkozo@elkonvencio figyelembe-
vételével mindkét esetben a

(2.16)

G _Dps
c? DLDS
an. Schwarzschild lencseegyenlet érvényes. Az elnevemsital, hogy az\/ tomegl Sch-

warzschild fekete lyuk lencsére is érvényes, feltéve hggy>> Rs. A pontszerl lencse a
pontszer( forrasnak két ellentetdgl(i képét hozza létre:

0, — BiVﬁ;HegE, (2.18)

G, Drs
02 . =4=M . 2.19
E 2 DLDS ( )

8

0= 62— p0—4

(2.17)




2.2. abra. A tipikus lencsézési konfiguraciok abrazolaBaiAz S forras fényt bocsat ki, amit
az L lencse elhajlit, igy az O megfigpehz | képet latja. A3 ésf szbgeket a forras valodi és
latszolagos irdnyai feszitik ki a lencsét és a megfigly@sszekdi optikai tengellyel. A fény az
optikai tengely felé téril el, az (a) esetben a lencse faldit) esetben a lencse alatt elhaladva.
A (b) eset egy taszitd kdlcsdnhatasnak felel meg, mélyed < j teljesdil.



A 0 sz0g az Einstein gylrQ sugara, azaz a (2.17) egyenletldésgo a5 = 0 elfajult esetben
+0g.

Altalaban a lencsét nem latjuk, igya latsz6 szogek sem mérkgtkiilon-kilon. Azonban
a képek szogtavolsdga mérbebennyiség:

0, — 0 =/B2+462 .

A képlet szerint a szbgtavolsag a lencse tom@élgés aD;, Dy s tavolsagokrél hordoz infor-
mMaciot.

Legalabb 3 kép keletkezésének feltételét &) tomegeloszlasu lencsére a képek oszta-
lyozasa segitségével lehet megfogalmazni. Ismét legyef@ gnormalt fellleti tomegsriiség
folytonosan differencialhat6, amely a képsik végteleajegyorsabban csokken mi\m*2 A
képek a lencsézést jelledmz

A;; (0) == 0,0;7 (0) (2.20)

derivalttenzor segitségével osztalyozhatok [5]. (Felték, hogy @ képre detA (6) # 0, ekkor
a képet kbzonségesnek nevezzik.)

. tipus: 7 minimumanak felel meg, ahol dett > 0 éstrA > 0.

[I. tipus: 7 nyeregpontjanak felel meg, ahol dét< 0.

[1l. tipus: 7 maximumanak felel meg, ahol ddt> 0 éstrA < 0.

A nyom szamolasa sorardéo, In |0 — ¢'| derivaltat 274 (0, —0,)5(0,—6%) disztriblcioval
azonositjuk, igy trd = 2 — 2x adodik [13], [7]. Ezért |. tipusd; képrex (0;) < 1.

EbhOl az észrevétefil kovetkezik, hogy h& (&) = X (D.0) > X, valamelyd kép helyén,
akkor legaldbb 3 kép keletkezik. Ez a kovetlkeppen lathaté be. A+ vektormed zérus-
helyeit (szakszerlibben: szingularis pont [14]) kell nzégsolnunk a lencsesikon. Ahelyen
k(0) =X (DL0) /X > 1,tehat & kép Il. vagy lll. tipusu. Ennek a szinguléris pontnak az un.
indexe tehat sguet 0,V;7) = +1 [14]. A  sUrlség aszimptotikus viselkedésére tett feltevé-
suink miatt, mint mar emlitettik, van egy minimumhetyaak, amely egy masik, I. tipusu kép.
Harmadik kép létezése Poincaré index tételének kovetkegen@Vr vektormednek 1-gyel
tobb széléértékhelye van, mint nyeregpontja (precizebben: vektabrazingularis pontjai in-
dexeinek 0sszege a sokasag Euler karakterisztikaja, édesd siknak +1 [14]).

Tehat ha a- (D 0) > %, tulajdonsag hely nyeregpont, akkor a képek nyeregpont +
minimum + tovabbi szét&rtékhely [+ esetleg még tovabbi képek]. Haaximum, akkor a
képek maximum + minimum + nyeregpont [+ esetleg még tovaépek].

A « slrlség definici6jaban szerépl,, kritikus fellleti tdmegstriiség elnevezése tehat
onnan ered, hogy elégséges feltételt szolgaltat a harnkagikeletkezéséenek [5].

2.4. Keépek nagyitasa

Adott X (£) tbmegeloszlas esetén a (2.6) lencseegyenlepégyill. 5 (0) fuggvényt hataroz
meg, ami a lencse sikbdl a forras sikra képez. (Altalabaréa fuggvénynek nincs inverze,
ezért a lencseegyenlet nem hataroz meg egyérntékii fuggvényt.) Ag (6) fuggvény Jacobi
matrixa epper;; :

2
Ay 00 = 20D g gy 0T

0,,0,) .
9 (61,05) 1, 02)

A forras és a kép feluletét felbonthatjuk fellleteleme®:.8,abra. Ha&, (ill. &) egy pontaiA;
infinitezimalis fellletelemben, akkor@d; — dAs leképezés linearis kdzelitesed 2 rendi
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L EESs

O

2.3. dbra. A forras egy eleme térszogének latszélagos ritegasa. AdAs feluletdAg/ D%
térszogben latszana az O pontbdl, ha a lencse nem |étezrencdélzés kovetkeztéber 4,
kép keletkezik, melynek térszogel;/ D3.

egységmatrix)

0, — 6
8010 % 5B bha) + Alos, o) (g2 ") | @2.21)
2 0,1

1 _
n (&, &) ~ n(n, &o2) +DsloAo—I(&oq, &o2) - <£1 _ 50’1) .
Dy &2 — So2

A dAg/dA; terllet aranyt az (&3, &) transzformacio lineéris kdzelitésének determinansa adja
meg. Az A transzformécio determindnsa pedig4s €ésdA; fellletelemekhez tartozdwg és
dwy térszdgek aranya:

dwg N dAS/D%

dwr  dA;/D?

Hadet A nem O akkor a reciprokat@A4; képelemhez tartozo nagyitasnak nevezzik [5]:

=det A.

1

1 (0) nem lehet nulla és §jelédl fliggden &) helyet pozitiv vagy negativ paritdsunak nevezzik.
Ertelemszeriien, ha egy kiterjedt forras minden pontjdsgle pozitiv/negativ paritasu, akkor
a teljes képet szintén pozitiv/negativ paritasinak neéilezA pozitiv paritasu képek alakja
a forras alakjatol eltér, a negativ paritasu képek az altdads mellett tikrozve is vannak.
(A pontszerli lencse esetében, a képek latszd szogérechettehjel megallapodasunk éppen
olyan, hogy az egyuttal a paritast is megadja.) Az alakzakgellegzetességeit az matrix
hatarozza meg, |. 2.6 alfejezet.
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Kierjedt forras képének nagyitasat a kepelemek nagyitakaiilyozott atlagaval értelmez-
zuk:

JI 1(B)n(B)d*B

forras

S IO

forras

B == D lu -

Az integralast Iényegében d73) fellleti fényesség profil tartojara végezzuik,iandex pe-
dig a8 helyen 1é¥ forrdselem képein fut végig. A helyzetlid A infinitezimalis forras flu-
xusanak aZ (/3) dws szorzatot nevezzik, hasonléan a megtetehelyzetlidA; kép fluxusa
I (5 (0))dw; [5]. Alencsézes fényésib hatasat a

I(B(0)) dwr _ dwy

arany jellemzi. A kép nagyitasa (magnification) ill. 6sitése (amplification) tehat fogalmi-
lag kulonbod, de értékben megegy@emennyiségek. A képek nagyitdsa nem megfigyélhet
mennyiség, mert a forrasok sajat fluxusa ismeretlen. Ha eggshak tobb képe van, akkor
azok fluxusai aranya a megfddehagyitasok aranya. Ezért a képek fluxusainak aranya megfi-
gyelhet mennyiség.

Megjegyezzik, hogy a (5) nagyitas és az (/3) fényesség eloszlas adott frekvenciara ér-
tend, tehat ezeknek a mennyiségeknek lehet szinfuggésuk.nKigaés csak az (3) fugg-
vény esetében jeleds. Ennél nagysagrendekkel gyengéhb(&) nagyitasé, mely abbdl szar-
mazik, hogy a lencse potencidlgddrében a fotonok kékel&stszenvednek, majd a megfigyel
felé tovabbhaladva voroseltolodast. Az igy létré€jd@red frekvenciaeltolédas mérhetetlentl
kicsi, a megfigyelésekre nincs hatassal. Ezért az (2.2Byazamlaléjaban és nevigeben
ugyanaz d (5 (0)) = I (0) fényesség szerepel [5].

Gyakorlati szempontbdl tehét a lencsézés szinflggetlengég [5], ami az altala okozott
fénygorbék jellegzetes tulajdonsaga.

2.5. |dokésés

Ha a lencse egy forras tobb képét hozza létre, akkor altalabi@ny utazasi ideje a kilon-
b6z fényutak mentén kilénbéz A fénysugaraknak a megfigyloz érkezéshez szilkséges
idejei eltérését idkésésnek nevezzik. Ha a forras fényességbeid valtozik, akkor a flu-
xusvaltozasokat a kulonb6xépekben kulonbdzidépontokban figyeljik meg. Az @késés
meghatarozasahoz a képek fényvaltozasait kell mérni.

A fény utazasi idejéhez két hatas kozremikodése jaruldhiz]. A geometriai iGké-
sés abbdl ered, hogy az elhajlas meggorbiti a fénysuganatydosszabb lesz, mintha a fény
egyenes vonalban terjedne. A potencialaskiekés azért 1ép fel, mert a fény athalad a lencse
gravitaciés terén. Utdbbi effektust a Naprendszerbenrjalekel igazoltak [16]. Az idké-
sésre képletet levezetni a hullamoptika alkalmazasawedeglyszerlbb [17]. A 2.4 abran egy
pontforras egy rovid ideju fényvillanast bocsat ki. Az aae utazasi ideji pontok hullamfron-
tokat alkotnak. A fénysugarak a hullamfrontok normaligeforras kozelében, azaz a lenddét
tavol a hullamfrontok gémbok. Amint a hulldmfrontok beHatk a lencse gravitacios terébe,
eltorzulnak. A gravitacios tér tehat ugy viselkedik miny égnyto kozeg.

Amikor egy hullamfront athalad a megfigyel, az egy képet lat a megfebeiénysugar ira-
nydban. A lencse kdzelében a hullamfrontok 6nmagukat dlekgzvalhatnak. A tébbszoros
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2.4. bra. A fénysugarak a hullamfrontok normalisai. Anaiiullamfrontok behatolnak a len-
cse gravitacios terébe, eltorzulnak. A lencse kdzelébarlarhfrontok 6nmagukat metdkké
valhatnak. Ha a megfigy@legy 0sszefonddott hullamfronttal talalkozik, akkor difet egymas
utan tobbszor halad at rajta. A megféléénysugarak kilonb@ziranytak, ezért a megfigyel
tobb képet észlel.

képeket ezek az dsszefonodott hullamfrontok okozzak. Heaegfigyeb egy dsszefonddott
hullamfronttal talalkozik, akkor a felllet egyméas utanhébor halad at rajta. A megfetel
fénysugarak, azaz a felllet normalisai kulonbdanyuak, ezért a megfigy@tobb képet ész-
lel. Az idokésés egy kép par két tagja kdzott az d @mi a megfigyéinek a hullamfronttal
valo talalkozéasai kozott telik el. Az @késés képletének levezetését a lencseegyenlet altala-
nositasaval kezdjuk. A 2.5 abran &@4. optikai tengely mellett a®)’ L referencia vonalat is
bevezetjik, ennek a doféspontja a forrassikon egy Uj voatdtési pontot jeldl ki §'). O’
pedig a vonatkoztatasi pont a megfigyslkon. Ennek megvalasztasa téteges, feltéve, hogy
a két tengely altal bezaat szogre érvényes a kis sz6g kozelités. (KZ. N’ tengelyhez képest
a megfigyeb helyzetét &', a forrasét az)’ vektor jellemzi. A vessatlenn, &, 0 vektorokkal a
(2.4) lencseegyenlet érvényes. Az 2.5 abra szefiés(’ kozo6tt a kapcsolat

n—n _ ¢
Dys Dy,

¢ p—
n kifejezheb ebldl, ezért a (2.4) lencseegyenlet alapjan

0+ —>¢ = ==& = Drsd (&) (2.24)

a

_ 1 (., Dis.
Ber = Ds <77 5, €) (2.25)
megfigyeb helyzetébl fliggd forras szoget. Ezzel a jeloléssel tehat
Bo=6— Dis 5 (0) . (2.26)
Dg

A tovabbiakban egy specialis valasztassal élink, a refexéangelyt a forrasra illesztjuk. Ek-
kor S = N’, L ésO’ kollinearis ésy’ = 0. A 2.6 abrdn a2) megfigyeb egy pontforrasbdl

kiindulé hullamfront 6sszefonddott részének két rétegedkthelyezkedik el, azaz az egyik
kép észlelése mar megtortént, a masiké pedig meg fog. Arhfrthat két athaladasa kozott
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2.5. dbra. A gravitacios lencsézés geometriaja. (AzZNV optikai tengely mellett az)’ L N’
referencia vonalat is bevezetjuk) az Uj vonatkoztatasi pont a megfiggedikon. AzO'LN’
tengelyhez képest a megfiggdielyzetét &', a forrdsét az’ vektor jellemzi.

2.6. 4bra. Fénysugarak (folytonos vonal) és hullamfrorfszlaggatott vonal), amelyek egy
forras ket képét hozzak létre. A kepek szogtavolsaga= 05 — 0(1). Az Onmagat metsy
hullamfront metszéspontja a megfigyedikot a¢’ megfigyebhoz kdzeli¢ pontban éri el. A

megfigyeb a hullamfront két rétegét két kulonkdmopontban latja. Az észlelések kdzott eltelt
id6 az idbkeéseés.
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eltelt id6 a keresettlt id6késés. Hiszor tegyik fel, hogy a hullamfront Snmetszésének helye a
megfigyeb sikot ad( infinitezimalis szakasz végpontjaban éri el. A két képg = O2) — 0
szogtavolsagaval felirva azGlésésit = (62 — 6(1)) d¢/c. Altalanos esetben a hullamfront
onmetszésénekhelye a megfigyd sikot a megfigyéitsl tavolabb, nem infinitezimalis tavol-
sagban éri el. Ekkor az @késést &’ megfigyebt és al pontot 6sszekdtgorbe mentén tortén
integralassal szamoljuk ki [17]:

1 ¢
At = 5/4/ A6 (¢)dC . (2.27)

A A () fuggést ugy értelmezzik, hogy a vizsgalt képpar helyzellamz latszo6 szogek
folytonosan valtoznak a (2.26) lencseegyenlet szerinkpmtien az’ és¢ pontot sszekdt
gorbe mentén egy "virtualis megfigyel mozgatunk. Mivel valasztasunk szerifit= 0, a
(2.25) definici6 alapja. = Dys¢'/DrDs. A B €s¢’ vektorok tehat parhuzamosak. Az
integralasban attériink /@ valtozora (amit a révidség kedveért a tovabbiakbaral fogunk

jeldlni):
1D, Dg /3 D;Dg
At = - Af d 2.28
c Dis /) Dys Bds, (2.28)
Dys A Drs -
/ / = . 2.29
B DLDSC B DLDSC (2.29)

Az integrandus az a fuggvény amba), 0y képek szogtavolsagat allitjae$ (azazs,) fligg-
vényeében, a (2.26) lencseegyenlet szerint. Ezért
1D; Dy (7

At = —
& DLS

8
// [ (B) = 01y (B)] B - (2.30)

Az integrandus teljes differencialként irhatd. Ez ugy#fibe, hogy a (2.26) lencseegyenlethez
ar Fermat potencialnak @ megfigyeb helyzetebl fliggo forras szoggel értelmezett valtozatat
rendeljuk hozza.

1
25(9—54’)2—@/)

tehat olyan skalarmézamelyreV ' = 0 ekvivalens a (2.26) altalanositott lencseegyenlettel.
Mivel az elhajlasi potencialy differencialjara a lencseegyenlet folytan

_ K N
dp = g1+ 55

érvényes (a) elhajlasi potencialnak is 8- megfigyeb helyzetébl fliggd forras szoggel értel-
mezett valtozatat tekintjuk), ezét mindket), 0y képre

dr' (0) = (06 — B) (db) — dB) — dv () = (6 — B) (8 — dB) — (6s) — B) dby)
— (0 — B) dB = —0(ydB + d (%52) :
O@pdB = d(%ﬁz—T/ (9(1-))) 1=1,2

all fenn. Kovetkezésképpen adkEsés

Ay = (Vi) df = (6 — B) df (2.31)

~ 1D1Ds —#(02))+7 (%)) , /
A= D / ooy T )+ T () (2.32)
1D;Dg . . / /
= -5 [T 0) + 7 (00) + 7' () =7 (0w)] | (2.33)

>

_ % (0 _ 5§>2 . (2.34)
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Megjegyezziik, hogy a fenti levezetést a FRW tébien megismételve a

N 1—|—ZL DLDS

At
& Dys

(=7 (0)) + 7 (0)) + 7' () — 7' (0))] - (2.35)
eredmény adodik, ahal, a lencse voroseltolodasa. A idétartam tehat & — 5 kilonbséget
€s ay potencialt tartalmazo6 tagokbal all. A [7] cikkben megmtékt hogy ezek a geometriai
ill. potenciélos idkésésért felélsek. Tovabbéa a

1+ 21, DLDS
— T
¢ Dis

(6)

fuggveny (konstanstdl eltekintve)/a; 6 impakt paramétert fénysugar utazasi ideje a forrastol
a megfigyebig. A Fermat potencial elnevezés tehat onnan ered, hogycadegyenle? = 0
alakja a gravitacios lencsézeésre vonatkoz6 Fermat elpei ta.

2.6. Képek alakvaltozasa

A 2.3 alfejezetben a képek osztalyozasa soran bevezetRiR@) derivalttenzort. Emlitettik,
hogy a trA nyom értéke2 — 2x. Ezért azA matrix felirhato(1 — x) g;; alakban, ahol a;;
matrix nyoma 2. Ag;; matrix nyommentes részg; — d;;, melyet

—91 —92
—92 91
alakban vesszik fel, azas = 1— g11 = g22 — 1, g2 = —(g12 = —(go1. Az (1 — li) (gm — 5@']’)

matrix tehat az4;; matrix nyommentes része, melyet nyirasnak nevezunk [S]s, & g-
mennyiségek a képsikon értelmezett fliggvények. Az oplgkaipezés Jacobi matrixa ezekkel

a valtozokkal
-9 —g0
A(0) = (1—
o=t “)( 9> 1+91)

alakban irhat6. A képek alakja harom hatas eredménye [5].e@ikotrép nyudlasaeért vagy
zsugorodasaért a— « tényed felelds. Az alakvaltozast és elfordulasya g, Un. redukalt
nyiras komponensek hatarozzédk meg.g A= g, + igo komplex mennyiséget a kép redukalt
nyirasanak nevezzuk.

Emlitettuk, hogy az (2.23) arany szamlal6jaban és ngeeen ugyanaz &(3 (0)) = I (0)
fényesség szerepel (tefdeges hullamhosszon). Ha a kép sikon adpfenyességié# pontok
egyf, kdzéppontu ellipszist alkotnak, akkor a (2.21) linearigdétésben

108 (80) + A (65) (8 — 60)] = 1o (6) - (2.36)

A szbgletes zardéjelben talalhaté lineéris figgvény a kkprsié\o ellipszist a forrassikon egy
ugyanolyan I, fényességip (6y) kbzéppontu ellipszisbe képezi. Egy kor alaku, 1 sugaru
forras pozitiv paritdsu képének tengelyéi(1 — <) (1 £ |g|) . Az egységkor negativ paritasu
(tikrozve torzuld) képe olyan ellipszis, amelynek tengely (1 — x) (|g| = 1) . Az ellipszis
allasat ag = |g| e*? redukalt nyiras fazisa hatarozza meg.

A nyiras matrixnak két figgetlen komponense van, amelygket (1 — k) g = 71 + i7o
komplex mennyiségben szokas dsszefoglalnk @s~y mennyiségekkel a nagyitas is felirhatd.

Az A matrix
l—y—k —72
A0) =
() ( —2 1+71—/€)
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alakjabol egy infinitezimalis forras képének nagyitasara
1 1
Pt AT 1 n) P

adodik. Kbvetkezésképpen a 2.3 alfejezetben bevezetetifésokra az alabbi egyéditlensé-
gek érvényesek:

|. tipus: 7 minimuma, detd > 0, |y| <1—rk <L [g| < Lp>1/ (1 - ) > 1

Il. tipus: T nyeregpontja, detlt < 0, |y| > |1 — |, |g] > 1.

1. tipus: 7 maximuma, detd > 0, |7| < |1 — x|, |g| < 1,k > 1.

Tehat a pozitiv paritdsu képekfg < 1, a negativ paritasuakig| > 1. Kor alaka for-
ras ellipszis alaku képének tengelyaranygla< 1 esetbenl —|g|) /(1 +1g]), alg] > 1
esetben(|g| — 1)/ (|g| + 1) . EbWAI kovetkezik a nyiras lokalis degeneracidja nevl jelgnsé
[5]: a g1 + ige €s1/ (g1 — ig2) nyirasu ellipszis képek fazisa (azaz éllasa) és tengelyaranya
megegyezik. A lokalis degeneracié a gyakorlatban azt feleogy egy galaxis képét nem
lehet megallapitani, hogy "egyenes" vagy tikorkép. A liskdbegeneraciot csak olyan nagy
térszdgl megfigyeléssel lehet elkeriilni, amelyen egyxgakeétféle képe egyszerre megfigyel-
he®. Ugyanis altalaban a lencsesikon a pozitiv paritasu yégidl detA (¢) > 0, legalabb egy
nagysagrenddel nagyobb, mint a negativ paritasu [5].

Mivel a galaxisok nem kor alakuak, a megfigyelt képek alalgjala. sajat ellipticitas és
a nyiras kozremikodésével jon létre. A nyirasra azzaltavigssel kaphaté becslés, hogy a
galaxisok sajat ellipticitasai véletlenszerlien irdowék. Tetsdleges! (5) fényesség eloszlasu
kiterjedt forras latsz6lagos alaktorzulasat adgttényesség értékekhez tartoz6 izoféta gorbék
alakvaltozasaival értelmezzik. Mivel a galaxisok (ésar@k) nem pontosan elliptikus ala-
kuak, ezeért alakjuk jellemzésére az alabbi mennyiségekastiek be.

Ha a kép fényességeloszIas@) , akkor a kép kbzéppontjét a

[f1( )) 020
= JT10 )) d20

kifejezéssel ertelmezzik. (1) salyfiggvenyt tobbfeleképpen megvalaszthatjuk.gtia) =
H (I — Inaa) (Heaviside fluggveény), akkat a Inas fényességl hataron belili tertilet kozép-
pontja lesz. A masodik fényesség momentum tenzor

S 1) a(16) (6:~6.) (0, b) oo
= TTT(0)q(1(0)) a0 '

A komplex ellipticitas

_ Q11 — Q22 + 21Qq2
Q11+ Qa2 '

A kézéppont a fényesség momentum ésaz eIIipticités héanmlefinialhatd a forras esetében.

VA

\Jorris _ X — 29 + g°xM?
1+ Igl2 — 2Re(gx**?)

érvényes [18] (a felllvonas komplex konjugalast jeldl). @pkk ellipticitdsa tehat csak@
redukalt nyirason keresztil fligg dzoptikai leképezési.

Megjegyezzik, hogy & = ~; + i, nyiras a képsikban felvett derékszdgl koordinata
rendszen) szogii elforgatasakor&’-val szorzédik. Av; komponens tehatos 2¢9-val, a~,
komponens pedigsin 29-val. Ezen transzformacios viselkedés alapjamem vektor, hanem
an. polar [5].
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2.7. Tengelyszimmetrikus lencsék

A legegyszerlbb lencse modellek fellleti strliségedbsgimmetrikus. A tengelyszimmet-
rikus lencsék fellleti stirliségecahelyvektor nagysagatol fuggd: (&) = X (|¢]) ill. «(0) =

k(|0]) . A galaxisok tomegeloszlasanak modellezésre leggyakrahbédzotermalis gémbdket
alkalmazzak [5]. Az izotermalis jetzarra utal, hogy a benntk talalhat6 részecskék sebessége
Maxwell eloszlast kovet. A szingularis izotermalis gdmntgeloszlasa a gémb kdzéppontja-

ban nem értelmezett:

0.2

plr) = 2rGr?

A Maxwell eloszlast ar, sebességdiszperzio jellemzi. A fenti tdmegeloszlast magylsagban
jOl kdzeliti a nem-szingularis izotermalis gémb, mely brtezett a goémb kdzéppontjaban is (a
. sz6g egy karakterisztikus sugar):

e (1) (142).

A (2.5) elhajlas vektor a tengelyszimmetria kdvetkeztésealabbi alakot olti:

9 16l
a(l) =2— k(0)6'do" .
1617 Jo
Altalanos, azag # 0 helyzet(i forras esetén a fény @45 kitiintetett sikban terjed (2.2 abra).
Ezért a (2.6) lencseegyenlet egydimenziosséa valik; a J2dgenletbert pozitiv szég €9 az
eldjeles latszo6 szog. Az (0) elhajlas fuggvényre

1 0
a(f) =2- / K (0')0'do
0 Jo

adodik. Aza (9) fuggvény a (2.10) éljel konvencio szerint paratlan.
A Fermat potencial [5]

1 0 0
T(0) =5 (0~ B)* — 2/ k(0') 0 In @dQQ . (2.37)
0
A (2.22) definicio alapjan a lencsék nagyité hatasat a (2ri#jix determinansanak reciproka
szolgéltatja. A tengelyszimmetrikus lencsék esetében [5]
pab
0 do -
A tengelyszimmetrikus lencsék hataresete a pontszed$éenA pontszerl lencse altal 1étre-
hozott képeket a (2.18) képlet adja meg. A (2.38) képletlal&gaasaval a pontszerl lencse
képeinek nagyitasa

det A = (2.38)

_ (1 5
pe =3 (E’WH%JF\/TT%ﬂ) . (2.39)

A nagyitasokra., — pu_ = 1 teljesul. Ag — 0 hataresetben a nagyitdsok nem korlatosak, az
aranyuk pedig 1-hez tart:
O 1 38

2 - M 2

2
Hro 1+%+£+0(63)- (2.40)
H— O 0%
A pontszer( lencsére fennall6 (2.18, 2.39, 2.40) osszEfsigk a Schwarzschild fekete lyukra is
érvényesek. Az alternativ gravitacidelméletekben t@riéncsézés leirasakor a Schwarzschild
lencsézés a sztenderd viszonyitasi alap ill. hatareset.
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3. fejezet

GOmbszimmetrikus fekete lyukak
alternativ gravitacioelmeletekben

Ebben a fejezetben az alternativ gravitacioelméletekligzzia harmat tekintjik at, amelyekben
a gravitacios lencsézést fogjuk tanulmanyozni a hatteléjezetekben.

Ha a 3+1 dimenzids térit extra térszer( dimenziokkabhitjik, akkor 0j gravitacidelméle-
tekhez jutunk. A bran vilag modellekben a standard modéiftmert anyag egy 3+1 dimenziés
hiperfellletre, a branra korlatozédik. A gravitacio eggyabb dimenzids tériaben hat. A bra-
non az Einstein egyenlet helyett az effektiv Einstein etptatrvényes. Ennek vannak tébbek
kozott bran fekete lyuk megoldasai is.

A Horava-Lifshitz elmélet olyan térelméletek csaladja, arakhen a tériéin egy kitlintetett
foliazast valasztunk, ezzel sértve a Lorentz invariandi@ek az elméletek gravitacioelmélet-
ként értelmezhék. Vannak kozmoldgiai és asztrofizikai alkalmazésai ishdgas és Sfetsos
fekete lyuk megoldasa aszimptotikusan sik, gdmbszimketysztatikus. A metrika a tomeijt
és a Hoava-Lifshitz paraméteit fligg.

A magasabbrendi gravitacioelméletekben az Einsteinndgtygeometriai oldalat médosit-
jak ahelyett, hogy egzotikus energia-impulzus tenzorbikégoznanak. Azf(R) elméletek-
ben az Einstein-Hilbert hatast kicseréljik a Ricci skatamilyen fliggvényére. Az egyenletek
gombszimmetrikus sztatikus vakuum megoldasa egy kompggtietstnek felel meg.

Az alternativ gravitaciéelméletekben torfdencsézés leirdsakor a Schwarzschild lencsézés
a természetes viszonyitési alap. Olyan hatareset, ammlpeen alternativ gravitaciéelmélet-
ben meg kell kapni alkalmas hataratmenetben.

3.1. Branvilag elméletek

Bran vilagokban soétét anyag nélkil magyarazhatok a gatargsis gorbék és a galaxishalma-
zok rontgen sugarzasi profilja [19], [20], [21].

A bran elméletben a bran egy szakadast képvisel alkgiisbiletben [22]-[24]. Fizikai
értelmezégil fliggden a bran ki gorbuletének ugrasa disztriblcionalis anyagot indukal a
branon, vagy a branon I&éuisztribucionalis anyag hoz létre ugrast a bran &@gérbuletében.
Az induk@lt elméleteknek kébtga van. Ezek a médositott Friedmann ill. Raychaudhugrgy
letek levezetésében fellémégyzetgytkvonas soran valasztotijelnek felelnek meg [25]. A
negativ edjelhez tartozé agon talalhatok az altalanositott Rarlatidrum 2-es tipusu elméle-
tek (RS2) és az LDGP elméletek. Az@IRS2 modellben 5 dimenzids anti-de Sitter tékid
agyazott Minkowski bran szerepel [26]. Egy masikban a bedamilyen nem elektromagneses
sugarzast bocséat ki a magasabb dimenziosdbed Megjegyezzik, hogy az indukalt gravi-
tacios modellek csaladja egy még altaldnosabb gravitheéetbe (Dvali-Gabadadze-Porrazi
elmélet [25], [27], [28]) sorolhatd be.
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Az RS2 asztrofizikai jéslatai: 5 dimenzids anti-de Sitteid@be szimmetrikusan beagya-
zott Minkowski bran esetén a Hulse-Taylor pulzar periodefginek csokkenési liteme az ARE
elérejelzésével vezétrendben megegyezik [98]. Ha a bran beagyazédsa szimnmetakior
az Oppenheimer-Snyder kollapszus soran az 6sszeomlé [sdrtéiiiddje nem sztatikus [29].
Ha a magasabb dimenzids témen null por van vagy az 6sszeomlé idedlis folyadék nem por,
akkor a kul$ téridd lehet sztatikus [30], [31]. Az RS2-ben a korai kozmoldgiasgalja a [21]
cikk.

A gravitacié 6t dimenziéban hat az 5 dimenzids Einstein atpteszerint:

Gop = B2 [Tab + Tap 0 (y)} =K [Tab + (Agap + Tap) 0 (y)] :
G az ot dimenziés Einstein tenzai; a gravitacio csatolasi alland6ja az Einstein-Hilbert ha-
tasban,T,, + 7, 0 (y) a magsabbdimenziés tééicenergia-impulzus tenzoral,, a branon
kivil 1evd nem-sztenderd anyag. Az energia-impulzus tenzod (y) disztribacionalis tagja
azt fejezi ki, hogy a sztenderd kdlcsonhatasok ésakezbranra korlatozdédnaki-t bran fe-
szlltségnek nevezzik,, az indukalt metrika a branofi,, a bran energia-impulzus tenzor.
Az 6t dimenzios Einstein egyenlet kovetkezménye a Lantz@e! illesztési feltétel [32]:

A (4)Kab - _%2 <Tab - %gab) . (31)
WK, a bran kilé gorbilete; tikorszimmetrikus beagyazas es&téiWK,, = 2 WK, és a
branon 16% anyag meghatarozza a bran liigrbiletét A a tenzorok eltérését képzi a bran
ket oldala kozott).

Az 6t dimenzios Einstein egyenletet a branra vetitve, arda két oldalan kiértékelve, majd
a tenzorok atlagat képezve kapjuk az effektiv Einstein eigyet [33]:

R (7)
2
A (.) zéar6jel képezi a mennyiségek atlagéat a bran két oldalatékigive. AA a kozmoldégiai
allandé a brdnonsS,;, az energia-impulzus tenzorban négyzetes Rg.est az 5 dimenzids
téridd anyagi jarulékai,L,, a bran beagyazasabol szarmazo ta§,, az 5 dimenziés Weyl

tenzor projekcidja.

Gab = — (A - ) Jab + HQTab + %4Sab - <(4)5ab> + <Lab> + <Pab> . (32)

3.1.1. Az arapalytoltési fekete lyuk

A fekete lyuk megoldasok a bran elméletekben is fontosakameitikus fekete lyuk megolda-
sok kozott van 6 dimenzids lokalis Schwarzschild megol84d$, [sztatikus 5 dimenzids fekete
lyuk a branon, olyan horizonttal ami az extra dimenziébdndelik és energia feltételt sért
héjak keltik [35], [36]; és fekete lyuk az extra dimenzidébdawd sugarz6 komponenssel [37].
Numerikusan az 5 dimenziés gorbuilethez képest kicsi bidatddyukak Iétezését mutattak ki.
Ezek 5 dimenziés Schwarzschild megoldasok aszimptotiks#a5 dimenzids anti-de Sitter
tériddben [38]. A 4 dimenziés Schwarzschild metrika kiterjesfilaz 5. dimenziéba fekete
harként [39]. A fekete hur gravitacios hullam perturbacui[40] cikkben szamoltak ki. A
gombszimmetrikus forras gravitaciés ndgmek perturbativ elemzése a gyenge tér hatareset-
ben korrekci6kat mutatott ki a Schwarzschild potencialképest. Ezek skalaja 3, amikor
a bran Schwarzschild fekete lyuk be van agyazva egy 5 dirasmiti-de Sitter téritbe [41],
[42]. Ha a Schwarzschild fekete lyuk egy masféle magasahbuizids téribe van beagyazva,
akkor eltéd skalazas érvényes [43].

Az effektiv Einstein egyenletnek az 1 kodimenziés branom egy sztatikus, gdmbszim-
metrikus, vakuum megoldasa, amit két paraméter jellemezn &meg és a arapalytoltés
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[44]:

ds*> = —f(r)dt® + f (r)dr® + r* (0> + sin® 0dp?) |
2
o= 1__m+22. (3.3)
r r

Az arapalytoltés annak a tétidek a Weyl gorblletéd szarmazik, amelybe a bran be van
agyazva.q < m? esetben a metrika egy fekete lyukat ir le, melynek horizomtj = m =+
(m? — q)1/2. Ha ¢ < 0 akkor csakr, pozitiv, tehat csak 1 horizont van. Ha= 0 ak-
kor az ivelem az Schwarzschild metrikat irja le(ésc ¢ < m? esetben formalisan azonos
a Reissner-Nordstrom megoldassal, melynek elektromtésgi) = ¢'/2. A ¢ arapalytoltés
hasonld szerepet jatszik mint az ARE-ben a Reissner-Neérdgekete lyuk elektromos tolté-
sének négyzete. Azonban a negativ arapalytoltésnek niegtetabje az ARE-ben. Ay = m?
hataresetben a metrika extrémalissa valik és a két horemyiieesik. A > m? esetben egy-
altalan nincs horizont. Ekkor a metrika szingularis= 0-ban, tehat csupasz szingularitast ir
le. A negativ arapalytoltés @siti a gravitaciot (a horizont kivil esik2an Schwarzschild suga-
ron). Ezt termodinamikai megfontolasok is alatamasz$&}.[ A pozitiv arapalytoltés gyengiti
a gravitaciét, mert mindkét horizont a Schwarzschild swdgt van & < ¢ < m? esetben.

Megfigyelések alapjan kényszerek szamolhatok ki adéxidranfeszultségére. A Naprend-
szerben a fényelhajlasi szog vizsgalatabol kapott kémysze 6.31 x 102 MeV* [46]. A
branon €% neutroncsillag allapotegyenlete alapjan, az egyenketestans slrliségl atlagos
tomeg( neutron csillagra alkalmazxa> 5 x 10% MeV* [97] adddik. Tovabbi kényszerek
adodnak a kefis neutroncsillagok oszcillaciojanak modellj@ip4 7], és a Fold perihélium pre-
cesszibjabol [48].

3.2. Haava-Lifshitz elméletek

A Horava-Lifshitz elméletek [49, 50] az Arnowitt-Deser-Misrfermalizmusnak [102] nem-
sztenderd kiterjesztései. A tédid egy kitlintetett folidzast valasztunk, ezzel sértjik eehtz
invarianciat. Az Einstein—Hilbert hatést felbontjukila= K“ K;; — (£ — 1) K* kinetikus tag
és egy potencialis tag 6sszegére¢ paraméteé — 1 hataresetében az ARE adodik. Végll
ezekhez az 6sszetakhoz kilon-kilén hozzdadunk extra tagokat. Olyan téridtaékapunk,
ami gravitaciéelméletként értelmezbet

A Horava-Lifshitz elméleteknek sok valtozata van. Az alablbiéb&@+1 dimenzidban érvé-
nyes és az extra tagok csak gorbdileti invarians skalarélkggienek [51]:

S = Sgu+Swv,
Spn = <2 / V—gN (Kinij ~K’+R- gOCQ) d*xdt ’

S o= ¢ / V=gN(EK? — g0 2R’ ~g5C 2RV Ry — 9,( 'R’ — gsC*RRV Ry,
—g6C *RIRLRY — g.C*RV’R — g,.¢ 'V, R,V RV dPadt .

A (go¢? = 2A kozmoldgiai allandéval dvitett) Einstein-Hilbert hatashd®z ) hozzaadtunk
Lorentz invarianciat séttagokat(S;y ) . Majdnem minden Hiava-Lifshitz eiméletben meg-
jelenik az un. vetithéiségi feltétel, amit a kitlntetett féliazas alkalmas mdasZ&tasaval a
teljes téridbn (azaz globalisan) ki lehet kényszeriteni. A feltételriseen lapse flggvényre
N(z,t) = N(t). (Az ARE-ben ezt altalaban csak lokalisan tudjuk elérni. a&ztrofizikailag
jelenBs téridkben lehetséges téddartomanyokban is teljesiteni a feltételt. Pl. a Reissner
Nordstom téridben a beld horizonton kivil Painlevé-Gullstrand koordinatakbajegél. A
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Kerr tériddben pedig globalisan fenndll Doran koordinatakban [5H.hatasbdl levezethét
egy 0 spinii mez megjelenése a dinamikaban, amelyet skalaris gravitorusmak neveznek.
Ez problémat jelent kisérleti szempontbdl [51]: a &etpulzérok energiavesztése nagyobb mint
az ARE-ben, ami megfigyelh@teltérést okoz a palyamozgasban. A szabadesés gyorsulasa
tomegbl fluggove valik.

Ultraibolya energiaskalan anizotrop Lifshiz skalazaenét meg az elméletben a tér és az
id6 kozott az® — 1z ést — [*t transzformacidknak megfetadn, ahol: a skalakited (eblbl
ered az Héava-Lifshitz elnevezés). Az alkalmazasok kézé tartozkzmoldgia, a s6tét anyag,
a sotét energia ill. a gdmbszimmetrikus vagy forgo @kithnulmanyozéasa.

3.2.1. A Kehagias-Sfetsos fekete lyuk

A Horava-Lifshitz elméletben az alabbi aszimptotikusan sékngszimmetrikus, sztatikus tér-
id6t vezették le a [52] cikkben:

ds* = gu (r) dt* + g, (r)dr® + r* (d©7 + sin® Ody?) . (3.4)
A metrikus fuggvények
Am \
—g1(r) = 1/g(r) = 1+ wr? |1 — <1 + ﬁ) ] . (3.5)

w az Un. Hdava-Lifshitz (HL) paraméter és := MG/c* (M a fekete lyuk tdmege(: a
gravitacios allandd; a fénysebesség). Az, — oo limesz a Schwarzschild metrikawg —
0 hatareset pedig a sik tééd Utdbbi esetben a Kehagias-Sfetsos té@aélkil valik sikka,
hogy a Schwarzschild hatéresetet megkdzelitené. Ehelgtasz szingularitassa valik, amely
egyébként elvben gond nélkil illesztbhetlamilyen csillag megoldassal, miutan a szingularitas
kornyezetét eltavolitottuk.

A (3.5) Kehagias-Sfetsos téfidek gorbileti szingularitdsa van az origéban.chz= m?*w
dimenziétlan mennyiség hasznosnak bizonyult a (3.5) éémabprendszerbeli tesztjeiben [89].

Az

ri:m(lﬂ: 1—i) (3.6)

2&10

koordinata szingularitadsok kitranszformalhatokear{ Eddington-Finkelstein tipusu koordi-
natak koordinatak bevezetésével, a latszo- és esemeény horizont, kielégitiig/dv = 0
definiciot. Azw, — oo hataresetben, a Schwarzschild horizonthdz = 2m) tart, r_ pe-
dig a gorbuleti szingularitdshoz.. képzetes, hay, < 1/2 = wi*", ekkor a metrika csupasz

szingularitast ir le. Az

1
wo > 5 (37)

egyenbtlenségre fekete lyuk feltétel néven fogunk hivatkozni.
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3.3. f(R) elméletek

A megfigyelések nem egyeztetlikiossze az ARE-vel, ha abban a sztenderd anyagi forrasokat
alkalmazzuk. llyen megfigyelések az l.a tipusu szuperntaradard gyertyak, a szuperhalma-
zok és a galaktikus rotacios gorbék [53, 54, 55]. A megfiggeténagyarazatahoz az Einstein
egyenlet médositandé. Ez vagy nem-sztenderd anyagnaleegiaiimpulzus tenzorhoz adasat
vagy a gravitacios dinamika lecserélését jelenti.

Ahhoz, hogy a megfigyeléseket az ARE keretein belill értehiezbe kellett vezetni a sotét
anyagot és a sotét energiat. Ez az ara az Einstein-Hilb&s haegrzésének. A sotét anyagot
és a sOtét energiat azonban még nem észlelték kisérletileg.

A magasabbrend( gravitaciéelméletekben az Einsteinrdglygeometriai oldalat médo-
sitjak ahelyett, hogy egzotikus energia-impulzus tenkdabdolgoznanak. Ezek az elméle-
tek metrikus formalizmusban [58, 57, 56, 59], és Palatinmalizmusban is [61, 62, 60, 63]
targyalhatok. A Hubble aramlasra és a nagy |éptékl straktfejlédésére vonatkozé megfi-
gyelésekkel j6 egyezést mutatnak. A pontszer{i tomegtgass potencialja médosul. Ennek
kovetkezményei vannak a galaktikus dinamikara.

Az f(R) elméletek a legtermészeteseliivitései az ARE-nek. Az Einstein-Hilbert hatast
kicseréljuk azR Ricci skalar valamilyen fuggvényére [58]. A hatas funk@balakja

A= / ey =g [f(R) + L] (3.8)

ahol f(R) az R legalabb kétszer derivalhato figgvényea metrika determinansa &5, az
anyag Lagrange sirlisége. A hatast a metrika komponezeseitsvaridlva a megzegyenleteket
kapjuk, amelyeket az alabbi alakba lehet atirni:

R =5 0w = Guw= = {ig F(R) = RF(R)] + V.Vl (R) — 606"V Vuf '<R>}

(3.9)

TﬁT) az anyag energia-impulzus tenzora.” &z R szerinti derivalast jelenti. A%,V f'(R)
ésg°?V . V.f'(R) tagokban a metrika negyedrend(i derivaltjai szerepekmdt nevezik ezt az
elméletet negyedrendl elméletnek.

3.3.1. GOmbszimmetrikus kompakt égitest aZ (R) = R" elméletben

Ebben a szakaszban a (3.9) egyenlet gdmbszimmetrikuikastavakuum megoldasat vezet-
juk le [4]. A metrika alakja

ds? = —A(r)dt* + B(r)dr® + r2d6° + r*sin® 6d? . (3.10)

A (3.9) egyenlet nyoma
30/ (R)+ Rf'(R) — 2f(R) =0 (3.11)

A nyomot a00 komponenssel kombinalva az
ROO

7(R) (3% - R) i)~ 3

VoVof'(R)
dJoo

~0. (3.12)

egyenlet adddik [66].
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3.1. dbra. Ao korrekciés paraméter azkitevo fliggvényében.

A tovabbiakbanf (R) « R", az igy ad6do specialis elméletet nevezziRelgravitacioel-
méletnek. Ezzel a feltevéssel a (3.12) egyenlet

2n —1 n—1dA(r)dIn|R(r)|

Roo(r) = 6n (M E(r) - 2B(r) dr dr

(3.13)

alaku, a nyom egyenlet pedig

n—1 2—n n
OR"(r) = 3n R™(r) . (3.14)
Az (3.13) és (3.14) egyenletek csatolt differencidleggerdndszert alkotnak az(r) ésB(r)
fluggvényekre. Hao = 1, akkor az (3.14) egyenlebb R = 0 kovetkezik. Ezt behelyettesitve az
(3.13) egyenletbeRy, = 0 adodik és a megoldas a Schwarzschild @(ioér a (3.13) egyenlet
levezetése (3.12)dbaz R # 0 feltevéssel tortént [67]).
Az egyenletrendszer kis energiaju kozelitesének van rdégal[67]. Egy Schwarzschild
tériddhdz hasonlé megoldas alakja

I 20(r)
B(r) 2

ahol®(r) a gravitacios potencial an témegi ponttdt tdvolsagban. Tovabbi feltevés, hogy a
oy (r) = 1/r newtoni potencialtol valo eltérést a

S (r;o,r.) = _C;_m [1 + (L)U} (3.16)

A(r) = (3.15)

r Te

alakban vezetjik beo a gravitacio ebsségét jellentz paraméter és. egy karakterisztikus
tavolsagskala.

Hao = 0, akkor a newtoni potencial adodik, a metrika pedig Schwanild. Hao = 1,
akkor a korrekcio allando, igy a metrika nem lehet aszinigistin sik. A potencial korlatlanul
nd, hac > 1. Ezért a tovabbiakbam € [0,1). A ®(r) potencidlt behelyettesitjik a (3.13) és
(3.14) egyenletbe. Két algebrai egyenletet kapunk, arkbfleegy 6sszefliggés kovetkezik
ésn kozott:

(n—1)(c —=3) [-o(1+ o—)vmff*ﬂ"‘l [731 + %Vﬂ%} =0, (3.17)
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ahol

n = r/r,, Vi=Gm/cr,,
Py = 3(0 —3)*n® — (50% — 310 + 48)n* — (30* — 160 + 17)n — (0° — 40 — 5) ,
P = 3(0c—3)*(1—-0o)n*+ (0 —3)*(50 — T)n”
—(30% — 170% 4+ 340 — 36)n + (0° — 30 — 4)0 .

A (3.17) egyenlet megoldasai kdzul eltekintiinkaz 1 (ill. ¢ = 0) Schwarzschild eséités a
o =3esetbl. A[—o(1+o)Vin" 3" " tényed 0 lenne ar = —1 értékre, de ezt mar kizartuk
ao € [0,1) feltevéssel. Ezért a

{771 + %vmo} —0

egyenletet megoldasét keressuk. A megoldas zart alakberoludt €sn-fiiggd, ezaltal fliggd.

Ha azonbamr. nagy tavolsag, akkoV; < 1 kis posztnewtoni paraméterként viselkedik. Ha
feltessziik, hogy. egység nagysagrend, akkey ésP; 6sszemérhét Ekkor, a posztnewtoni
tartomanyban a

Pi(n,o)n =0 (3.18)

egyenlet a megoldandd. A (3.18) egyenlet mar nefitiggd, csupan a és azn kdzott teremt
algebrai kapcsolatot. Ezzel az egyszer(sitéssel az eggalkd megoldas levezetésének lehe-
tOségét elvesztettiik, azonban a (3.18) egyenlet megolkalés$8.13)-(3.14) egyenletrendszer
kozeli, kis energiaja, tavoli tér megoldasat kapjuk [67]:

3n—4

n—1
n2—Tn—1— n
o = { 2TV (3.19)

q(n)
12n2—Tn—1++/p(n)

q(n)
p(n) = 36n" +12n°> —83n* +50n+1, g(n)=6n">—4n+2.

Csak a (3.19) megoldasnak van newtoni hataresete (azaz = (1, 0)), fizikailag ez értelmes.
Tehat a (3.9) méregyenlet gdmbszimmetrikus, sztatikus, vakuum megotdék& energi-
aju, tavoli tér kdzelitésben a (3.15), (3.16) és

B 12n%2 —Tn — 1 — /36n* + 12n3 — 83n2 + 50n + 1
a 6n2 —4n + 2

o(n)

(3.20)

0sszefliggések szolgaltatjak. sAn) fuggvényt a 3.1 abran mutatjuk be. Akitevd a (3.16)
potencialban univerzélis mennyiség, mert csak a Lagratgeségn kitevojétdl figg. Azr,
hosszskala viszont azokkal az integracios allandokkat$@ptos, amelyeknek értéket adunk
a negyedrendll egyenletek megoldasa soran.r.Asugar egy masodik gravitacios sugarnak
tekinthet a Schwarzschild sugar mellett, ami abbdl szarmazik, hagdRE méasodrendii el-
mélet. A negyedrendi elmélet a gravitaciés thkét tovabbi szabadsagi fokat tartalmazza. Ez
a paraméter nem univerzalis, hanem az egyes gravitaci@gétt kendszerek sajatossaga. A
rendszer tipikus tdmeg- és hosszskalajatol ieggktlonb6d értékeket vehet fel.

3.3.2. Energiafeltételek a kis energiaju, tavoli tér tartananyban

A kis energidju, tavoli tér megoldas, amit a (3.10), (3.18)16) és (3.20) 6sszefiiggések irnak
le, vAkuumban érvényes. Ezért nincsenek megfigy@lbnaergiafeltételek. A (3.9) egyenlet
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els) tagja azonban egy geometriai eredet, effektiv enéngpaizusként értelmezhi&t Ebben
a szakaszban belatjuk, hogy ez az un. gorbileti folyadékasssrokasos energiafeltételeket.
Ha a metrikat felbontjuk
guu = _uuuu + nuny + huy (321)
alakban f,, a gdmbfelszin metrikajay" = (1/\/Z,0,0,0> az idbszerli egységvektor, €s

nt = (0, VA, 0, 0) a radialis egységvektor), akkor a gémbszimmetrikus $atatgorbuleti
folyadék felbontasa
T,uz/ = puuuu + prnunzx + pth,uz/ = (p + pt) u,uuz/ + (pr - pt) n,unz/ + ptg,ul/- (322)

p az energiasiriseég, ésp, a radialis és tangencialis nyomasok:

p = Tw/uuuy = Too ,
br = Tuynuny =T )
1 T
pe = 5 (Luh) = % . (3.23)
Az ekvivalens energia-impulzus &' elméletben
T = (1—mn)x
1 ag loa
{WWR + (9295 ~9m9") [(1 = 1) ¥, (| R]) Y, (1n|R]) = ¥,V (n \Rm} .
Han = 1 akkor7:2" = 0. A gorbuleti skalar
2(A—-1 4A, G
G R S S L (3.24)
r2 r ’ crg
ahol
-3
Vomlr = Vg
oc—3 oc—3
VpVU (ln |R|) = —(7472)5;55 - (707)1—‘;0 s (325)
és az dfordul6 Christoffel szimbélumok
AA Gm r\’ Gm r\’
1 . 1 _ T
h = orh= e g e (2] [ (-5 (7))
~ I iase (Y (3.26)
T 2c2y2 Te ’ ’
rl Gm r\°
n, = =2 - A= —r(1-—|1+(— . 27
22 sin? 6 " T( cr [ + (rc) }) (3.27)

A = jel a sorfejtésre utal &m /c*r posztnewtoni paraméterben @iendig.
Tehat az ekvivalens energia-impulzus

T = (=g { -G T2 1 (o - 3] A+ L]
+(1—n) <°'T_2 3) {[(1=n)(c—3)+1]gug, +7T,,} - (3.28)
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Az alabbi részeredméngb

A2
(1 ‘/;1 )A,T 4 27,_7114

1 /Gm)\? r\’ r\’ Gm r\’

- (&) ) oo @) (- () ])
Gm r\’

—1 o o
g () 1)
ot fp Ml (3.29)

2¢%r Te
és a (3.23) egyenlefibaz alabbi, elé posztnewtoni rendl kifejezéseket kapjuk:
on=1(,4 Gm ,
p = r2 (pr_ c2r pr) )

l-n(, Gm ,
p?" = pr_ 2 pr I
c*r

o1
[

Q

7’2
1—n Gm
o= (p? - Epi) : (3.30)
A vezeb rendi jarulékok

n—1

= =3B+ (-1 (B0,
1—n

Ho= 2 -2+ (- 1)(B-0) .,

1—n
W= -3+ (-1 E-0), (3:31)

a posztnewtoni jarulékok

. m[mw] (—) (3.32)

(Alkalmaztuk a
———+(1-0)(0— 3)} (3.33)

jelolést.)
A tovabbiakban tobbféle energiafeltételt targyalunk, ieknek a (3.22) anizotrop folya-
dek engedelmeskedhet.

i) Gyenge energiafeltéteh > 0, p+ p. > 0 €sp + p; > 0.
ii) Null energiafeltétel:p + p, > 0 ésp + p; > 0.

iii) Eros energiafeltételp + p, > 0, p +p; > 0€sp+p, + 2p, > 0.

iv) Dominans energiafeltétel > 0, p > [p,| €sp > |p4|.
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A gyenge tér kdzelitésben a vegeendi jarulékok

o= VBT g <0,
R X
P = _(n—11§3—a)§0’
P’ +pd+2p) = (”_1)2(3_0)[5+3(n—1)(3—a)]zo. (3.34)

r

Az egyenbtlenségek az > 1 éso € [0, 1) feltevésekDbl kdvetkeznek. Ha # 1, akkor a
gorbuleti folyadék sérti az 6sszes energiafeltételt. Ezaregallapitason az élsendl poszt-
newtoni tagok nem valtoztatnak.
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4. fejezet

Az arapalytoltési fekete lyuk gravitacios
lencsézese

Ebben a fejezetben képek keletkezését, helyzetiket ésdeégiket targyaljuk, olyan fekete
lyukak jelenlétében, amelyek létezését az 5 dimenzios Witag elméletek josoljak [1], [2].
Gyenge és @s lencsézést is tanulmanyoztak mar kilénféle bran feketeak jelenlétében
[70], [71], [72]. A témakort a [73] cikk foglalja 6ssze. A fgalhajlas altal okozott jelenségek
megfigyelése kényszereket allit fel a lendstakete lyuk paramétereire és a hattérben mokod
gravitacioelméletre is. A arapalytoltésre és abranfesziltségre a [46], [48] cikkek kénysze-
reket allapitottak meg, naprendszerbeli megfigyelésqkaia

Ebben a fejezetben@ = 1 = ¢ egységekben dolgozunk.

4.1. Gyenge gravitacios lencsézeés arapalytoltési fekdyak
jelenléteben

A Schwarzschild fekete lyuk lencsézési tulajdonsagaitlg ¢lkkekben vizsgaltak. Mindad-
dig amig a fénysugar impakt paramétere vagy a legkdzelebgkézelités tavolsaga nagy az
arapalytoltéshez tarsitott természetes tavolsagskaléwest, a gyenge tér hatareset létezik.
Ekkor a fényelhajlas hatasai analitikusan szamolhatold6i ikkben az arapalytoltést fekete
lyuk mellett elhalad6 fénysugarak fényelhajlasi szogéypbaciészamitassal masodrendig sza-
moltak ki. A fényelhajlas az := m/b ésn := ¢/b* kis paraméterekben kertilt levezetésdraz
impakt paraméter). Az elhajlasi sz6g masodrendl pongagsa

0 =4e — an + 14—57T52 — 16en + %Wf : (4.1)

A hamiltoni modszer alkalmazasa a korabban hasznalt Lggrardodszerrel azonos ered-
ményt adott [74].

Az aldbbiakban levezetlink egy lencseegyenletet és alkalmkaaz arapalytoltési bran fe-
kete lyukak altal Iétrehozott képek tanulmanyozasara.gyeelet altalanosabb mint a Virbhadra-
Ellis lencseegyenlet, és egy megféleh definialt kbzelitésben arra egyszerlisédik. Targkalju
a hasonlésagokat és kimutatjuk a killbnbségeket a Schwdzgekete lyuk lencsézéséhez keé-
pest. A tdomeg dominalt gyenge lencsézés esetében elemazapek helyzetét, a nagyitasi
tényedket és a fluxusok aranyat, a Schwarzschild lencsézésgehiasonlitva. A legfeltiobb
modosulas a fluxusok aranyaban jelenik meg. Amikor az aysjp#ds képviseli a dominans
lencséd hatast, a képek szama és az optikai tengelyhez viszanyétigzete hasonlit a Sch-
warzschild geometria lencsézési sajatossagaira. Azoaliameg ebjele ellentétes szerepet
jatszik, mint az arapalytoltésdele.
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4.1.1. Alencseegyenlet

A lencseegyenlet levezetése a 2.2 abrak alapjan tortgigbnometria felhasznalasaval. Az
ASI szbgr/2 + |0| — 6. Ezért az ASI haromszogben a szinusz tétel
NI—-sNS  OI-0A
sind  cos(6—|0])°

(4.2)

Az s =sgnd elojel alkalmazasaval az (a)-(c) konfiguraciok sajatossagéiik figyelembe. Az
egyenletet megszorozzui ¢ cos (6 — |6]) /OI -vel:

NI N A
oI oI Ol

A bal oldalt atirjuk asin |0] , cos @ , tan 5 szogfiggvények kifejezéseivel, VI és azON S
haromszogek alapjan. A jobb oldal masodik tagjatdz= D, cos f egyenbség szerint irjuk
at. A fénysugarA toréspontjaD AL = SAL = (m — ¢) /2 definidlja. EkkorOLA = 7/2 +
|0] + 0/2, és a szinusz tétel BAO haromszogben

OA D,

= . 4.4
cos (§—10]) cos? (44)

Ezért az (4.3) egyenlet a kbvetkd&ppen irhato:

2D,
Dy

0= cos (g - |9|) cos |0 sing + cos (6 — |0]) (sin |@] — scos|f|tan 5) —sind . (4.5)
Az egyenlet levezetése soran a szogfiggvényeket nenmtiigjsirba, ebben az értelemben ez
egy egzakt lencseegyenlet.

Amikor O, L ésS kollinearis, azaz’ = 0, a lencseegyenlet egyszeriisodik:

0 = D;sin|0| + Dyssin(|6] —0) . (4.6)
Ennek megoldasa az Einstein gy(r( sugara:

Dls sin &

f| = arctan ———— .
p] = arc anDl—l—DlScosé

4.7)

Egy megfeleben definialt hataresetben a (4.5) lencseegyenlet a ViraFallls lencseegyen-
letre egyszerlisddik. Ehhez feltesszik, hdgy | ON. A feltevés hibat hoz be, amelynek
rendje a meilegessédt valo 0 — /2 eltérés nagysagrendje. Ebbencaz ¢ — 2 |0| paramé-
terben elé rendig a (4.5) egyenlet

S DS
DZS tan |6] — D: tan (& — |6])

D
+etan |6 (s tan 5 + Dls tan |0|) +0 () .

S

0 = tan|f| —stanf —

A tan (§ — |0]) tag sordban az éigend( jarulék/ cos? |0|. Az utolsé tag elé rend(i kozelitését
ugy kapjuk, hogy kicseréljuk-t nulladrendt kdzelitéséveltan 8 = tan |0|—2 (D;s/ D;) tan |6,
igy € (D;/D,) tan? |0|-t kapunk. Had| kis szdg, ezt a jarulék elhanyagolhatéedzos? |0| tag-
hoz képest. A megmaradé tagok a Virbhadra-Ellis lencsedgiat adjak:

0 = tan|f| — tan (sf) — l;ls [tan |0 + tan (6 — |6])] . (4.8)

s
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A (4.8) egyenlet kis latsz06 szbgekres- 2 |0| rendl hibaval érvényes. Azmennyiség 0 ha
O, L ésS kollinearis 3 = 0) és azS, O pontok helyzete szimmetrikus-hez képest. Tehéat az
varhaté, hogy a (4.5) és a (4.8) lencseegyenletilepdlzései annal inkabb eltérnek egymastal,
minél aszimmetrikusabb az S és O elhelyezkedése L-heztképes

Adott 5 forras helyzethez a képek helyzetét a lencseegydnléthas elhajlasi sz6g képle-
tébdl allé egyenletrendszer megoldasaval lehet kiszamolni.

4.1.2. Atbmeg és arapalytoltés paraméterben masodrendéricseegyenlet

A képek helyzetének megtalalasahoészior a (4.1) sort be kell helyettesiteni a (4.5) egyen-

letbe. Azutan a gyenge lencsézés feltedekbvetked kozelitéseket el kell végezni.
Az alabbi alternativ paramétereket vezetjik be:

m - q

f ) n= ﬁ )

aholL = D,D,/D;;. A (4.5) egyenlet jobb oldalat sorfejtve, mindkét param#ta masod-

rendll pontossaggal

£ = (4.9)

0= Lo+ &L1o + iLo1 + £2Lag + &iL11 + 77° Loz (4.10)
adodik. Az egyutthatdk
Ly = cos?0 (tanl|f| — stanf) ,

L
Ly = —4cos|d| (sﬁtanﬁ—kcot\ﬁ\) :
l
3r L L
Ly = ID cot |0 <SE tanﬁ—l—cot\9|) ,
L L
Lyy = 1D, — cot |0 s— tan 5 (32 cot || — 15m) — 32 — 157 cot |0
L? 0 L
Ly = ——; COS| | —tanﬁ (37 cot |f| — 16) — 3w — 16 cot |6
 DZsin? [0
3m L? cos |0
L = —t 6 t 16| — 35) — 6m — 35 cot |6 4.11
= S LSO ot oot ]~ 35) - 67 — 350 @ @.11)
Az Ly nulladrendl egyutthatébdl latszik, hogy a fekete lyukng@ban (» = 0 = ¢) nincs

elhajlas ¢ = j3).
A Schwarzschild lencsézés esetét a (4.10) egyedllath; = 0 feltétellel, azz-ban az elé
rendet megtartva kapjuk:

0 = cos |6 [cos 0] (tan |0 — stan ) — 4& (cot 6] + 3% tanﬁ)] : (4.12)
!

A B = O(0) ése = O(0*) feltevésekkel, a3 ésf szogekben UGjabb sorfejtést végezve a
Schwarzschild lencseegyenlet adodik

0=0*—po—4:=S. (4.13)

HaO, L ésS egyarant az optikai tengelyen helyezkedik el, akkor a nogoaz Einstein gy(ri
sugara
Op = 2842 . (4.14)

Egy hipotetikus negativ tomegl Schwarzschild lencseaé&zikét képet hoz létre [96], feltéve
hogy (4.13) diszkriminansa pozitiv. Ekkor azonban mindééqt pozitiv latsz6 szogl. A két
kép egybeesik, ha a diszkriminans 0. A képek a 4.1 brarati.
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4.1. dbra. Ha a lencsézést a tomeg hatasa dominalja azyaddtgsdisel szemben, akkor a képek
hasonloan keletkeznek, mint a Schwarzschild esetlpen. 0 a forras valodi helyzete. (a) A
Schwarzschild fekete lyuk altal keltétképek,5 egységben mérve. A lencsétagaraméterrel
jellemezziik,3? egységben. Ha a tomeg pozit& £ 0) akkor két kép keletkezik, egy-egy az
optikai tengely felett és alatt. Ha< 0 akkor mindkét kép az optikai tengely felett talalhatd. Az
£ = —[3?/16 tomeg értéknél a képek egybeesnek. Tatgess—ra, a nagy negativ tomegekre
(£ < —B%/16) nem johet létre kép. (k) azs ésp fuggvényében. Ahogy csokken, a képek
nagysaga zsugorodik. A felulgt= 0 metszete szimmetrikus= 0 sikra, hiszen a metszet az
Einstein gyUrl sugarakat tartalmazza.
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4.1.3. Toémeg domindlt gyenge lencsézés(c?) rendig

Has = O (6?) ésij = O (0*) akkor azzij ésip” tagok eldobhaték a (4.10) lencseegyenletben. A
megtartottO (9) ésO (6*) tagok a

S n — 5&2
0= 7 + Yz (4.15)
ill.

0=06°— 6> — 426 + s (77 — 5¢°) (4.16)

kozeli lencseegyenletet adjak, ahol

3r L

=——>235. 4.17
7= D, > 2.35 ( )

Az (altalanosabb) = O (924) feltevés mellett, a (4.16) egyenlet utolso tagja pertudac
Schwarzschild lencsézéshez képest. Ezért a megoldasokat

0="00,[1+T (8,7 557 (4.18)

alakban keresstuk. A > Schwarzschild képek korrekcioi telatd;, 726,. A megoldasok

S1.27 (77 — 552)
T, = 7 . 4.19
YT 01, (<362, + 26615 + 42) (4.19)

(A pozitiv és negativ képek indexeit éDgleit azs; =sgnf; = +1, sy =sgnfy = —1
megallapodassal tarsitottuk 6ssze.) Két kép keletkezkyak helyzete

51,2 = thoF A2, (4.20)

v (7 —5¢%)
e T — _ 4.21
Ao S1201271,2 30, + 82 ( )

Az (4.21) korrekcié el§ alakjabol a Reissner-Nordstrom fekete lyuk lencsézésauato [75]
cikk (21) képlete d@allithatd: az atalakitas azt = 6,,/0p, :cg = 012/0g, y = [/0g,
dry = v (b€ — 1/€) /405 jeldlés cserékkel lehetséges (az emlitett képlet bal atdtlalhatd
1 index egy eliras). Eredménylink azonban altalanosabbernisegativ arapalytoltésre is ér-
vényes, aminek nincs megfelge az ARE-ben. Az4,, masodik alakjat ugy kapjuk, hogy a
612 szogben négyzetes tagot kikiiszoboljuk a (4.19) megoldaspb13) Schwarzschild len-
cseegyenlet segitségével.

A 5 = 0 kollinearis esetben megjelértinstein gyirl sugara

Oy = 05 — % (ﬁ . 55) . (4.22)

£
A (4.18) feltevest igazolja, hogy a (4.21) és a (4.22) médstatija af, » Schwarzschild képek-
hez képest egy renddel kisebb, azags?) rend(i korrekcidk.
Nagyitasok

A (2.39) Schwarzschild nagyitasok korrekciéit Ugy hatatdzmeg, hogy kiszamoljuk a (2.38)
determinans reciprokat a (4.20) képek ismeretében.

A28+ 5«41,2) i @Am (612 F A )
tho 8+ B012 B B0 + 8¢ .
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4.2. dbra. A képek tavolsaga, nagyitasai és a nagyitasoiaasd /0 normalt forras helyzet
fuggvényében. A perturbalt esetet folytonos vonallal, lav@&zzschild esetet szaggatott vonallal
abrazoljuk. A paramétereket Ugy rogzitjik, hogyiy — 52%) = 107163, igy 7 — 5% > 0. A
B/0r = 0.8 értéknél a gorbék felud lefelé haladva: a fluxusok aranya/i-, a kép tavolsag
0, — 52) /0g, a pozitiv képu; nagyitdsa, a negativ kép nagyitasa.

A kifejezésO () rend(i részes(= 0% /4 felhasznalasaval, I. (4.14))

205 A1 ) i A1267
28?3 + 60172) 0172 5 (29% + 60172) '

Az 4.2 abran a képek szogtavolsaga, nagyitasai és utobldaiaalathato a perturbalt és
Schwarzschild esetekben (a Schwarzschild esetre voraétwat I. még [5] 2.4 abra.)

Han — 5% > 0, akkor a képek tavolsaga a perturbalt esetben kisebb, niohwarzschild
lencsézésnél. A pozitiv kép nagyitasa elhanyagolhatéékigenh perturbalodik. A negativ kép
nagyitasa kisebb a perturbalt esetbery Au, €sfiy/fis fluxusok aranya egyre jobban kilon-
bdznek ahogys nd, az arany a perturbalt esetben nagyobb. A megfigyelésekpergjabil
ennek mérése a legalkalmasabb a kétféle fekete lyuk megbdtdetésére.

Han — 5% < 0, akkor az emlitett eltérések ellentétejelliek. A képek tavolsaga és a
negativ kép nagyitdsa nagyobb lesz, a fluxusok aranya kisebb

%71,2 = H1,2 <1 + ( (4.24)

4.1.4. Arapalytoltés dominalt gyenge lencsézé3 (1) rendig
Han = O (6%) akkor a (4.10) lencseegyeniét(7) rendig

3m L L
0 = cos®6 (tan|d)| —stan5)+ﬁ—ﬁ—cot|0| cot |0] + s—tanp | . (4.25)
4 Dl Dl

A 0 és3 valtozékban sorfejtést végezve a

0=0%—B6%+ syq (4.26)
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kozelit lencseegyenletet kapjuk. Ebben a kézelitésben tehatséeés nem fligg a tomégt
A harmadfoku polinom valos gyokeit keressiuk. A polinom Bigninansa

A = sijy (-B—g + @) . (4.27)

Egy valds gyok Iétezik amikah > 0, azazsi < 0 vagysi > 433 /27v. Az ellenked esetben,
amikor(0 < si7 < 433 /27~, harom valés gyok van (kbzuluk kétegybeesik, hai = 433 /277).

Az sn = 0 esetben nem torténik elhajlas. Az Einstein gylrl kelstkét a 4.1.4 szakaszban
targyaljuk, addig legyep # 0. Harom esetet kell elemezni.

sn < 0 tartomany

A (4.26) polinom egyetlen valés gydke

2
O = g + ?ﬁ coshw; > 3, (4.28)
1 270
Wy = garCcosh (s— ;%) , (4.29)
ami akkor es csak akkor egy kép latszoszoge, hadsgre s = —sgn1 teljesul. Mivel sgn

0,1 = +1, a képet negativ arapalytoltési lencse hozza letre. Aséadsi konfiguracio a 2.2
abran talalhato (a) tipus, tehat a negativ arapalytolt&shadnasonlo a (pozitiv) tomegéhez. A
0,1 kép negativ parjat, .-t azsij > 43° /27~ eset elemzése soran talaljuk meg.

s > 433 /27~ tartomany

Mivel si > 0, ezért sgit,, = s =sgn7. A (4.26) polinom egyetlen valos gyoke

s 2p 5
b2 = 33 coshw_1 < —3 (4.30)

tehats = —1 és a képet negativ arapalytoltési lencse hozza létré), igy(4.28) kép pérja.

0 < sij < 4/3% /27~ tartomany

A polinomokra vonatkozo éjelvaltasi szabaly alapjan paros szadmu pozitiv gyokaimarKét
pozitiv gyok létezik:

" 2 2
O = b + 2 cos | 1 + e (0,5) . (4.31)
3 3 3
" 620 2T
0171 = g —+ ? COS | Y1 — ? - (0, 6) . (432)
1 2 0 2
s = garccos <1 — ;s%) + ?ﬁ (4.33)

Mindkét kép a 2.2b abranak megféledzort kép. Az > 0 felteves miatt sgid,, = s =sgn
7, tehat ez a kép pozitiv arapalytoltésii lencse jelenlétgive Iétre. A0 < si7 < 433/27y
tartomanybart,, < 0,,, azj = 43°/27y értéknél pedigf,, = 6, = 253/3. A polinom
harmadik gyoke negativ:

r_ B 28 s
0,0 = 3 + 5 Cosp-1 € [—5, 0), (4.34)
amelyet negativ arapalytoltésii lencse hoz létré. A sy < 432 /27~ tartomanyban ez a kép a

6,1 parja.
Az 1 — 0 hataratmenetben a pozitiv képéoz tartanak, hiszen, — 0, ¢ — 27/3. (A
Schwarzschild lencsézésbenzaz> 0 hataratmenet viselkedik igy.)
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A képek helyzetének dsszefoglalasa

Az 7 arapalytoltés kilonbdztartomanyaiban a képek helyzetét az 4.3 abra mutatja be. Az
arapalytoltés djelétl fuggetlenll a képek szama kiettkivéve a mar emlitety = 432 /27
elfajult esetet, amikor a képek egybeesnek).

Negativ arapalytoltésii lencse eseten pozitiv, és az arapalytoltés nagysagatol foeg
a negativ kég,, vagy 0;72. (A coshx = cosir azonossag révén megmutathato, hqgy-

7 —iw_y. Ez azt jelenti, hogy,, és@i72 ugyanazt a komplex fuggvényt jeldli.)

Pozitiv arapalytoltést lencse eseté?ila 0;7'2 szort képek keletkeznek, a 2.2b abranak meg-
feleléen. A lehebség, hogy tobb ilyen tipusa fénysugar j6jjon létre, amelzekoti a forrast és
megfigyebt, onnan ered, hogy az elhajla®$eddik ha az impakt paraméter megkdozeliti a len-
csét. Ez a viselkedés analdg a negativ tomegl Schwardd$ehdse altal keltett szorassal [96].
Ugyancsak hasonlé a lencsét jell@nfizikai paraméter fefshataranak |étezése, amely a szérast

lehetvé ted legnagyobb értéki(,.. = 45°/27 a bran fekete lyuk esetében| .= 5%/16 a
Schwarzschild lencsézésnél).
Einstein gy(r(
A 5 = 0 esetben a (4.26) lencseegyenlet egyszerlisodik.
0= |6 +7y. (4.35)

Pozitiv arapalytéltésre nincs megoldas. Negativ arapiddre az Einstein gylrl sugatg, =

Y3 17|'? . Ez az eredmény @, , 6,; ést,, altaldnos képletekld is megkaphatd, & — 0 hatar-
atmenetben, al'Hospital szabaly alkalmazasaval;_. 0,,; = — limg_,o 0,0 = —limg_,g 9;72 =
0,5,

Nagyitasok

Az (2.38) Gsszefliggés alkalmazasaval a fentiekben meghzatéd,); », 0, , 0;7’172 képekre az
alabbi nagyitasok szamolhaték ki:

2 270, . 1+ 2coshwy;)?
Pz = 5 27937;]5453 (2coshwyy 1) sinhway + ( 5 £1) , (4.36)
nk
—2 —276] . 1+2cosp_ 2
M;ﬂ = = 279?’7—:553 (2cosp_1+1)sinp_1 + ( 5 ) , (4.37)
nk
" 2703 27T 27T
s = 45 g s (a3 ) <] (5 )
9 2
+3 ll + 2 cos (sol F ;)} : (4.38)

A 4.4 abran a normalt kep tavolsagok szerepelfigkegységekben, valamint a nagyita-
sok és a fluxusok aranya,3 6,z normalt forras helyzet fliggvényében, negativ arapasolt
esetén. A9, kép akkor jon létre hg < 0. A 6,, kép akkor keletkezik, hg < —43%/27y
(0, < —4'33/3), igy ekkor3/0,r < 3/4'/* = 1.8899, mig ad,, kép akkor jon létre, ha
—433 /27y < 7 <0 (—4Y3B/3 < —0,5 < 0), azazB /0, > 3/4Y3. Ezért a(0,, — 0,2) /0E,
[ty H2s €S g1 /12 Mennyiségek az dbran@6,, € [0,3/4"/%] tartomanyban talalhatok,
Mig (01 — 03) /Ones tin1s 11l €Spun /1ty @ 3/0,s > 3/4Y/3 tartomanyban. A Schwarzschild

36



10]
— ]
E 4
<
=
o o
5
15
-4 2 10
0 2 5
- 4 0 A (ad\
M[1014 p WO
b.) /

4.3. 4bra. Amikor az arapalytdltés dominal, két kép kelatkede ezek kilénbdznek a Sch-
warzschild eseft. (a) A képekd helyzete az; paraméter fliggvényében. Hia< 0, akkor
egy-egy kép az optikai tengely felett és alatt jon létre.7jHa 0, akkor mindkét kép az optikai
tengely felett talalhatd. A képek egybeesnekiha 4533 /27~. Han > 4433 /27~, akkor egy-
altalan nem johet létre kép. A szinek a kulonbézpletekkel megadott képeket kilénboztetik
meg, ezek a fliggvények egyetlen gorbévé kapcsoldédnak.d&dzeazn és as fuggvényeben.
Csokkerd 5-ra a képek 6sszemennek. A= 0 metszet az Einstein gy(r{ sugarakat mutatja,
ennek megfeléen szimmetrikus & = 0 sikra.
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4.4. abra. A képek tavolsaga és a nagyitasok a negativ wi@lpsd altal dominalt fekete lyuk
esetében, &/0,  fuggvényében. A felsfolytonos gorbe a pozitiv, az als6 a negativ kép nagyi-
tasa, aranyuk a szaggatott gorbe. A pontozott vonal a képelkstiga. A szinek megvaltozasa
apB/0,r = 3/4Y/2 értéknél a baloldal,, és a jobboldalt;, figgvenyek kozétti atmenetre utal.
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4.5. dbra. A nagyitasok aranya a normalt szégtavolsag &iggben, log-log skalan, az ar-
apalytoltés dominalt lencse (jeldlve azndexszel) és a Schwarzschild fekete lyuk esetében.

lencsézéshez hasonloan, a képek szbgtavolsaga és a flaxanghk a forras helyzetének szigo-
rian ndvekd fliggvénye, mig a nagyitasi téngdzcsokkennek. A5 = 0 érték felé kdzeledve
a nagyitasok korlatlanuldmek. A fluxusok aranya azonban 1-hez konvergal, amiker 0.

A 4.5 abra a nagyitasok aranyanak logaritmusat abrazoligrestein széggel normalt kép
tavolsag logaritmusanak figgvényében. Ha a képek tavaiseghaladja az Einstein sz6g kb.
2.5-sz0rosét, akkor a fluxusok aranya hatvanytorvényng&agimeskedik. Ebben a szégtavol-

sag tartomanyban tehat B

L <§) (4.39)
2 Or

érvényes. A 4.5 abran szeréiarakterisztikak alapjan a Schwarzschild tékhdnx = 6.22 +

.15, mig a (3.3) téridbens, = 2.85 & .25. Altaldban a lencsét nem latjuk, igy a latsz6 szogek

sem mérhdik kilon-kilon. A forras fényességét sem ismerjuk, igy ayftagok sem mérhék

kulon-kdlén. Amennyiben azonban a képek szdgtavolsagatiréjuk, akkor a nagyitasok

aranya és a képek szdgtavolsaga fuggvenyszerl kapasblatbatd, amit a (4.39) térvénnyel

dssze tudunk vetni Tehat a képek fényességeinek és sztggtgamak mérése lelieté teszi,

hogy kulonbséget tegyiink a Schwarzschild @8 a (3.3) térid kozott.

A 4.6 abréan a6, — 0.,) / (v7)"® normélt kép tavolsagok szerepelnekyj , nagyita-
sok és aﬂ;;l /;4;2 fluxusok aranyag/ (777)1/ ® fuggvényében, pozitiv arapalytoltési ill. ne-
gativ totmegl Schwarzschild lencse esetén. Mivel a megltigpozitiv arapalytoltés tarto-
many0 < 7 < 483/27v (igy 0 < (vi)"/? < 4'/38/3), a8/ (vij)*'* véltozé alulrél korlatos,
B/ (ym)'? = 3415,
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4.6. abra. Az (a) abran a képek tavolsaga, nagyitasai ésydtémak aranyas/ (777)1/ ® fugg-
vényében. A (b) abrdn a negativ tomegl Schwarzschild éehasonlé jellem lathatok,
3/2 (—&)** fuggvényében.
4.1.5. Arapalytoltés domindlt gyenge lencsézé&3 (%) rendig
Haij = O (6°) ész = O (#=*) , akkor azz* ései] tagok eldobhatdk a (4.10) lencseegyenletben,
mert magasabb rend(igk-nél. A (4.10) lencseegyenlél (7?) rendig
2 _ 4y
0 = cos” 0 (tanf — tan ) — 4 cosd 3—tan6+cot'9
m

4
~+~7 cot 0 (s cot 0 + 3—7 tan 6)
T

3 0 4
_# 7’ :1(1)12 9 [3_; tan 3 (6w cot @ — 35s) — 6w — 35s cot 0] . (4.40)

A 0 ésp valtozokban sorfejtést vegezve a

0 = 9—6+Sg—277+u(5,77,s,«9) ,
35573 2
u = - 0.2 @+Z/{3, (4.41)

kozeli® lencseegyenletet kapjuk, ali¢) az 6ssze® (6°) tagot tartalmazza:

204
3

422 A8 2P0 846

Us = 0 3 35w 37w03 | 9m2t

(60— B)* — (4.42)
Az Us-ban & tagokO («922), igy a (4.40) egyenletet a (4.26) egyenlet perturbacidjdea
kintjuk. Ezért a megoldasokat

0=0[1+T,(z7,s,5) (4.43)

alakban keressuk.
Har pozitiv, akkor jeloljuk a (4.28), (4.30), (4.34) fokuszZédtpeket( 0, ) , -szal. A fokuszalt
képek korrekcidi
2 _
(9W>:t u2 (87 17, s, (977>;|:)

291 — s (enﬁt
40
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a két kép he|yzet{5n) = (0,), [1+ (T;).]. Ha negativ, akkor jeldljiik a (4.31), (4.32)
+
szort kepekett, ), , -vel. A szort keépek korrekcioi
(en)iQ Us (57 UIES (‘%)1,2)
29m —s (en)iQ
a képek helyzete@n)1 , = (077)1,2 [1 + (7;)1_2} A (T,), és(T,),, tagok rendjeO (¢), igy

a(,). (T,). és (0,),,(T,),, korrekcidk valoban magasabb rendliek aizélszakaszban
kiszamolt latsz6 szogeknél.

(7:7)1_2 =

, (4.45)

4.1.6. A (4.5) lencseegyenlet és a Virbhadra-Ellis lencgpenlet 6sszeha-
sonlitasa

Az Us-ban szeref tagok kdzil néhany eltér attél, amit a Virbhadra-Ellisegjet sorfejtéséti

kapunk. EbBI az kovetkezik, hogy ezek a lencseegyenletek @8dK*) rendben egyeznek

meg. Azz = O (0?) ésij = O (6=3) minimalis feltevések lefedik az eddig targyalt 6sszes

esetet. Ezzel a feltevéssel a (4.5) egyenlet altalanojsdséa kapjuk© (6*) rendig:

0= LY 4 Lo 4 gLl 4+ 2 LECF + enL{C" + 2 LIS (4.46)
a kdvetkep egyutthatokkal

e - 01

(20+ ) (0 — ﬁ)}

3
4 2 85
pien — 2 4 2 (59 - 22
10 0 + 3 < T 9
wen S0 2sy 290
t = w5 7% )
sy 32y 4~ 1057y 270
Sl ek Y (it 1- ==
20 iz 37r9< 370 ) T 3 70 )
pHGH  _ 25672 165> - 4B\ 12877 - 8v3
1 9m203 3w h? 3ml 9720 3w )’
355y3 293 4.3 35573 4~vp
LieH = — 1-— L, 4.47
02 9r20* 3763 30 + 277202 w0 ( )
A hasonl¢ sorfejtés a Virbhadra-Ellis egyenletre
0= Ly" +eLyy + Lyt + &Ly + enlif + Ly . (4.48)

Az egyutthatok

6? 240

Ly" = (9—ﬁ)<1+—+53+ 5) :

4 1446
o = -5
ve _ S 4sy
b =t

sy 64y 20svy
LVE - _ o
20 # 316 3
VE _ 25672 32sy? 1282
n = -

9203 3w 62 3m20
355y3 493 175873
Lt = — — : 4.49
02 9204 + 3rh3  27Tm2H2 ( )
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4.2. Er0s gravitacios lencsézés arapalytoltési fekete lyuk je-
lenlétében

Ebben az alfejezetben az az alapfeltevésiink, hogy a Gateggban elhelyezkédszuper-
massziv fekete lyuk olyan gravitacios lencse, amelyet 3) (@etrika jellemez és nemnulla
arapalytoltése van. A (3.3) fekete lyuk lencsézési tulagdmait az arapalytoltése nem csak a
gyenge lencsézés soran moédositja a Schwarzschild lerzcképest, hanem azé@s lencsézés
soran is. Még akkor is, ha a mérések a Schwarzschild lencdellebmegegyez eredményt
adnak, a m&mdszer hib4ja megengedi, hogy a lencsének nemnullalgt@psse legyen.

A 4.7 bran lathatd 1-hurkos fotonpalyakkal foglalkozuekat az elg relativisztikus Eins-
tein gylrd sugarat tanulmanyozzuk. Bibkezetink le kényszert az arapalytoltésére.

Megfigyelési szempontbdl a Galaxis magja nehezen bontleatoEnnek 6 oka a forra-
sok dsszeolvadasa. A fényt eln§ejaz és por miatt ismereteink nagyrészt radio és infravords
megfigyelésekdl szarmaznak. A kdzéppontban taladlhaté szupermasszétefdkuk tdmege
4.31 x 10° M, tAvolsagas330 parsec (pc). A legbefs).01 pc sugari tartomanyban kb000
naptémeg (M) hideg sotét anyag é€00 M. kompakt csillagmaradvany talalhat6. 0204
pc sugaru tartomany a Sgr A* csillaghalmaz, amely B tipudiagekbol all. A [0.04 pc, 0.5
pc] tavolsag tartomanyban Wolf Rayet €s OB orias csillagdidhhatok. A fekete lyuk forog,
perdilete és tdomege hatassal van a kordyestllagok mozgasara. Ezeket a paramétereket a
csillagok palyajanak megfigyelés@y76], [77] meg lehet hatarozni [78], [79].

A fekete lyuk és kdrnyezete megfigyelésére alkalmas leszA&MBR interferométer, amely-
nek terveit a [80] publikacio tartalmazza. A tervek szeai@RAVITY a Very Large Telescope
négy tavcsovet interferométerként fogja hasznalni, a lkizeavoros tartomanyban. A tudo-
manyos ceélok kozott szerepel tobbek kozott a fekete lyuldlkésillagok palyajanak megfigye-
lése [80]. Az interferométer asztrometriai pontoss&gyanikroivméasodperci(as) a K savban
15 magnitudéig:

ABO =12 x 1075 as. (4.50)

A [81] cikkben a gyenge lencsézést végzupermassziv fekete lyukrdl felteszik, hogy ar-
apalytoltése van. A képek helyzete és nagyitasa a toltékesb fliggvényének bizonyult. A
[72] cikkben ebs lencsézést tanulmanyoztak. Meghataroztak azt a szégdughol a masodik
€s magasabbrend relativisztikus képek dsszeolvadrmdknek a képeknek a szégtavolsagat
az el$ relativisztikus kégil szintén megadtak. A [82] cikkben az &l6s méasodik relativiszti-
kus Einstein gyUri{i sugarat és nagyitasat hataroztak dgkete lyuk korll kering S2, S6,
S14 csillagok el8 relativisztikus képét a [83] cikk elemzi.

4.2.1. Null geodetikusok és relativisztikus Einstein gyiilk gombszimmet-
rikus, sztatikus térid6ben

A gdmbszimmetrikus, sztatikus tédidltalanos alakja
ds® = gudt* + g, dr® + goedf? + g, dp* . (4.51)

A tovabbiakbarygy = 12, g,, = r?sin*0. A mozgésokat & = /2 egyenli6i sikban tanulméa-
nyozzuk. A mésodrend radidlis geodetikus egyenletsekédjik az el§ rendi null feltételre

dt\> dr\? dp\?
0= gu d_p + Grr % + Gy % )

ahol p a gorbe paramétere. Mivel a metrika nem fligg é@s ¢ koordinataktol, a geodeti-
kus egyenletek két mozgasallandot adnakLaz g,.,.dy/dp fajlagos impulzusmomentumot
[hoss?]; és azF = g,dt/dp fajlagos energiat [hos$k
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4.7. abra. A foton palyaja ag forrastdl azO megfigyebig, mikbzben egyszer megkertiili az
L lencsét, ay = 0, Dy, = 8600 pc, Dis = 10 pc valasztasok mellett. Az (a) abran a teljes
geodetikus lathato logaritmikus skalan. A (b) dbran a héokornyezetének nagyitasa lathato
linearis skalan.

A null feltételben azr tagg,, (dr/dp)? xL?/g2,, att éspyp tagokE?/ gy €SL?/ g,,, tehat

E? dr\? L? L2

Gt dp <,20<p Yop

Az egyenletet atrendezve a foton pélya alak egyenletétikapj

1/2
ﬂ = 4+ Yo Egﬂ -1 (4.53)
d(p Grr L? —Gut . .

A + eljel azr (¢) palya bejov és kimeld szakaszat kilonbdzteti meg.

Olyan null geodetikus gorbét kerestink, amelyen a fotol§ éarrastél azO megfigyebig
halad, mik6zben egyszer megkeriliatencsét (4.7 abra).

A forras, a lencse és a megfig§elz optikai tengelyen helyezkedik élaz origbban var§
a(p=0,7= Dis), O a(p =m,r = Dy) pontokban. Az (¢) palya csokkea fuggvényr =
Drs-t6l egy adottr = r;, tAvolsagig, azutan névelw = Dy-ig. A minimalis megkozelités
tavolsagat a

dr
> min) — 0 4.54
o (¢min) (4.54)

egyenlet definialja. A keresett 1-hurkos palyap aolarszdg teljes megvaltozaSaol O-ig
T+ 27,

A tovabbiakban az? = r/m dimenzi6tlan koordinataval dolgozunk. A keletkekzépet
el relativisztikus Einstein gy(rlinek nevezzik, ennekasagaz el8 relativisztikus Einstein
sz0gOg. A Of szog definicié szerint &0 optikai tengely és a® () geodetikus gorbé/0p
érintbjének szoge a® pontban.Og-re képlet vezethétle abbdl kiindulva, hogy/dR vektor
(az optikai tengely irdnya O-ban) é®adp érintd bels szorzata kétféleképpen szamolhatd ki.
A bels) szorzas definicidja alapjan

IR\’ o\’
cos O = \/gRR\/<a_p) 9RrR t+ <8_§) Jpyp COS OF .

Az érintd felbontasa a polar koordinata rendszerben

9 0 _ 9 (0RO 9p 0\ _0RI 9 _OR
R Op OR T 9poR OR  op It

2.9
OR 9

o119
OR||0p

p R | Op oy
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A jobb oldalak egyerik, igy
1/2

2
dR
%—gﬁ/gRR (@) 9RR

Of = arccos - - = arccos 5 . (4.55)
dR
\/<?9_};) 9RR + <g_£) Yo (‘W’) 9rR T+ oo

A (4.55) képletben minden figgvénynek az O pontban felvétkét tekintjik.

4.2.2. Az el$ relativisztikus Einstein gy(ir{
A (4.53) pélya alak egyenlet a (3.3) metrika behelyettesitél a

arR _
dy

E'm 2 1/2
(T) R'-R2y2R— %] (4.56)

alakot 6lti. L/mE a dimenzibtlan impakt paraméter. A dimenzioétlanitott mmalis megkozeli-
tési tavolsag B, := mmin/m) a szogletes zardjelben lathatd negyedfokd polinom leguialyy
gyoke. Az Einstein szdg (4.55) képlete pedig a (3.3) téyah

F(Ef%) (1—2—”}1%)] . (4.57)

A csillagszer( forrast az optikai tengelyre helyezzikjtarszupermassziv fekete lyuk és
a GALAXY interferométer definial.L/mFE minden értéke azl, 10] intervallumban megha-
taroz egy null geodetikust, amit az (4.56) egyenlet numsrilejlesztésével éllehet allitani.
Az értékek tobbsége nem vezet olyan gorbéhez, ami megéedadfi €sO pontok &ltal adott
hatarfeltételnek. Ezért/m E-t "finomhangolni* kell ahhoz, hogy olyan gérbét kapjunk,edyn
a 4.7 abranak megfelel, azaz atmegy az S és O pontokon, é&eegysgkerili a lencsét.

A numerikus fejlesztés soran - adatte [—5m?, + 2m?| és Drg €[10 pc, 10° pc] pa-
raméterek rogzitése utan - a fotdn,s/m tavolsagar,,,-re csokken, majdy, /m-re . A
numerikus integralas eredménye a foty polarszog valtozasa. Az/mFE = 10 értékkel
Ap > 3m adodik. Ezértl./mE értékét addig csokkentettilk, amigha = 37 4+ 10~!2 ered-
mény allt eb.

A megfeleb L/mE értéket végul behelyettesitettik a (4.57) képletbe, éakisltuk a
rogzitettq és Dy s paraméterekhez tartoz6 Einstein sugatat,—= O (Gmin, Drs)-

Of = arccos

4.2.3. Keényszerek megallapitasa az arapalytoltésre

A ¢uin €Sqmax KéENyszereket a (4.50) mérési hiba alapjan hatarozzuk n&gh)warzschild eset-
ben varhat®g (0, Ds) = 26 pas Einstein sugar ismeretében. A 4.1. tablazatbém @, Dy s)
erték ag = 0 arapalytoltéshez tartozik. A tablazalas = 10 pc valasztas mellett késziilt. Az
arapalytoltés megengedett ertékei teBat0, D1 s) £ AO Einstein szdg intervallumba esnek.
Ezértgui, €Sqmax definicidja

O (Gmin, D1s) = ©Og(0,Dis) + AO ,
Ok (¢max, Drs) = Og(0,Drs) — AO. (4.58)

Az el relativisztikus Einstein gy(r( sugaranak vizsgalatawgpermassziv fekete lyuk arapaly-
toltésére a
q € [Gmin, Gmax) = [—1.815, 0.524] x 10*° m?
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4.1. tAblazat. A GALAXY mérési pontossaga altal megendeitstein sugar értékek (1.
oszlop), és az ezeknek megfeleltetett arapalytoltések (dszlop), haDs = 10 pc. 2. oszlop:

a minimalis megkozelités tavolsaga, 3. oszlop: lUtkozésimpéater, 4. oszlop: a horizont sugara,
amennyiben a horizont létezik, vagy csupasz szingulafitss.

O T o W q 7
pas [10%° m?]

38 49 7.7 33 -1.815 -4.5
34 42 6.7 28 -1.008 -2.5
30 3.7 61 24 -0491 -12
26 3.0 52 20 0.000 0.0
22 25 44 16 0.148 0.3
18 19 38 11 0.268 0.7

14 14 32 n.s. 0.524 1.3

4.2. tablazat. A tdmeg négyzetével normalt arapalyt@tgsnatkozo kényszerek dsszehason-
litd tAblazata. 2. oszlop: a Napra érvényes kényszer, apgiitiélium precesszidja alapjan.
3. oszlop: keths neutroncsillagok oszcillacioja alapjan. 4. oszlop: atrmcsillagok kom-
paktsagi hatara alapjan. 5. oszlop: az altalunk szamoltdaem a szupermassziv fekete lyuk
(SMBH) lencse esetében.

Egitest Nap ketisn. cs. neutroncsillag SMBH
la/M?[ e 0.003  2.339 227.647 4.485

kényszert adja.

Egyéb égitestekre megallapitott kényszerek a kévélkeA Napra vonatkozo legésebb
kényszert a Fold perihélium precesszidja szolgaltatja< 6 x 103 m? [48]. A [47] cikk a
kettds neutroncsillagok oszcillaciéjanak modelljgila |¢| < 107 m? kényszert allapitja meg.
A branon |é¥ neutroncsillag allapotegyenlete alapjan, az egyertteteitans sirliségi atlagos
tomeg(i neutron csillagra alkalmazva a branfesziltségres x 108 MeV* [97] adddik. Ebidl
a neutroncsillag felszinéhez illesztett (3.3) metrik&dd arapalytoltésére a9. 730 x 108
m? < ¢ < 0 0sszefliggés adodik.

A Naprendszerben a fényelhajlasi sz6g vizsgélatabol kapayszer a Naprigy| < 2. 966 x
10° m? [46].

A q/m? dimenziétlan mennyiségre vonatkozé kényszerek nem teki#nét olyan sok nagy-
sagrendben, mint @ra érvényes korlatok. A 4.2. tablazat ezeket a normalt &&eneket mu-
tatja be.
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5. fejezet

A Kehagias-Sfetsos fekete lyuk gravitacios
lencsézeése

Ebben a fejezetben a (3.5) metrik4ju Kehagias-Sfetsodddiak altal keltett képeket fog-
juk tanulmanyozni [3]. Az 5.1 4bra a 2.2a abranak megbelanfiguraciot abrazol, és a
b = Dy sin |0| impakt paramétert is feltiinteti. A lencsézés geometrjgjigemzo, a 2.2. al-
fejezetben bevezetett jeloléseket alkalmazzuk. Ebbejeaeben a& = 1 = ¢ egységekben
dolgozunk.

A (4.8) Virbhadra-Ellis lencseegyenletet hasznaljuk. 4yenletet az irodalomban gyakran
alkalmazzak a relativisztikus lencsézeés vizsgalataradis. elhajlast az egyenbi sikon elhe-
lyezked, végtelenbl induld és oda visszat&@mull geodetikus tulajdonségai szolgaltatjak. A
palya alak egyenlet integralasa elliptikus integralraet¢24]:

1/2

1 rr

0 (Tmin) = 2/ - grr (1) 5 dr — . (5.1)
Tmin T 9tt(7“(mi)n) <L> -1

get(r Tmin

Az rmin minimalis megkozelités tavolsaganak definicioja (4.54) oA= arcsin(rmin/7) Valto-
zbcsere eltavolitja (5.1) integrandusabdllraz r,, pontban 1é% szingularitast. Ez lehévé
teszi a numerikus integralasty(:= rmin/2m):

w/2
5 (z) = 2 /O
(5.2)

Az wy — oo limesz a Schwarzschild elhajlasi széget adjay@z> 0 hatareset nullat. Ha pedig
m = 0, akkory = 0, flggetlenulo értékédl. Az m, xy ésd (ro) mennyiségek azonosgellek,
a Schwarzschild lencsézéshez hasonléan.

A [46] cikk logikajat kévetvery,, definicigjat felvaltjuk egy algebrai egyenlettel. A null
geodetikusok Lagrange fliggvénye az egyénfitkon

—1/2
8 (sin® a — 1) (tan? o + 1) woo /

1+ dao — 7.

1/2

(16wdzg + 8wozo sin® oz)l/2 + (16wzg + 8woxo)

2L = gy (r) 12 + gop(r)i2 + 1% =0, (5.3)

a pont a gorbe paramétere szerinti derivalast jeloli.é& ciklikus koordinatak az = — gt
és L = r’p mozgasallanddkat adjak. Ezeket visszahelyettesitve3a €gyenletbe, a palya
egyenlet az, = r~! valtozéban

E 2
grru/ = gt_tl (_) - u2 5 (54)



a vessd derivalast jeldlp szerint. Az 1, helyen, a (4.54) egyenlet alapjan

L 2
0 = (E) get (Tmin) + Tmin » (5.5)
0 = gy (rmin) D7 sin® 6 +12. . (5.6)
A képek helyzetét a (4.8), (5.2), (5.6) egyenletrendszerarikus megoldasa adja.
I

N L o]
5.1. &bra. A gyenge lencsézés geometriaja pozitiwszo6 szog é§ elhajlas esetén.

5.1. AKképek helyzete a Kehagias-Sfetsos ténbten

A tomeg helyett az = m/d, a HL paraméter helyett & = 1/wd? dimenziétlan paramétert
hasznéljuk @ = D Ds/Dys). Ezek a paraméterek igy a lencsézési geometriardl is hoattoz
informaciét. Af/5 ész/3? normalt paraméterek bevezetésével (feltéve, hdgy 0) pedig
eredményeink fliggetlenek lesznek #orras helyzet dnkényes megvalasztasatél. A paraméte-
rekre fennall, hogy

W = £, (5.7)
kovetkezésképpen a (3.7) fekete lyuk feltétel kifeje@het

(NN

g2 > (5.8)
alakban.

Negativ lencse tdmeg eseténnem lehet tetslegesen nagy, meg, < 0 miatt 1 +
4m/wrd > 0. Ezért

X < ACt — i ("’2‘”)3 (&) . (5.9)

5.1.1. Einstein gy(rik keletkezése

Einstein gyir( keletkezik, amikor a forras, a lencse ésgfigyeb az optikai tengelyen van.
A (4.8), (5.2), (5.6) egyenletrendszer numerikus megal@ss = 0, s = 1 feltevés mellett a
(0g, min/d, 0) Szamharmast adja az2s\ paraméterek fiiggvényében.d Einstein szogeket
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5.2. &bra. Az Einstein gy(r{ sugaraameg paraméter €snormalt HL paraméter fiiggvé-
nyében, a Kehagias-Sfetsos téien, aD;s/D; = 2 valasztas mellett. HA — 0 akkor a
Schwarzschild eredményt kapjuk.ndvekedésével a metrika sikka valik, igy az Einstein sz6g
0sszemegy.
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a) b)

5.3. bra. Az (a) abran a képek helyzete latlzate? éslog ) fuggvényében, hd,s /Dy = 2.
A felllet harom részl all: a fokuszalt pozitiv képek (piros), a fokuszalt nég&iépek (kék),
a szort képek (zold)A ndvekedése soran csak a pozitiv kép marad meg. Nagyonaegga
metrika kisimul, az elhajlas megsziinik. A (b) abrah-a> 0 Schwarzschild hatareset talalhato.

a 5.2 abra mutatja be, A5/ D; = 2 konfiguracié esetén. Ha — 0, akkor a Schwarzschild
lencsézésre jellendzfél-parabola alaki metszetet kapjuk. Rogzifethellett, ahogy\ nd, a
fél-parabola 6sszecsukodik, jelezve a gravitacié csodkén Ha\ a végtelenbe tart, akkor
0r — 0. Adott tdmeg és lencsézési geometria (aaz /D, arany) esetén az Einstein szogek
a Kehagias-Sfetsos téfiden minden\-ra kisebbek a Schwarzschild értéknél.

5.1.2. Keépek keletkezése

Altalanos 3 > 0 helyzetii forras esetén, az egyenletrendszer megolddsarm/d, ). A
képek helyzetét az 5.3 dbra mutatja. A felllet harom résa&mkdd tipusu képek vannak. A
fokuszalt pozitiv képek a fels piros feliileten. A fokuszalt negativ képek az alsé, kékéeen.
A negativ tdmegl lencse altal szort képek a kdodépsld feluleten.

Afelulet A = 0 metszete (mely szigortian véve csak limeszként létezik, afeliilet nyitott)
egy parabolikus él. Ez az él dbrazolja a Kehagias-Sfetsol®t8chwarzschild hatéresetében a
képek keletkezését.

Ahogy ) nd, a képek kdzelebb keriilnek a tengelyhez. Az also felikeéies széle van,
amikorA — O (1073). A X tovabbi névekedésére a tédidik lesz é¢/5 — 1, azaz nem torté-
nik elhajlas. A negativ képek hirtelen eltlinéaétovelésekor gy magyarazzuk meg, habél
a o (rmin) fuggést vesszuk szemugyre (5.4 abra). Mindehoz létezik egy maximalisnax,
amely egy megfelél r.-hez tartozik. Minden sugar, amely;-nél kézelebb vagy tavolabb
kdzeliti meg a lencsét, kevésbé térul el, mintggtavolsdgban megtérsugar.

A negativ képeket |étrehozé sugarakmeagyobb, mint a pozitiv képekért fetel sugarakra,

l. 5.5 dbra. Minden tdmeg és lencsézési geometria eset@miwabnw-ra még a hozza tartozé
dmax S€M elegendken nagy, hogy az optikai tengely alatt; tAvolsagban elhalad6 fénysugar
eljusson a megfigyéhtz. Ezért negativ kép nem jon létre, |. 5.6 4bra.

49



5.4. abray logaritmusav és a minimalis megkozelités tavolsaga fuggvéenyében. Adzahw
tartomany megfelel az 5.3 abkatartomanyanak. A lencse tomeg@s84 - 10'* méter,Dg =
4.190 - 10% méter ésD;s/D; = 2. Mindenw-hoz létezik egy maximalig.ax, amely egy
megfeleb r.ii-hez tartozik. A kritikus-¢; tavolsag csdokken hand. Minden sugar, amelyq-

nél kézelebb vagy tavolabb kozeliti meg a lencsét, kevéstig €l, mint azrq;; tavolsagban
megtoo sugar.

5.5. dbra. Az (a) és (b) sugarak, a hozzajuk tartoz6 pozgtimegativ képpel {Iés }). Az
elhajlasi szogekré;) > d(,) érvényes.
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5.6. abra. Valamelyw-hoz elegenden kicsinydnax tartozik, hogy a fel kép (c) létrejon, de
az als6 nem, mert az (e) sugar, amely-nél halad el, az optikai tengelyt a megfigyehogott
metszi. Minden sugar, fuggetlentl attél, hogy,a-juk kisebb (d) vagy nagyobb (f) mint,i,
még tavolabb metszi a tengelyt.

5.2. Kényszerek megallapitasa a Hava-Lifshitz paraméterre

A Large Synoptic Survey Telescope nagyszamu gravitaciaskegalaxis felfedezését tette le-
hebvé [85]. A Sloan Lens Advanced Camera and Spectrographe@(8LACS) majdnem 100
lencse galaxist észlelt és mért [86]. A legttbb lencsét aGEMAdl a [87] cikk elemezte. A
lencse galaxisokat a Sloan Digital Sky Survey (SDSS) spskkopiai adatbazisabdl szelektal-
jak. A kivalasztas azon alapul, hogy az égen egy adott irdmggy tavolabbi (vorosebb) és egy
kozelebbi (kékebb) galaxis észlelbet

5.2.1. Kényszerek gyenge lencsézésb

Ebben a szakaszban a gyenge lencsézés soran kél&ikestein gy(rlik vizsgalata alapjan alla-
pitunk meg kényszert a HL paraméterre. A HubBieaves képein az Einstein gyf(iriik sugarait
mérni lehet, a megfigyelt sz6gek[@69 as, 1.78 as| intervallumba esnek. A mérésekhez az
ACS-WFC (Advanced Camera for Surveys, Wide Field Channmtydrat hasznaltak, amely-

nek pixelmérete 0.048s [88]. Ezért rogzitjik a szégméres hibajat:

A6 = 0.049 as. (5.10)

A A0 pontossagu meéréssel természetesen nem lehetséges\asatilatis képek vizsgalata,
hiszen ezek szbgatni@e tobb nagysagrenddel kisebb, mint a gyenge lencsézés keletked
képeké. Ezért volt sziikség a (4.50) pontossagra a 4.2 zitben.

57 lencse galaxis fotometriai és spektroszkopiai méraseepelnek a [87] cikk 1. tablaza-
taban. Tobb-szin fotometria és kilonféle lencse modellekmazasaval a cikk tanulmanyozta
a galaxisok felépitését a vilagito és a sotét anyag aramyammtjabol.

A A6 mérési hiba lIétezése megengedi, hogy a HL paraméterrelljenrez w € (wmin, 00)
kényszer. A kritikuSumin also hatar ad g (wmin) = 0g,scn — A Osszefliggésnek tesz eleget.
0k s, az Einstein sugar Schwarzschild értéket jeldli (amely tioipssagi megfontolasbdl a
lim,, . 05 (wmin) hatarértékkel azonos). A kényszert kielédiirmelyw-ra az Einstein szoget
megfigyeléssel nem lehet megkulonbozténk.,-tol.

A 5.1 és 5.2 tdblazat szerkezete a kdvetkexz 1.-3. oszlopok a [87] cikk 1. tdbldzatabdl
szarmaznak. Az 1. oszlopban felsorolt galaxisok altakkeott Einstein gylriik szégsugarai
a 2. oszlopban talalhatok. A 3. oszlop d2; = D60y effektiv Einstein sugaron belll |16v
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5.1. tAblazat. 1. oszlop: lencse galaxisok. 2.-5. oszlpjkstein sz0@, lencse tdbmeg az
Einstein gyUrGben), Dy s. 6. 0szlop:rmin , 7.-8. 0Szl0pwmin, wo min-

galaXiS Ok M Dy, Dg T'min Wmin Wo,min
[as] | [10" Mc] | [Mpc] [Mpc] | [Kpe] | [10-* em™2] | [1071]
JO008-0004| 1.16 35 1172.743| 1708.956| 6.595 0.18942 5.0657
J0029-0055| 0.96 12 750.391 | 1622.253| 3.492 0.27033 | 0.84982
JO0037-0942| 1.53 29 669.889 | 1411.834| 4.969 0.34628 6.3576
J0044+0113 0.79 9 446.200 | 672.576 | 1.709 1.2219 2.1606
J0109+150Q 0.69 13 905.964 | 1291.699| 3.031 0.33425 1.2332
J0157-0056| 0.79 26 1276.277) 1618.923| 4.888 0.23749 3.5047
J0216-0813| 1.16 49 984.161 | 1289.158| 5.535 0.35670 18.697
J0252+0039 1.04 18 875.400 | 1644.710| 4.414 0.22816 1.6138
J0330-0020| 1.10 25 1020.790| 1676.984| 5.444 0.20053 2.7361
J0405-0455| 0.80 3 293.680 | 1555.222| 1.139 1.1703 0.22993
J0728+3835 1.25 20 696.489 | 1463.700| 4.221 0.32141 2.8066
JO0737+3214 1.00 29 964.236 | 1358.283| 4.675 0.30324 5.5673

J0822+2652 1.17 24 784.904 | 1372.544| 4.452 0.30991 3.8969
J0903+4114 1.29 45 1157.167| 1675.061] 7.237 0.19736 8.7248

J0912+0029 1.63 40 580.506 | 968.258 | 4.587| 0.60497 21.131
J0935-0003| 0.87 41 1013.21 | 1213.066| 4.274| 0.48386 17.756
J0936+0913 1.09 15 653.631 | 1366.016| 3.454| 0.36699 1.8026
J0946+1006 1.38 29 737.793 | 1388.471| 4.936| 0.32025 | 5.87966
J0956+5100 1.33 37 782.476 | 1217.394| 5.045| 0.37351 11.163
J0959+44164 0.96 17 775.156 | 1299.251| 3.608| 0.33752 2.1294
J0959+0410 0.99 8 465.339 | 1304.229| 2.233| 0.58732 | 0.82058
J1016+3859 1.09 15 592.045| 1171.202| 3.129| 0.47174 2.3171
J1020+1122 1.20 34 879.827 | 1326.068| 5.119| 0.31376 7.9181
J1023+4230 1.41 23 656.356 | 1470.562| 4.487| 0.34248 3.9551
J1029+0420 1.01 6 393.820 | 1394.687| 1.928| 0.73490 | 0.57756
J1100+5329 1.52 47 954.102 | 1584.325| 7.031| 0.22552 10.875
J1106+522§ 1.23 9 366.879 | 1119.963| 2.188| 0.90303 1.5968
J1112+0826 1.49 45 859.747 | 1408.858| 6.211| 0.28347 12.531

sotét + vilagitd tomeget tartalmazza. A [87] cikk 1. tabtaban talalhata;, lencse vorosel-
tolédéasokat s forras voroseltolodasokat atszamoltuk szogatmévolsdgokka (4. oszlop:
Dy, 5. 0szlop:Dys). Az atszamolas folyamanid, = 70 km/s/Mpc Hubble paraméterrel és a
Qx = 0.7, 2y = 0.3 kozmoldgiai paraméterekkel dolgoztunk. Az adatokbot gz tavolsagot
(6. 0szlop) €S aZmin, wWo min := (GM|um+dark/02)2wmin kényszereket (7., 8. oszlop) numerikusan
szamoltuk ki, az (5.10) méreési pontossag figyelembe vételév

5.2.2. Keényszerek relativisztikus lencsézésb

A Multi Adaptive Optics Imaging Camera for Deep Observatidamerat ugy tervezték, hogy
10~° as pontossagu asztrometriara legyen képes [83]. Ez avigkilius képek nagysagrendie.
Ezért kényszereket éllapithatunk meg a HL paraméterrévisletikus lencsézégh is.

A 4.7 abran lathatd konfiguracio alkalmas erre. Legyen askeracszupermassziv fekete
lyuk a Galaxis magjaban. A forrast helyezzik a Galaxis mékiklara, ugy hogy),; = 8.3
kpc ésDg = 2D;. A Schwarzschild esetben az 1. relativisztikus Einstetig$z557 - 10~°
as, a masodik.554 - 107° as [82]. AAfr = 1075 as mérési hibakorlat figyelembevételével
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5.2. tdbldzat. A 5.1. tAblazat folytatdsa. 1. oszlop: lergadaxisok. 2.-5. oszlopok: Einstein
sz0gfx, lencse tdmeg az Einstein gyUribdn;, D;gs. 6. 0szlop:rmin , 7.-8. 0SzIOp:wmin,

Wo,min-

galaXiS Or M Dy, Dg T'min Wmin Wo,min
[as] | [10° M.] | Mpe] | [Mpel | [Kpc] | [10 ™ cm 2] | [10
J1134+6027 1.10 13 548.213 | 1223.120| 2.924 0.49304 1.8190
J1142+1001 0.98 17 737.793 | 1264.429| 3.505 0.36081 2.2764
J1143-0144| 1.68 19 400.476 | 1111.614 3.262 0.79571 6.2708
J1153+4612 1.05 11 626.027 | 1593.810| 3.187 0.34366 | 0.90778
J1204+0358 1.31 17 580.506 | 1410.844| 3.687 0.41199 2.5993
J1205+491Q0 1.22 25 719.910 | 1233.014| 4.258 0.37895 5.1705
J1213+6708 1.42 14 455.803 | 1419.669| 3.138 0.7912 2.4779
J1218+0830 1.45 16 493.548 | 1487.965| 3.470 0.5017 2.8041
J1250+0523 1.13 18 762.845 | 1545.386| 4.179 0.27744 1.9624
J1402+6321 1.35 29 693.857 | 1233.014| 4.541 0.38808 7.1250
J1403+0004 0.83 10 650.899 | 1221.693| 2.619 0.41355 | 0.90280
J1416+5136 1.37 37 916.645 | 1555.865| 6.088 0.23665 7.0726
J1420+6019 1.04 4 250.179 | 1304.222| 1.261 1.6168 0.56474
J1430+4108 1.52 54 886.429 | 1351.555| 6.532 0.30198 19.224
J1436-0000| 1.12 23 886.429 | 1551.984| 4.813 0.24263 2.8020
J1443+0304 0.81 6 490.443 | 1139.617| 1.926 0.59752 | 0.46959
J1451-0239| 1.04 8 462.168 | 1285.325| 2.330 0.59786 | 0.83530
J1525+3327 1.31 48 1033.889| 1487.965| 6.566 0.25047 12.598
J1531-0105 1.71 27 568.859 | 1509.087| 4.716 0.40490 6.4438
J1538+5817 1.00 9 518.128 | 1299.251| 2.512 0.50680 | 0.89616
J1621+393]1 1.29 29 794.563 | 1381.108| 4.969 0.30476 5.5953
J1627-0053| 1.23 23 701.736 | 1290.430| 4.185 0.36381 4.2014
J1630+452Q0 1.78 49 801.749 | 1544.046| 6.919 0.26412 13.844
J1636+4707 1.09 18 752.893 | 1451.370| 3.979 0.29974 2.1201
J2238-0754| 1.27 13 499.736 | 1484.718| 3.077 0.49325 1.8198
J2300+0022 1.24 30 755.390 | 1208.707| 4.541 0.38187 7.5028
J2303+1422 1.62 27 554.146 | 1281.465| 4.352 0.46848 7.4556
J2321-0939 1.60 12 318.486 | 1300.500| 2.470 1.0661 3.3514
J2341+000Q0 1.44 22 642.666 | 1553.284| 4.487 0.33734 3.5644

abg(wmin) = Op.s., — A egyenlet megoldasa az alkalmazott numerikus pontossadeg40
cimalis szamjegy) erejéig mindkét Einstein gy(ir(i esetéby,, = 8.1315 - 102 cm2, ill.
dimenziotlanitvavg min = 0.3282.

Fontos észrevenni, hogy agmin kényszer kisebb 0.5-nél, ezért akar sérthetiis a (3.7}déeke
lyuk feltételt. Ezen lehéiség kizarasahozad mérési hiba kis mértékl csokkentése sziikséges
(és elegend). Ez a j6\Obeli méréstechnoldgian mulik. Mindenesetre az 5.1 ésdblazatok 8.
oszlopaval 6sszevetve lathato, hogy a relativisztikusdérés bevonasa a vizsgalatokba kb. 15
nagysagrenddel javitja az-ra megallapitott kényszert.

5.2.3. Osszehasonlitas egyéb jelenségékbzarmazo kényszerekkel

Az irodalomban szamoltak kényszereket a HL paraméterraasézéstl kilonbod effektu-
sokbdl is. A [89] cikkben a Merkar perihélium véndorlésau%ﬁ%n = 6.9 x 10715, a Nap
fényelhajlit6 hatasa azé{‘,?in = 1.1 x 1071, aradarvisszhang késésméﬁﬂ = 2x 1071 kor-
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latot adja. A [90] cikkben a HD209458b exobolygd palyapeuisabols”*" ") = 1.4 x 1018
adodott. A [91] cikkben radio interferometriabél@f ™ e [10715, 10~7] kényszert vezették
le. A fenti értékek 6sszhangban vannak az eredményeinkkel.

Erésebb kényszer szarmazik{*” = 8 x 10-1°) az S2 csillag keringéséba szuper-
massziv fekete lyuk kortl [92]. (Azonban még ez sem képedrkiz hasonléan az 5.2.2
szakasz eredményéhez - azt, hogy a Galaxis magjaban cssgagalaritas legyen, hiszen

w9 < 0.5.)
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6. fejezet

Gyenge gravitacios lencsézes'R
gravitacidelméletben

A gravitaciés meé Lagrange flggvényének modositdsa hatassal van a giésitancsézésre.

A [99] cikk altalanosf (R, Ry, R,,ap R P) alakd Lagrange fuggvénnyel targyalt lencsézést.
A modositott elméletek ARE hataresettel rendelkeznek.0®]tikk azt allapitotta meg, hogy
ha a tdmegpont potencidljat Yukawa tipusu korrekciéval osdtjuk, akkor a gyenge lencsézés
révén nem kilénboztethietneg a két elmélet.

Ebben a fejezetben a hatvanyfuggvény algkid) « R" (n pozitiv egész) gravitacidelmélet
keretén belll tanulmanyozzuk a lencsézeést [4]. Gyengeséadst vizsgalunk olyan kompakt
égitest jelenlétében, amelynek a t@jit azR™ elméletben vezettik le (3.3.1 szakasz). Ezt az
objektumot mar alkalmaztak a galaktikus rotacios gorbékneksére [67], [101]. A metrikét a
o gravitacié edbsség paraméter és aztavolsag skala jellemzi. Utdbbi a gyenge lencse feltevés
miatt nagysagrendekkel nagyobb a gravitacios sugarnat.. Amgaron kivil a gravitacié ér
sebb, mint ami a newtoni potencialbél kovetkezne (6.1 alifagrt a lencsézés megfigyelbet
kdvetkezményei eltérnek a Schwarzschild égett

6.1. Az elhajlasi sz6g

A [94] cikkben gyenge lencsézést vizsgaltak, amelybeneskenlyan pontszeri objektum volt,
amelynek potencialja (3.16). Az elhajlasi szdgre az alébliményt vezették le:

2Gm VTl —0o)T(1—0/2) ( b\’
o=z |! 2T (3/2 — 0/2) <FH ' (6-1)

A (3.16) potencial nem csaka= 0 (h=1) esetben egyszerlsdodik a newtoni értékre, hanem
akkor is har = r.. Az r < r. tartoményban a gravitacié gyengébb,raz r tartoméanyban
erdsebb. Az 6.1 abran & (r;0,r.) /@y (r) aranyt abrazoltule ésr fuggvényében, & <
o < 1, r > r. tartomanyban. Az. értékét ugy rogzitettiik, hogy egy tipikus spiralgalaxis
bulge sugaraval azonositottuk: &~ ., =3240 pc, ami megfelel &)?° m nagysagrendnek
[68]. Az m tdmegnek a tipikus bulge tdmeget adtuk értékkémjge = 10'°M1). Ezekkel a
valasztasokkal a gravitaciotaodik azr,,,. sugaron kivil a newtoni esethez képest. Ez egy
alternativ magyarazat a lapos galaktikus rotacios goehéksotét anyag helyett [69].

Hao = 0, akkor a Schwarzschild elhajlast kapjuls = 4Gm/c?b, ac — 1 hataratmenet-
ben pedig), ,1 = ds/2. A két szél§ eset kdzott @ szog viselkedését a 6.2 dbra mutatja. Ha
tetsdleges rogzitett mellett ndveljik az impakt paramétert, akkor az elhajlasgscsokken,
hasonl6an a Schwarzschild lencsézéshez. Ha az impakt gaadsszemérh@t.-vel, akkor
0(b) kevésbe csokken, mint a Schwarzschild lencsézésnélr Aaranynak van egy kritikus ér-
teke(b/r.)..., = 2, amely alatv szigoruan csokkea novekedésével, és amely felett egy. .
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7.6

2r 7.2
log =— 6.8
g rs

6.1. &bra. Azf(R) < R" potencial és a newtoni potenciél ardnya a [0, 1) paraméter és az
r > r. tAvolsag fuggvényében. A tipikus galaxis bulge totmegetugast valasztottuk az abra

elkészitéséhezny, e ~ 101°M, ésr, & rypu. ~ 3240 pc. A lencse Schwarzschild sugara
rs = 2m.

értéknél létezik egy globalis maximum. Mindenértékhez tartozik egy kritikus impakt para-
méter, amelyre az elhajlas szogének viselkedése megkalfoz s maximumhely ndvekd
fuggvényeh/r.-nek.

max
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6.2. dbra. Aj(o) fliggés radianban,@r. arany kulonboa értékeire, 2Gm /c*r. = 1 egység-
ben, az-. = 3240 pc vélasztassal. A feltuntetéitr. értékekl (vonalkéazott) 2 (folytonos) 4

(gyémant),10 (kereszt) 100 (kor), 1000 (pontozott). A kritikus viselkedds/r. = 2-nél jelenik
meg.

6.2. Lencseegyenletek

A lencsézes geometrigja a 6.3 abran lathat@ forras €9, , a képek helyzete. A3 és1/ ,
pontok vetillete a®) N optikai tengelyreV, ezzel a lencse és forrdy, = |LN| (vetitett) tavol-
sagat, ill. a megfigyél és a forra), = |ON| (vetitett) tavolsagat definialjuk. A megfigyeés
alencse tavolsagl, = D, — D,,. A forras helyzetét & = LOS > 0 valodi szoggel jellemez-
zik. A9 = [OL latszolagos szoget@kles mennyiségnek tekintjik (a pozitiv latszo szdogek
az optikai tengely feletti, a negativ latszé szdgek az aptdngely alatti képekhez tartoznak).
Bevezetjik az =sgnd eldjelet, amivel a lencseegyenlet megoldasait killonbaietjeg. Az

s eldjellel a kisszogli lencseegyenlet

Dls

0l — s —
6158 3

§=0 (6.2)

alakd. A [94] cikkben a kisszdgl egyenletet alkalmaztakenge lencsézés targyalasara.
Pontosabb eredményeket ad a Virbhadra-Ellis lencseegfyjénl:

tan 0| — tan (sf) — l;ls [tan 0] + tan (6 — [0])] =0, (6.3)

s

ill. a Dabrowski-Schunck egyenlet [12]:

sina = l;ls cos |0] cos [arcsin (ll))ls sin (|0] — a))} [tan |0] + tan (6 — |0])] . (6.4)
(o := 0 — § aredukalt elhajlasi szog) A 4. fejezetben a (4.5) lencserigyet vezettik le. Azt

is belattuk, hogy kovetkezik bédle a Virbhadra-Ellis egyenlet mint egy jol definialt kozé4.

A két egyenlet a (4.9) kis paraméterek@lendjében megegyezik. Ebben a fejezetben nem
toreksziink masodrendl effektusok figyelembevételéreatimegelégedink a Virbhadra-Ellis
egyenlet alkalmazésaval. Az impakt paraméter D;sin |0| (5.1 abra), igy a (6.1) képlet
0sszefliggés ésh kozott. Egy masik dsszefliggés a két szog kozott valamedyigdeegyenlet.
Barmelyik lencseegyenlet a (6.1) képlettel egyutt zareedstrendszert alkot@ o valtozokra.

Az egyenletrendszer@aésé paraméterek rogzitése utan numerikusan megoldhaté.
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6.3. abra. A lencsézés geometriafaa forras és/; , a képek helyzete. A8 ésI; , pontok
vetllete az) N optikai tengelyreN. A lencse és a forras sik tavolsafa, a megfigyed és a
forras sik tavolsagd®, = |ON|. A megfigyeb és a lencse tavolsada. A forras helyzetét a
B > 0 szoggel jellemezzik (a pozitiv szogeket az 6ramutatéjaedellentétes ivekkel abra-
zoljuk). A6 = I01 \atsz6 szdg djeles 6 =sgnfd) mennyiség. A pozitiv latsz6 szogek az
optikai tengely feletti, a negativ latsz6 szogek az optikagely alatti képekhez tartoznak.

A 6.4 abra demonstralja, hogy a képek és nagyitasok szaanalag6.3) egyenlet elegen-
dden pontos, a megfigyelésekkel vald dsszevetés szempdintfabal panelen a (6.3) egyen-
letbdl kapottdy r Einstein szogek és a (6.2) egyenfdthapottd, Einstein szogek killdonbségét
abrazoltuk ar ész paraméterek fliggvényében. Az eltérések mikroivmasodpseggsagren-
diek. A jobb panelen a (6.4) egyenlétikapottf s pozitiv latszd szog és a (6.3) egyenlet
pozitiv 6y megoldasanak kulonbsége lathatb= 17 helyzet( forras esetén. Annak elle-
nére, hogy a két kiilonbség felilet hasonlé alaku, a jobHidkléleten a szégek nagysagrendije
nanoivmasodperc.
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6.4. abra. Bal panel: &z €s, Einstein szdgek kulonbségeraész paraméterek fliggvénye-
ben. Jobb panel: & = 1” helyzetl forras pozitiv képeinek s ill. 0y ) kilonbsége. A ket
kilonbség felllet hasonl6 alaku, de skalajuk 3 nagysagiedredtér.

6.1. tAblazat. A kitevdk tablazata, amelyek a nagyitasok aranyara érvényestyaiveényben
szerepelnek.

ol| O 01 02]03]04] 05|06 /|07 ] 08]087] 09 ]0.95|0.99]|0.9999

k|| 439 |487]521]564|6.15|6.69 | 720|760 | 784 |792|6.60]592|512| 4.87

6.3. Keépek helyzetei és nagyitasai

A (6.1), (6.3) egyenletrendszer numerikus megoldasa nj@gakiépek helyzetét és ;5 flgg-
vényében. As = 0.25 és0.75 esetekben a latsz6 szdgeket a 6.5 dbra mutatja be. Mind-
két esetben csokkéns-val a képek tavolsaga csokken. A = 0 metszet szimmetrikus a

0 = 0 sikra. Ez azért van igy, mert ez a metszet az Einstein gyswugarait tartalmazza.
Kis -ra a kepek szogtavolsagaf@ — 62),_,.; < (1 — b62),_, 5 all fenn, mig nagys-ra

(01 = 02)y_g05 > (01 = b2),_g.75-

Ez alapjan elemzésiink a Virbhadra-Ellis egyenlet alkafsaval pontosabb mint a [93]
cikk 8. szakaszéban talalhaté 1. posztnewtoni rendll S&&ma cikk szerint azf(R) gravita-
cidelmélet és az ARE megkiilonbdztethetetlenek, és a pasiini paramétey = 1 + (2.1 +
2.3) x 107° értékével konzisztensek.

A 6.6 abran a képek tavolsagat és nagyitasait abrazgltak figgvényeként, ha = 0.25
ill. 0.75. A felsd és az also folytonos gorbéksa ill. 1o nagyitdsokat dbrazoljak, aranyuk
a vonalkazott gorbe. A pontozott gorbe a képek tavolsagairstdin szoggel normalva. A
legeBsebb effektus a fluxusok aranyaban latsziknovekedésével a fluxusok aranya egyre
gyorsabban @ 5-val. Ennek oka, hogy nagyohkbra a pozitiv kép nagyobb mértékben fénye-
sedik.

6.4. Hatvanytorvény-szeri viselkedés

A lencsézés megfigyelésében az alapwatrések a szogtavolsag két kép kozott, és a nagyi-
tasok aranya. Az etsmérés nem igényel informaciot a lencse helyZ@téNincs sziikség az
egyedi kép helyzetek ismeretére. A masodik méréshez ndrakebyedi képek fényesseégeit
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0 [10° rad]
0 [10™ rad]

6.5. abra. A képek helyzeteds fliggvényében a = 0.25 (bal) éso = 0.75 (jobb) esetekben,
aD; =1Mpc ésD,, = 2 Mpc valasztassal. & szoget).0015 radianig valtoztattuk. Mindkét
esetben csokkéns-val a képek tavolsaga csokken. (A= 0 metszet szimmetrikus @& = 0
sikra, mert az Einstein sz6geket tartalmazza.

megmeérni.

A 6.7 &bra bal paneljén @, /> arényt tuntettik fel a normalt kép tavolsag fiiggvényében
(anormalast a@ = 0 Schwarzschild esethez tarto2f Einstein sugarral végezziik), log—log
skalan. Az abrakhoz az = 3.375 x 107%, D; = 1 Mpc, D;, = 2 Mpc értékeket rogzitettiik.
A felsd gorbe a Schwarzschild lencsézést=£ 0) jellemzi. A tobbi gorbe ar értékek egy
sorozatahoz tartozik, a legnagyobb érték 0.9999.

A 4.1.4 szakaszhoz hasonléan, ha a képek tavolsaga meghatalinstein szég kb. 2.5-
szoroseét, akkor a fluxusok aranya a (4.39) hatvanytorvéngngedelmeskedik. A térvényben
szerepd x kitevok (logaritmikus skalan a gérbék meredekséget) faggvényében a 6.7 abra
jobb paneljén és a 6.1 tablazatban taldlhatoks (&) fuggveénynek ketis degeneracidja van
elegenden nagy-ra. A képek és fényességek mérésével ezen degeneraéigéebetséges a
kilbnb6d o-hoz tartozdR™ elméleteket megkilonboztetni. Jibeli lencsézési megfigyelések
kényszereket ronak@paraméterre.

Fontos észrevétel, hogy semmilyen# 0 értékhez sem tartozik ugyanazamint a Sch-
warzschild lencsézéshez.dA= 0 érték kis kérnyezetében nincs degeneracio.
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6.6. abra. A képek tavolsagai és nagyitédséi, fuggvényeként, ha = 0.25 (bal) és0.75
(jobb). Azz = 3.375 x 107%, D; = 1 Mpc, D;, = 2 Mpc paramétereket rogzitettik. A félés

az also folytonos gorbék @, ill. s, nagyitasokat abrazoljak, aranyuk a vonalkazott gérbe. A
pontozott gorbe a normalt kép tavolsag.
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6.7. 4bra. Bal panel: a képek nagyitasainak aranya a nokéyltavolsag fliggvényében (a
normalast & = 0 Schwarzschild esethez tartod§=" Einstein sugarral végezziik), log—log
skalan as értékek egy sorozatéra. Jobb panek (@) fuggvénynek ketis degeneraciodja van,
kivétel a maximumhely és = 0 kis kdrnyezete. Az abrdkhoz az= 3.375 x 107%, D; = 1
Mpc, D;; = 2 Mpc értékeket rogzitettik.
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/. fejezet

Osszefoglalas

A képek fenyességének aranya a képek szdgtavolsaganalefiyggkent az arapalytoltési fe-
kete lyuk és azf(R) elméletben levezetett kompakt égitest esetében olyaréimgtiirvény,
amely eltér a Schwarzschild fekete lyuk hatvanytorvéplyéd fluxusok aranya a (4.39) hat-
vanytorvénynek engedelmeskedik. Ez koz6s jellegzetesae@rapalytoltési fekete lyuknak
és azf(R) elmélet lencséjének. Az arapalytoltési esetet a 4.5 ahriif R) esetet a 6.7 abran
abrazoltuk. Az arapalytdltést fekete lyuk esetéberkéevd kisebb, mint Schwarzschild len-
csére. Azf(R) elmélet lencséje esetében pedigagyobb, mint Schwarzschild esetben. Ezzel
a megfigyeléssel tehat kulonbséget lehet tenni a két gcadaimélet kozott.

Az alabbiakban az egyes elméletek tanulmanyozasa sordnttleaapdményeket foglaljuk
dssze.

7.1. Az arapalytoltesi fekete lyuk gravitacios lencsézés

Trigonometriai megfontolasokkal levezettik a (4.5) lexezp/enletet. Az egyenlet pontosabb a
Virbhadra-Ellis egyenletnél. Ugyanakkor egy megféleataresetben a Virbhadra-Ellis egyen-
letre egyszerlisodik. A megoldasokat ifleh jelenbs eltérés akkor varhatd, ha a forras és a
megfigyeb aszimmetrikusan helyezkedik el a lencséhez képest.

A (4.5) egyenlet alkalmazaséaval arapalytoltési feketkdy lencsézését tanulmanyoztuk.
A tdbmeggel és az arapalytoltéssel aranyos kis paramétmeddrfejtéseket végeztink. Ezutan
sorfejtéseket hajtottunk végre a forras és a képek helymdtémzd kis szogekben. Ezaltal
algebrai lencseegyenletekhez jutottunk.

A targyalt esetek kozul a 4.1.5 szakaszban ismertetetaButéftés dominalt lencsézés ese-
tében a (4.5) és a Virbhadra-Ellis lencseegyenlet joskatiinbdznek. Ez abbdl kdvetkezik,
hogy a magasabb rendi tagok kozul néhanyat nem ad, vagygyitstaitoval ad a Virbhadra-
Ellis egyenlet.

Elemeztik, hogy hogyan modosul a képek tavolsaga, a nagkits a fluxusok aranya a
Schwarzschild lencsézéshez képest, azoknak a pertukbagié hatasara, amik a fényelhajlasi
sz6g masodrendl tdmeg- éséetendl arapalytoltés jarulékabdl szarmaznak. A legfébb
modosulas a fluxusok aranyaban jelenik meg, ezt a 4.2 abijmbe. Azj — 552 mennyiség
eléjelé®l figgden a fluxusok aranya nagyobb vagy kisebb, mint a Schwatdsedetben.

A tobmeg dominalt gyenge lencsézés esetében a képek hehaswald, mint a Reissner-
Nordstrom fekete lyuk lencsézésekor, amelyet a [75] cikgytdl. Az arapalytoltés dominalt
lencsézés esetében a pozitiv arapalytoltési lencsaleatdgativ tomegl Schwarzschild lencse
(csupasz szingularitas) lencsézeési tulajdonsagairah@&dnlit. A negativ arapalytoltés domi-
nalt esetben, a pozitiv tomegli Schwarzschild lencse lesetiéasonloan, egy pozitiv és egy
negativ kép keletkezik. A képek tényleges helyzete azoeliéd, ezt a 4.3 abrédk mutatjak be.
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Az el relativisztikus Einstein gy(rli sugaranak vizsgalatdaaxis magjaban talalhaté
szupermassziv fekete lyuk arapalytoltéségesi-1.815, 0.524]x 10%° m? kényszert adta.

7.2. A Kehagias-Sfetsos fekete lyuk gravitacios lencseees

Képek keletkezését tanulmanyoztuk gyenge és kncsézés soran egyarant, a Kehagias-Sfetsos
tériddben, a Héava-Lifshitz elmélet keretei kozott. A lencsét azrdmeg paraméter mellett a

X Horava-Lifshitz paraméter jellemzi. Ezek a paraméterek dirszerint egy olyan skalazast
tartalmaznak, amelyben a lencsézési geometriat jeblehhpssz jelenik meg. A Schwarzschild
limitet A — 0, a sik hataresetet — oo jellemzi. A kdzbend tartomany jellegzetessége egy
maximalisdmax €lhajlasi szdg ill. a hozza tartozg;; megkozelitési tavolsag létezése. Ennek

a jelenségnek nincs megfadg a Schwarzschild lencsézésben. A gyenge lencsézéspeit ké
okoz, ha) kicsi. De minden témeg és lencsézési geometria esetén gdam-ra mar csak

a pozitiv kép jon létre. Végil ahogy — oo, ez a kép is egyre kevésbé tér el a forras valddi
helyzetébl, azazf/p5 — 1.

A 0 latsz0 szdg, aznin minimalis megkozelités ésieelhajlas a kovetkdézegyenletrendszer
megoldasaf-t és -t a lencseegyenlet kapcsolja 6ssze, egy integral képlgadj@d-t rmin
flggvényében, és egy algebrai kényszeregyenletaes ab = D, sin(sf) Utkdzési paraméter
kozott teremt 6sszefliiggeést. A Virbhadra-Ellis lencseatptalkalmaztuk. Az elhajlas sz6gét a
palya alak egyenletid szarmazd integrallal szamoltuk. Aésry,i, mennyiségek kdzotti relacio
a [46] cikkbdl szarmazik.

Meghataroztuk a Hava-Lifshitz paraméternek a megfigyelésekkel kompagibiagysag-
rendjét (5.1, 5.2 tablazatok), gyenge lencséabdy lencsegalaxis SDSSbszarmazé foto-
metriai és spektroszkdpiai adatai alapjan. Tanulmanyaatiel$ és a masodik relativisztikus
Einstein gyUrit is, amelyek @s lencsézés soran keletkeznek. Az irodalombdl ismertbegyé
kényszerekkel valé dsszehasonlitas alapjan az 5.2.2 sA#ka ismertetett, @s lencsézési
szarmazd kényszer a legsebb jelenleg.

7.3. Gyenge gravitacios lencsézés'igravitacioelmeletben

A gyenge lencsézés tulajdonsagait elemeztik olyan komgwmikést jelenlétében, amelynek
téridoje azR" elméletben, a 3.3.1 szakaszban kertilt levezetésre. A ovisgélatok ebben
a tériddben [94] a kissz6gll lencseegyenleten alapultak.

A gravitacios potencialt a (3.16) és (3.20) 6sszefuggéesimzik. Ebben megjelenik egy
Uj paraméter € [0,1), amely a potencial eltérését hatdrozza meg a newtoni péatenaz
n kitevd fuggvényében. Az elmélet tartalmazza az ARE hataresefet = 1 ill. ¢ = 0).

Az n, o paraméterek minden egyeb értékérerazsugéaron kivil a gravitacié ésebb, mint
ami a newtoni potencialbdl kdvetkezne. Kovetkezésképplenesézés tulajdonsagai eltérnek
a Schwarzschild eséit

Targyaltuk a (6.1) elhajlasi szdg fliggését ésb mennyiségekil. Ha tetsbleges rogzitett
o mellett ndveljuk az impakt paramétert, akkor az elhajlaéscsokken. A/r. aranynak van
egy kritikus ertékgb/r.),.,, = 2, amely alatty szigordan csokken névekedésével, es amely
felettos, . értéknél [étezik egy globalis maximum.

A képek helyzetét két értékhez szamoltuk ki. A nagyobbikra a képek tavolsaga gyor-
sabban & a tdomeg ndvelésével, és lassabbanamogy a forrast tavolitjuk az optikai tengdlit
Rogzitetts-ra o ndvekedésével a pozitiv kép fényessége jélsen ndvekszik, a negativ képé
kevésbé. A ndvekedés a legszembétimay:, /1, fluxusok aranyaban.

A legkdnnyebben mérh@tmennyiségek - a szogtavolsag két kép kdzott és a nagyitasok
aranya - vizsgalata azt mutatja, hogy a fluxusok aranya &)h&vanytorvénynek engedel-
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meskedik. Ax kitevd fliggésétr-tél a 6.7 abra jobb panelje és a 6.1 tablazat mutatja be. A
x (o) fliggvénynek ketis degeneracidja van, kivévera= 0 ARE hatareset kis kdrnyezetét.

A kdvetked generacids radio interferométerek pontossaga elérinéthanyszor tiz mikro-
ivmasodperc pontossagot. A nagyitasok aranyat jeflegozbéks meredekségének mérésével
a jovobeli megfigyelések kényszereket adnak paraméterre, megésitve azf(R) elméletet
ill. a (3.16) potencidllal rendelkézégitest létezését. Vagy pedigga= 0 érték kimérésével
cafolhatjak azf(R) elméletet.
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Summary

The ratio of the fluxes of the images as a function of the séparaf the images obeys a power
law in the case of the tidal charged black hole and of the catrgigect derived irf ( R) theory
as well, which differs from the power law of the SchwarzsdHhilack hole. The ratio of the
fluxes obeys the power law (4.39). This is a common featurbeofitlal charged black hole and
of the lens in thef ( R) theory. The tidal charged case is presented on Fig. 4.5/(tR¢ case is
presented on Fig. 6.7. In the case of the tidal charged blalekthe exponent is smaller than
the exponent for the Schwarzschild lens. In the case of tigitethef ( R) theory the exponent
k is larger than in the Schwarzschild case. This observatiovigles a distinction between the
two theories of gravitation.

In what follows we summarize the results obtained from theof the particular theories.

Lensing by the tidal charged black hole

We derived the lens equation (4.5) by trigonometric consitiens. The equation is more acc-
urate than the Virbhadra-Ellis equation. It reduces howevéhe Virbhadra-Ellis equation in
a proper limit. As for the solutions significant differencee to be expected, if the source and
the observer are placed asymmetrically with respect toehe |

We applied the equation (4.5) in the discussion of the lenbintidal charged black holes.
We have carried on expansions in the small mass and tidajel@arameters. Then we have
carried on expansions in the small angles related to pasitbthe source and the images. This
way we obtained algebraic lens equations.

Among the various cases discussed the tidal charge dorditeatsing presented in section
4.1.5 has different predictions from the lens equation)(drid the Virbhadra-Ellis equation.
This follows from that the Virbhadra-Ellis equation doeg pcedict some of the higher order
terms, or it predicts them with different coefficients.

We have analysed how the image separations, the magnifisadiiod the flux ratios are
modified as compared to the Schwarzschild lensing, by theeifations arising from second
order mass and first order tidal charge contributions. Thstrapparent modification appears
in the flux ratio, this is presented on Fig. 4.2. Dependingrengign of the quantityy — 522,
the flux ratio can be either increased or decreased compatkd Schwarzschild lensing.

In the case of mass-dominated weak lensing the positiortseahtages are similar to the
Reissner-Nordstrém black hole lensing, discussed by R&l. |n the case of the tidal charge-
dominated lensing the effect of the lens with positive ticterge resembles the lensing proper-
ties of a negative mass Schwarzschild lens (naked sing)lg®6]. In the case of a dominant
negative tidal charge, similarly to the positive mass Scehwaehild lens, one positive and one
negative image emerge. The actual location of the imagesfésaht, this is shown on Figs.
4.3.

The study of the angular radius of the first relativistic E#is ring led to the constraint
q €[-1.815, 0.524]x10** m? for the supermassive black hole in the Galactic Center.
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Lensing by the Kehagias-Sfetsos black hole

We studied image formation in weak and strong lensing asiwéie Kehagias-Sfetsos space-
time in the framework of Hiava-Lifshitz theory. The lens is characterized by the npasame-
ter £ and the Hdava-Lifshitz parametek. These parameters have such a scaling by definition
which contains a characteristic lengtbharacterizing the lensing geometry. The Schwarzschild
limit occurs when\ — 0. The space-time becomes flat in the limit— co. The intermediate
range characterized by the existence of a maximal defleanghed .y, occurring at the dis-
tance of minimal approach. This feature does not exist in the Schwarzschild lensinge Th
weak lensing produces two imagesifs small. For every lens mass and geometry therelis a
such that only the positive image forms. Themass oo, there is only one almost undeflected
image and/3 — 1.

A closed system of equations for the image positigiie distance of minimal approachn
and the deflection angleis given by: the lens equation relatiigandd, an integral formula to
producej as a function of,;, and an algebraic constraint which connegtg to the impact
parameteb = Dy sin(sf). We have employed the Virbhadra-Ellis lens equation. Tlilecdkon
angle was calculated by an integral obtained from the shgpat®n. The algebraic relation
connecting) andrp,i, was derived in [46].

We determined the order of the Fava-Lifshitz parameter compatible with the observatjons
from weak lensing, based on photometric and spectrosc@pecaf 57 lens galaxies available
from SDSS (tables 5.1, 5.2). We discussed also the first tVabivistic Einstein rings emer-
ging in strong lensing. We compared our constraints withtegl results in the literature and
concluded that the constraints presented in section 5.2.tha strongest ones up to date.

Weak gravitational lensing in R" theory of gravitation

We have analyzed the weak lensing signatures of the compbastial object with the space-
time metric derived in section 3.3.1. The study of this sp@oe was based on the small angle
lens equation in Ref. [94].

The gravitational potential is characterized by Eqgs. (Bal®l (3.20). This introduces a new
parameter € [0, 1) which governs the deviation from the Newtonian potentialdiferent
values of the exponemt. General relativity corresponds to the special case 1 ando = 0.
For any other value of the parameterss the gravitation is stronger in the distances larger than
the radius-. as compared to the prediction of the Newtonian potentiakrétfore the lensing
properties differ from the Schwarzschild lensing.

We discussed the dependencies upandb of the deflection angle (6.1). The deflection
angle decreases with increasing impact parameter for alll ix The ratiob/r. has a critical
value (b/r.).., = 2, below whiché monotonically decreases with increasimgand above
which there is a global maximum.

We have computed the image positions for two specific val@ies Bor the larger value of
o the image separation grows faster with an increase in the aresgrows more slowly as the
source moves away from the optical axis. For the same soosgiggn the magnification of the
images increase with, especially the magnification of the positive image. The napgtarent
increase is found in the flux ratjo, /ps.

The analysis of the most easily measurable observablesssthatvthe ratio of the magni-
fications has a power-law dependence (4.39) on the imageasepa The dependence of the
exponent on the parameter is presented on Fig. 6.7 and on table 6.1. The function) has
a double degeneracy, except a small neighborhood of ther@iRdli= 0.

The next generation of radio interferometers will be ableesolve images less then tens
of microarcseconds accuracy. Measurements of the stapfethe curves characterizing the

66



ratio of the magnifications should be able to constrain tlrarpatero. The observations can
either support or falsify th¢(R) theory and the existence of a compact object with the patenti
(3.16).
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