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Bevezetés

A matematikat a formalis természete és a deduktiv érvelési rendszere valasztja el a ter-
mészettudomanyoktol. A kisérletek eddig latszolag nem jatszottak semmilyen szerepet a
matematikiban. Pedig a formalizmus csak a rendszerezésben, a bizonyossag névelésében,
a tudas megszilarditasdban segit; az 1j tudas mindig megfigyelés és kisérletezés utjan ke-
letkezik, a matematikaban is. A kisérletek mellett a szamitogépek is hattérbe szoritottak
voltak. A szamitogépek fejlédésével és elterjedésével lehetGvé valt azonban kisérletek nagy
szamu, gyors és hatékony elvégzése, azonnali kiértékelése; teret nyitva egy 1j matemati-
kai szemlélet kialakuldsdnak. Egyéaltalan nem szamitogéppel segitett matematikarol van
sz0, sokkal inkdbb a szamitogéppel megalkotott matematikarol. Maga a problémafelve-
tés, és ezen at a definiciok, tételek, bizonyitasok megalkotasa mind-mind ezzel torténik.
A dolgozat célja ezen kisérleti matematika oktatésra torténd adaptalasi lehetGségeinek,

modszereinek bemutatasa.
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1. A magyar matematikaoktatas jelenlegi helyzete

A modern magyar matematikatanitas els6 nagy korszeriisitési torekvése 1963-ban indult
[107]. A Varga Tamaés-féle ij matematikatanitas lényege éppen az volt, hogy cselekedve,
illetve cselekedtetve a gyerekek maguk fedezzék fel azt az ismeretet, amit a4t akarunk nekik
adni. A matematika tanuldsa a tanulo aktiv részvételével az egész gondolkodést formalo
folyamatta lett. Elinditoja pedig az volt, hogy az akkori matematikaoktatas gyakorlatilag
ismeretek formalis atadasét jelentette. Sajnos a jelenlegi helyzet is efelé tendél; ez szolgélt

motivacioul a technikai fejlédéssel elérhetévé valt j modszerek keresése felé.

Az informéaciorobbanas hatasara vilagunk gytkeresen megvaltozott. Az informécié bir-
toklasa nem elegendd; a rendszerbe foglalt tudas az érték. Az oktatas 4j, digitalis vilagunk-
ban ismételt valsagba keriilt, nem tudja felvenni a versenyt a gyorsulva valtozo igényekkel,
és nem tudja megtalalni a kulcsot az alapvetGen méas kornyezetben felnétt, s ezaltal fi-
ziologiailag is kiilénboz6 digitalis bennsziilottekhez. Az ismeretelsajatitas sziikségességét

bizonyos kompetencidk megszerzésének fontossaga valtotta fel.

A kompetencia fogalma (Coolahan)

A kompetenciat ugy kell tekinteni, mint olyan altalanos képességet, amely a
tudason, a tapasztalaton, az értékeken és a diszpozicidkon alapszik, és amelyet

egy adott személy tanulas soran fejleszt ki magaban.

A nevelési-oktatasi rendszer ujjaépitéséhez sziikséges pedagogiai megujulas lényeges

elemei a kovetkezékben foglalhatok Gssze [38]:

(1) az erkolesi és esztétikai, az olvasasi-szovegértési készségek, a beszédkészség, az iras és
az infokommunikacios készségek fejlesztése - Ossztantargyi feladat;
(2) a kisérletezés - kulcspont a természettudoményos oktatas megtajulasaban;

(3) az infokommunikacios modszertar - a pedagogia 1j eszkoze.

Az informéciorobbanasnak igen jelentés hatasa volt az oktatasra is. Ez hatarozta meg
az oktatési-nevelési célok valtozasat, az oktatas tartalmanak jelentés modosulasat, eszkoz-
alloményanak teljes modernizalodasat, a tanitasban alkalmazott moédszerek megvaltozta-
tasara valo torekvéseket [38]. A globalizacio altal motivalt legfébb elvaras az oktatés felé
az volt, hogy gyorsan mobilizalhato ismeretet nyijtson alacsony raforditassal. Az informa-
cibrobbanés hatasara tehat a tudas, s azon beliil a matematikai tudas (miveltség) fogalma
atértékel6dott. Az djraértelmezett matematikatudasban fontos szerepet jatszik az, hogy

a matematikat kiilonb6z6 helyzetekben alkalmazzuk. Tobbé méar nem a tanar a tanulo



elsédleges informacioforrasa. A tanarnak nem az informacié atadasa, hanem az informé-
ciotengerben valo eligazodas segitése, a megszerzett tudéas alkalmazasanak bemutatéisa a
f6 feladata. A tanar az informéacio (frontélis) forrasabol a felfedezéseket segits tarssa lép
el6. Szempont lett, hogy olyan problémékat adjunk a gyerekeknek, amelyekbdl megértik,
hogy a mai vilag nem létezik matematika nélkiil. Gyakorlatiasabb matematikara van hat
napjainkban sziikség. A valtozas — kiilondsen a magyar matematikaoktatés tekintetében —
nagyobb mértéki és mélyebb, mint azt eldzetesen gondolnank. A magyar matematikaok-
tatas ugyanis inkabb elméleti és problémamegold6, és nem gyakorlati problémak formalis

megoldasat célozta.

2. Felfedezések a matematikaban

A szamitogépes kisérleti matematika modszertana a kovetkezkben foglalhato Gssze [17):
(a) a ralatas és az intuicio segitése;
(b) kapcsolatok és minték felismerése;

(c) a matematikai tartalom kézzelfoghatova tétele a grafikus megjelenités lehetGségeinek

kihasznalasaval;

=

sejtések megerGsitése és cafolasa;

@

a bizonyitasra érdemes gondolatok kivalogatasa;

— T~
s

segitség az alkalmas bizonyitasi modszerek megtalalasaban;

szamitasok elvégzése;

~~

analitikusan szarmaztatott eredmények megerdsitése.

A fentiekben tulajdonképpen a matematikai alkotas folyamatat lathatjuk, 1épésekre
bontva oly moédon, hogy azok a szamitogépes kisérletekkel elérheték legyenek. Az els6
harom pont ((a)-(c)) az intuicio, a kovetkezs ketts ((d)-(e)) a sejtés, az utols6 harom

((f)-(h)) pedig a bizonyitas segitése.

A tapasztalati tudast szolgalo, és azt felépits kisérletekbdl megfigyelések szarmaznak,
melyekbdl djabb kisérletek hatasara intuitiv feltevések lesznek. Ezekbdl a tovabbi, folya-
matos kisérletezés hatasara, az igazsag monoton ndvelésével sejtések alakulnak ki. Ezen
sejtések tovabbi vizsgalata soran, eljuthatunk a majdnembiztos megerésitésig, illetve a

sejtés bizonyitésaig, esetleg cafolasaig.

Azt pedig, hogy a kisérleteknek megkeriilhetetlen szerepiik van a heurisztika segité-
sében, Polya és Lakatos Ota tudjuk. Polya szerint is a kisérletek jelentik a matematikai
tudas legf6bb forrasat, a kisérletek azok, melyek a megfelel6 irdnyba terelik az intuiciot.

Mindezen ismereteknek a kisérleti matematikaval valo 6sszekapcsolasa azonban eddig va-



ratott magara. Eppen ezen kapcsolat feltarasa, bemutatasa ennek a dolgozatnak a célja. A
szamitogépek fejlodésével és elterjedésével lehet6vé valt kisérletek nagy szamu elvégzése,
nagy mennyiségl adat feldolgozéasa, adathalmazok manipuldlasa, valos ideji szamitasok
elvégzése, animaciok vizsgalata, melyek egyébként is elidegenithetetlen részét képezik a
tanulasi folyamatnak. Most mindezek a XXI. szadzad tarsadalmi elvarasainak megfelel6
kornyezetben jelenhetnek meg. Valljuk, hogy kisérleteink segitségével integralhato egy-

masba a tradiciondlisan kiilon kezelt felfedezés és igazolas.

A szamitogépek ezen, innovativ moédon torténd, alkoto jellegii felhasznalasaval, a Bor-
wein altal elinditott kutatdsi modszer oktatasra vald adaptalasaval a Polya Gyorgy altal
szorgalmazott heurisztika és kisérletezés végre a megérdemelt mértéki szerepéhez juthat a
tanitasban. A (kozép)iskolasok szaméara kitiizott, természetesen felmeriils, de ugyanakkor
kutato jellegli problémék vizsgalata sordn a szamitogép nem csak a szemléltetésben, de
a problémafelvetésben, a fogalmak kialakitdsaban, a sejtések megfogalmazasén és teszte-
l1ésén keresztiil pedig a matematikai alkotas teljes folyamataban is segitségiinkre lehet. A
kisérlet és az elmélet elvalaszthatatlanok. A tanulok maguk is felfedezévé valhatnak és ez

az egyik legfontosabb kozponti gondolat.

A tanar a tanulasszervezés operativ szempontjai tekintetében példaul a kiévetkezd-
képpen, és a kovetkezd formakban hasznalhatja ki a kisérleti matematika altal nyujtott

lehetGségeket. Lehet6vé, illetve konnyebben kivitelezhetévé valik a

(a) csoportmunka; (c) differencialas; (e) jatékalapu tanulas;

(b) projektmunka; (d) aktiv tanuloi részvétel; (f) kutatas alapu tanulés.

Modszertani hasznok:

(1) feladatok dinamikus létrehozasa; (10) folyamatos kérdésfelvetés segitése;

(2) ellendrzés; (11) tarsadalmi elvaras kielégitése;

(3) alkalmazasi lehetGségek bemutatasa; (12) induktiv, deduktiv, kritikai és probléma-
(4) kollektiv tapasztalatszerzés; megoldo gondolkodas segitése;

(5) dinamizalas; (13) a problémamegoldasi ciklus segitése;

(6) problémaérzékenység novelése; (14) megoldas folyamatos probalgatassal;

(7) bizonyitési igény kialakitasa; (15) gyengébb képességiiek felzarkoztatésa,
(8) eszkozigény csokkentése; bevonésa.

(9) a matematika szorakoztatova tétele;

A problémamegoldas, az 6rai matematikai felfedezés kovetkezd elemeinél nyujt segit-

séget modszeriink:



(i) fogalmak megalkotasa; (ix) stratégiak kialakitasa;

(ii) fogalmaink megszilarditéasa; (x) az igazsag monoton novelése;
(iii) fogalmaink absztrahdalasa; (xi) indoklas megfogalmazasa,

i xii) hibéas bizonyitasok kreélasa;

(
(xiii) peldak és ellenpéldak egyiittes hatésa;

(v

(vi) analogia; (xiv) bizonyitasi modszer megtalalasa;

)
)
)

(iv) modellalkotas;
) megfigyelés;
)

(vii) mintafelismerés: proof without words{xv) bizonyitas lépéseinek megalkotasa;

(viii) mintafelismerés: teljes indukcio; (xvi) ellendrzés.

3. Felfedezések a matematikaéran

A fejezetben a tanulok aktiv, alkotd részvételével kivitelezhetd matematikai felfedezé-
sek modszertanat tarjuk fol. A szamitogép felhasznalasa nélkiili tanuloi felfedezésektdl,
a szamitogép eszkozszinti felhasznalasén keresztiil eljutunk a szamitogép alkotd jellegi
felhasznalasaval torténd ismeretszerzésig. A tomeges tanuloi kisérletek, akar a szamitogép
nélkiiliek is, kivaloan alcazhatok jatéknak is.

3.9. Feladat. Két jatékos, Anna és Balézs, a tovabbiakban A és B egy szabalyos
dobodkockaval jatszik. A jatékot A kezdi és a kockat felvaltva egyszer-egyszer feldobva az

nyer, aki elgszor dob hatost. Mi a valoszintisége annak, hogy A nyer [104]?
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3.10. abra. Dobas az els6 hatosig

A valészintiségi probléma lényegét ragadja meg az abra, a jatékot ténylegesen kévethe-
tove, jatszhatova teszi. A jaték sordn a gyerekek maguk talalhatjik meg az egyes dtmeneti
valoszintségeket, elsGsorban tapasztalati iton. Maguk johetnek ra az egyes allapotok egy-
méshoz, s a kérdéses valoszintiséghez valod viszonyara, s6t tulajdonképpen szamos jatékon
keresztiil szerzett tapasztalataik utan 6k maguk rajzolhatjak fel a fenti folyamatabréat.
Akér ezzel az egyszerid példaval is jol szemléltethet, hogy a matematikai alkotés egyik

leghatékonyabb modja az aktiv cselekvésen alapul6 tapasztalatszerzés.



A felfedezésekben a tanar szerepe nem klasszikus. Feladata tobbek kozott a kisérletek
elokészitése és katalizalasa. Erre mutatunk példat a kovetkez6kben. Az abran a cosz
fiiggvény grafikonja lathatd, és egy pont, amelyet animalunk egy fiiggvény grafikonja
mentén. A pont ldthatéan az cosz fliggvény x tengelyre vett tiikorképe mentén halad,
tehat a rejtett gorbe meggy6z&en sok helyen vett értéke alapjan tapasztaltak szerint az

y = — cosx fiiggvény grafikonja.

3.22. abra. Hol halad a pont...7

Az y = —cos x fiiggvény grafikonjat kirajzolva, a pontot tovabb animalva, empirikus

uton szerzett meggy6z6désiink megdonthetetlenné valik.

NN
AP

3.23. abra. .... az y = — cosx gorbe mentén

Ekkor, a mozgd pont valodi koordinatait megjelenitve lathatova valik, hogy a pont

altal leirt gorbe az y = cos(x — m) [112].

3.24. &bra. A felfedezés: — cosz = cos(z — 7)

A szamitogépek ily, alkoto jellegt felhasznélasaval 6tvozhets az aktiv tanuléi tapasz-
talatszerzés a felfedeztetéssel, mikézben a tanar a tarsadalmi elvarasoknak is megfelel az

infokommunikacios technologiak hasznédlata terén.



4. Szigetek

Ebben a részben 6nallo felfedezést segitd, tudatos tanari munkaval iranyitott, egymaésra
épiil6 feladatokon keresztiil tesziink kisérletet a szigetek néven ismertté valt teriilet bemu-
tatasara. A torténeti gyokerek 2007-be nytlnak vissza. A Foldes altal bevezetett fogalmat
Czédli Gabor altalanositotta [34]. Az itt megadott definicio azonban tulsdgosan formalis.
Mi az intuitiv, kizarolag csak a szemléletre épiil6 fogalombol kiindulva, felfedezéseken ke-
resztiil szadmos tovabbi, tetszGleges mélységii matematikai vizsgilat elvégzésére alkalmas,
kiilonb6z6 absztrakcios szintt definiciot alakitottunk ki, igazolvan, hogy felfedezésekkel

nem csak a sejtések, de a fogalmak kialakitasanak szintjén is eredményes munka végez-
hetd [110].

4.3. Definicié. Egy sziget kiemelkedik a tengerbdl; minden pontja magasabb, mint

kozvetlen kornyezete barmely pontja.

4.12. Definicid. Legyen adott egy m X n-es (négyzet)racs, melynek minden mezGjé-
hez hozzarendeliink egy pozitiv egész szdmot, a mez6 magassagat. Racsunk egy téglalap
alaku tartoményét szigetnek nevezziik, ha minden celldjanak magassaga nagyobb, mint a

téglalapot hatarolé mezGk barmelyikének magassaga.

A tanar szerepe itt annyi, hogy a didkokat egy konkrétabb, megfoghatd fogalmakat
és tulajdonsagokat hasznald definicié megalkotasara Oszténozze. A cél ezzel persze egy
matematikai modell megalkotésa. A fentiekbdl lathatova valt, hogy hogyan lehetséges a
felfedezések kozéppontba allitasaval, irdnyitott kisérleteken keresztiil eljutni az 6néllo fo-
galomalkotas folyamatahoz. A kovetkezékben a megalkotott definicionk alkalmazasi lehe-
tGségeit mutattuk be; cél a fogalom elmélyitése. A sziget fogalmanak elmélyitése kapcsan
fontos a szigetkeresés inverzprobléméinak vizsgalta. Kiilondsen fontos, hogy kiilénbo6z6
okokbol nem miikédé példakat, ellenpéldakat mutassunk a fontos tulajdonsigok lehetd

legtobb oldalrol valo kiemelése céljabol.

4.35. Feladat. Adjuk meg a mez6k magassagértékeit gy, hogy pontosan a jelolt

téglalapok legyenek szigetek, ha a felhasznalhaté maximalis magassag h = 2!

[ |

(a) (b) (c)
4.25. dbra. Adjuk meg a magassagokat!




Fontos moédszertani eszkdz az ellenpéldak mellett, a hibas bizonyitasok, rossz megolda-
sok bemutatasa. Serkentik ugyanis a kételkedés igényét, valamint a kritikus gondolkodas

motorjaiva is valhatnak. A kit(iz6tt feladatok a kovetkezGképp csoportosithatok:

a
b
¢
d

a sziget fogalmanak intuitiv megkozelitése;
a sziget matematikai fogalmanak kialakitésa, absztrahélasa;

(a)
(b)
(c) szigetek keresése adott magassagfiiggvény mellett;
(d) inverzproblémék a fogalom elmélyitésére, ezek a kovetkezdképp kategorizalhatok:
e magassagfiiggvény keresése adott szigetrendszerhez;
e magassagfiiggvény keresése adott szigetszamhoz;
e korlatos magassagfiiggvény keresése adott szigetrendszerhez;
e korlatos magassagfiiggvény keresése adott szigetszamhoz;

(e) szigetrendszerek megadasa, kanonikus reprezentécio;
(f) wjabb definiciok, példak, ellenpéldék kredlasa, bizonyitasok relevancidjanak ellendr-

zése.

A fejezetben bemutatott, Vajda Roberttel kozosen fejlesztett ([110]) Mathematica al-
kalmazas segitségével a fentiek jatékos formaban, aktiv tanuloi tapasztalatszerzéssel ki-

sérve hajthatok végre.

A szigetek megismerése utan feltérképeztiik a szigetrendszerek szerkezetét. Korabbi

vizsgalatainkkal megalapozott sejtéstinket be is bizonyitottuk.

4.52. Sejtés. Két kiilonb6z6 szigetnek csak akkor lehet kozos mezGje, illetve hatara,
ha egyik tartalmazza a masikat. Azaz két kiillonboz6 sziget koziil az egyik tartalmazza
a masikat, vagy a szigetek ,messze”’ vannak egymastol, azaz el tudunk sétalni (dszni)
kozottiik.

Bebizonyitottuk, hogy ez a tulajdonsag jellemzi is a szigetrendszereket. Megalkottuk
a maximalis és minimalis sziget fogalmat, bevezettiik a szigetrendszer grafjat, valamint
feladatokon keresztiil részletesen megvizsgaltuk a szigetrendszerek és a grafok kapcsolatat.

Egyik f6 eredmény a tovabbiak szempontjabol a kdvetkezs tétel.

4.64. Tétel. Tetsz6leges racs szigetei a tartalmazasra nézve részbenrendezett halmazt
alkotnak.

A szigetrendszerek szerkezetének felfedeztetésére kitiizott feladatok a kovetkezdképp

csoportosithatok:

(a) szigetek kolesonos helyzete;

(b) specialis szigetek vizsgalata;



¢) a matematikai modell felallitasa;

(
(
f

specidlis szigeteink és a modelliink kapcsolatanak vizsgéilata;

szigetrendszerek vizsgalata a grafjaikon keresztiil.

)
d) ismerkedés a modelliinkkel;
()

(f)

Ismét bemutattunk egy Mathematica alkalmazast ([110]), melynek segitségével a di-
akok maguk fedezhetik fel a szigetrendszerek egy mar magasabb absztrakcids szinten
levé modelljét. Igy lathatjuk, hogy a szamitogépes kisérletek az absztrahalasban is se-
gitségiinkre lehetnek. A Mathematica demonstracié felhasznalasaval lehetGségiink van a
feladatok szamanak gyors tobbszorozésére, illetve a digitalis bennsziilottek hatékony moti-

valasara. Lathattuk, hogy a szamitogéppel végzett nagyszamu kisérleteknek a bizonyitasok

elokészitésében, azok megalapozasaban is fontos szerepe van.

Az m X n-es racson elhelyezhet§ szigetek maximalis szaimanak meghatirozasahoz spe-
cidlis eseteket vizsgalva alltunk hozza. Az 1 X n-es racs sejtésének bizonyitdsa utan vizs-

galatainkat nagyobb racsokon folytattuk.
4.77. Sejtés. A szigetek maximélis szadma az 1 X n-es téglalap esetében n.

A 2 X n-es racson elhelyezhetd szigetek maximalis szimanak meghatarozasahoz a két-
oldali kozelités modszerét hasznaltuk. ElGszor egy felsd, majd egy alsé korlat megha-
tarozasara vezets szamitogéppel tamogatott felfedeztetési lehetGséget mutattunk be. Az
also korlat kapcesan bevezettiik a vagasos technikat (|110]), amely lehetdséget biztositott
rekurzi6 felirasara. A 3 X n-es racsok vizsgalata utan attértiink az m x n-es racs alsé kor-
latjanak vizsgalatara. Itt mar egy paraméteres masodrendi linearis rekurzi6 megoldasa
volt a feladatunk, melyet a kordbbiakban tobbszor hasznalt Mathematica parancs ijabb
modositasaval egyszertien megtehettiink. Ha b,, jeloli a vagasos technika segitségével az
m X n-es racson el6allithato szigetek maximalis szamat, akkor b, = |Z22En=1] [110].
A fels6 korlat megtalalasahoz bevezettiik a félsziget (|11, 110]), valamint a szigetrendszer
kiegészitett grafjanak fogalmat. A szigetek, grafok és racspontok szamanak vizsgalataval

| modman—l | Egzzel megkaptuk az m X n-es racson elhe-

meglepd fels6 korlatot kaptunk:
lyezhets szigetek maximalis szamat. A szamitogéppel végzett kisérleteink ezittal segitsé-
giinkre voltak a sejtések kialakitdasdban és megszilarditdsaban. Arra is lathattunk példat,
hogy a tomeges kisérletek tapasztalatai alapozzak meg a bizonyitast, annak lényegi lépé-
sének elGrevetitésével. Lathattuk, hogyan hasznalhatjuk a szamitogépet alkotod jelleggel,

egy-egy egyszer(, s hatékonyan modosithaté kod segitségével szamitasok elvégzésére.



A korabbiakban a felhasznalhaté magassag nem volt korlatozva. A korlatos magasséag-
fiiggvénnyel rendelkezs szigetrendszerek vizsgalatat a szerzd kezdeményezte [72, 111]. A

vizsgalatok itt is specidlis racsokon indultak. A f§ eredmények a kovetkezdk [111].

4.125. Sejtés.Az 1,2, ..., h magassagok segitségével az 1 X n-es racson létrehozhato
szigetek maximaélis szdma: .
n
Ii(n)=n+1- [%] ;
ahol [-]7 = max{l, []}.

4.133. Tétel Az 1,2,...,h (h > 3), magassagok segitségével a 2 X n-es racson létre-

hozhat6 szigetek maximalis szama:

In(n) = {3”;1} +1— [JQT.

4.138. Tétel Az 1,2,....h (h > 3), magassagok segitségével a 3 X n-es racson létre-

hozhat6 szigetek maximalis szama:

n 1+
In(n) =2n+2— [2}172]

Az els esetben a sejtés megtalalasahoz sajat fejlesztésti programot hasznaltunk [111].
Ennek megirdsa nem lett volna lehetséges korabbi felfedezéseink nélkiil, amelyek tehat
nem csak arra jok, hogy segitségiikkel egy kész eljarast hasznalni tudjunk, hanem arra
is, hogy egyaltalan lehet6vé tegyiik egy probléma szamitogéppel térténd megkdzelitését.

Ezzel a felfedezések ujabb szintjét mutattuk meg.

A sejtés bizonyitasa kettds, n, illetve h szerinti indukcioval torténik |72, 111].
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