DOKTORI TEZIS

MAROTI ATTILA

1. PERMUTACIO CSOPORTOK RENDJEI

A primitiv permutacié csoportok rendjeinek becslése a 19. szazadi
csoportelmélet egyik fontos problémadja volt. Jordan néhany korai
eredményét leszamitva valészintileg az els6, az alternal6 csoportot nem
tartalmazé primitiv permutacié csoportok rendjeinek becslése Bochert
nevéhez flizédik [7] (14sd még [17]-et vagy [50]-et): ha G primitiv és
(Sn: G) > 2, akkor (S, : G) > [3(n+ 1)]!. Ez a korldt hasznos, mivel
nagyon pontos az n fokszam legkisebb értékei esetén, de messze van
attdl, hogy a lehetd legjobb eredmény legyen. Wielandt [51] egy, a Sy-
low részcsoportok rendjeinek becslésén alapuld technikajat felhasznélva,
Praeger és Saxl [41] egy exponencidlis becsléshez jutott, nevezetesen
4™ hez, ahol n a permutacié csoport fokszamat jeloli. A bizonyitds
nehézkes. Teljesen méas kombinatorikus gondolatmenetet hasznélva,
Babai [2] egy eAVrIn®n hacglést kapott uniprimitiv (primitiv de nem
kétszeresen tranzitiv) csoportok esetén. Az alterndlé csoportot nem
tartalmazé kétszeresen tranzitfv csoportok rendjeire Pyber a n32lcg’n
felsé korlatot igazolta n > 400 esetén [43]. A bizonyitds elemi volt
és a [3] cikkbél haszndlt fel Gtleteket. Ha ezen becsléseknél pontosabb
korlatokat szeretnénk kapni, akkor az Aschbacher-O’Nan-Scott tételt és
a véges egyszeri csoportok klasszifikacios tételét kell segitségiil hivnunk.
Cameron [14] egy n°™In" tipust korlatot taldlt “ismert” kivételekkel,
mig Liebeck [29] cikkébél egy n®l°&2" becslés kovetkezik. A dissz-
ertaciénkban a véges egyszerli csoportok klasszifikacios tételét hasznél-
juk, hogy a lehetd legélesebb fels6 korldtokat adjuk a véges primitiv
permutacié csoportok rendjeire.

Eloszor a kovetkezot igazoljuk.

Tétel 1.1. Legyen G eqy n-ed foki primitiv permutdcio csoport. Ekkor
az aldbbiak kozul legalabb egy teljestil.

(i) A G csoport S, 1S,-nek egy részcsoportja, amely tartalmazza (Ay,)" -
et, ahol Sy, az{1,...,m} halmaz k-elem részhalmazainak halmazdn hat

g - s s - T
és a koszoriszorzat hatasanak fokszama n = (TIZ) ;
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(ii) G = My1, Mya, Mas vagy May €s a csoport 4-tranzitiv;
(iii) |G < n - TT26"" (n — 27) < pitloma]

Ez a fent emlitett Liebeck eredmény egy ertsebb alakja. A tétel
lényegében azt allitja, hogy ha G egy primitiv csoport, amely nem
uniprimitiv, (i) alaki, és nem 4-tranzitiv, akkor a (iii)-beli becslés igaz.
A (iii)-beli korldt éles. Végtelen sok 3-tranzitiv csoport van, mégpedig
a 2! ponton hatd, AGL(t,2) affin csoportok, amelyekre a korldt pontos.
[lyen példa még a 6 ponton haté Ss szimmetrikus csoport. Az is igaz,
hogy ezek az egyediili, az (i) és (ii) pontokhoz nem sorolhaté csoportok,
amelyek esetén egyenloség all fent. De van még egy végtelen csoport
sorozat, amelyre a (iii)-beli korlat egészen kozeli. Az n = 2' — 1 fokd
projektiv PSL(t,2) csoport rendje ¢ > 2 esetén 1-(n + 1)-H£12%2 M (g
1—27) <n-JI8 " (0 — 20).

Ennek egy kévetkezménye az aldbbi.

Kovetkezmény 1.1. Legyen G az S, egy primitiv részcsoportja.
(i) Ha G nem 3-tranzitiv, akkor |G| < nV™.
(ii) Ha G nem tartalmazza A,-et, akkor |G| < 50 - nvV™.

Ez Cameron [14] egy eredményének egy erds véltozata. Az (i)-
beli becslés aszimptotikusan éles a 1.1 Tétel (i) pontjdhoz sorolhaté
uniprimitiv csoportok esetén, valamint a Fano sik automorfizmus cso-
portja esetén. A (ii)-beli korlat éles a legnagyobb Mathieu csoportra.
A [1] cikk és a [32] konyv a 1.1 Kévetkezmény egy félcsoportelméleti,
illetve egy csoportelméleti alkalmazasat tartalmazza. A 1.1 Tétel egy
éles exponencialis korlathoz is vezet.

Kovetkezmény 1.2. Ha G az S,,-nek egy olyan primitiv részcsoportja,
amely A, -et nem tartalmazza, akkor |G| < 3". Tovabbd ha n > 24,
akkor |G| < 2™.

Ez javit a Praeger-Saxl [41] tételen. A bizonyitds azt mutatja, hogy
M5 a “legnagyobb” primitiv csoport. Az utébbi allitas n > 24 kovetel-
ményét az magyardzza, hogy Mo, rendje nagyobb, mint 224, A prim
szam tétel segitségével ez a kovetkezmény egy kicsit mas formaban is
kimondhaté.

Kovetkezmény 1.3. Ha G az S,,-nek egy olyan primitiv részcsoportja,
amely A,-et nem tartalmazza és n > 24, akkor |G| legfeljebb az n-nél
nem nagyobb primek szorzata.
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A [27] cikkben Kleidman és Wales lekozolte a 2" 4-nél nagyobb
elemszamu primitiv permutacié csoportok listajat. Ez a lista azon-
ban eléggé hosszi és nehezen hasznalhaté. A fenti eredményeinket
hasznalva, gyengitjiik a fenti korldtot 2" !-re, s igy a nagy elemszamu
primitiv csoportok egy rovidebb listdjat kapjuk. Ezekre a kivételes cso-
portokra a [32] cikkben hivatkoznak. (Megjegyezziik, hogy a Kleidman-
Liebeck lista is megkaphaté a fenti eredmények felhasznéldséval.)

Kovetkezmény 1.4. Legyen G egy n-ed foku primitiv permutdcio cso-
port, amely nem tartalmazza A,-et. Ha |G| > 2", akkor G fokszdma
legfeljebb 24 és G permutdcié izomorf az aldbbi 24 csoport valame-
lyikével.

(i) AGL(t,q), ahol (t,q) = (1,5), (3,2), (2.3), (4,2); ATL(1,8) és 2* :
A7,’

(i) PSL(t,q), ahol (t,q) = (2,5), (3,2), (2,7), (2.8), (3,3), (4,2);
PGL(t,q), ahol (t.q) = (2,5), (2,7), (2,9); PTL(2,8) és PTL(2,9);

(iii) M;, aholi =10, 11, 12, 23, 24;
(iv) A 10 ponton primitiven haté Sg és a 12 ponton hatd My .

A fenti listabol, egy indukciés gondolatmenettel, levezethetd Liebeck
és Pyber [30] egy tétele, miszerint egy n-ed foki permutécié csoport-
nak legfeljebb 27! konjugaltsigi osztalya van. Az el6z6 eredmény egy
mésik lehetséges alkalmazasat Pyber [44] javasolta. Permutédcié csopor-
tok kompozicié faktorairdl szoldo megszoritasok a csoportok rendjeire
vonatkozo6 korlatokhoz vezetnek. Példaul Dixon [16] azt bizonyitotta,
hogy egy n-ed foku feloldhaté permutacié csoport rendje legfeljebb
24(n=1/3 és Babai, Cameron, Palfy [4] azt mutattdk meg, hogy az S,-
nek minden olyan részcsoportja, amely nem tartalmaz d-nél (d > 6)
nagyobb fokt alternalé kompozicié faktort, legfeljebb d”~! elemszam.
A mi eredményeinket hasznalva, Dixon tétele a kovetkezoképpen altaléa-
nosithaté és Babai-Cameron-Palfy’s becslése a kovetkezoképpen javit-
haté.

Kovetkezmény 1.5. Legyen G egy n-ed foki permutdcio csoport és
legyen d eqy 4-nél nem kisebb egész. Ha G-nek nincsen d-nél nagyobb
fokii alterndlé kompozicid faktora, akkor |G| < d!("—1/(d=1),

Ez a korlat a lehetd legélesebb. Ha az n egész szam d hatvanya,
akkor az Sy szimmetrikus csoport n/d példdnyanak koszoriszorzatanak
rendje pontosan d!("~Y/(@=1) A bizonyitds megint azt mutatja, hogy
az M, Mathieu csoport kiilonleges jelentoségii.
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Ennek a kovetkezménynek egy alkalmazasa megtalalhato Lubotzky
és Segal [32] konyvének harmadik fejezetében. Lésd még Holt es Wal-
ton [25] cikkét.

2. KONJUGALTSAGI OSZTALYOK SZAMOLASA

Véges csoport esetén sokszor természetesebb komplex irreducibilis
karaktereket szamolni, mint konjugaltsagi osztalyokat. Ellenben van,
amikor ez forditva igaz. Itt egy példa. Nagao [38] bebizonyitotta,
hogy ha G egy véges csoport és N egy normalis részcsoport, akkor G
komplex irreducibilis karaktereinek a szama legfeljebb N komplex irre-
ducibilis karaktereinek a szdma szorozva G /N komplex irreducibilis
karaktereinek a szamdaval. Késobb Gallagher [20] ezt igazolta kon-
jugaltsagi osztélyok esetén. Ugy gondoljuk, hogy ez a masodik bi-
zonyitds természetesebb. Ha k(G)-vel jeloljitk G konjugaltsagi osztalya-
inak a szamat, akkor Nagao tétele a kovetkezo format olti.

Lemma 2.1 (Nagao, [38]). Ha G egy véges csoport és N egqy normdlis
részcsoport, akkor k(G) < k(N) - k(G/N).

Ez a lemma nagyon fontos. Eloszor arra hasznaltédk, hogy azt iga-
zoljék, hogy p-feloldhaté csoportokra Brauer k(B)-probléméja ekvi-
valens a k(GV)-probléméval és legutébb arra, hogy igazoljdk magat a
k(GV')-problémaét.

Most megadunk a 2.1 Lemmanak egy tjabb kovetkezményét.

Tétel 2.1 (Kovacs, Robinson, [28]). Ha G egy n-ed foki permutdcic
csoport, akkor k(G) < 5"L.

A bizonyitas indukciot hasznal. Az allitast el6szor primitiv, majd
imprimitiv, végil intranzitiv csoportokra latjuk be. Az indukcié elsd
lépése az, hogy egy altalanos fels6 korlatot adunk a primitiv csoportok
konjugdaltsagi osztalyainak a szaméra, majd az indukci6 tobbi lépésében
alkalmazzuk a 2.1 Lemmat. Az elsé lépés a legnehezebb. A Kovacs-
Robinson bizonyitéds a primitiv permutacio csoportok rendjére vonatko-
z6 Praeger-Saxl [41] korlat haszndlatan alapult. Emiatt a 2.1 Tétel
fiiggetlen a véges egyszerli csoportok klasszifikacios tételétol. Viszont
ha javitani szeretnénk a 2.1 Tétel korlatjan, akkor a véges egyszeri
csoportok klasszifikacios tételét hasznalnunk kell. Az el6z6 fejezet
eredményeit hasznalva egy rovid bizonyitas adhaté a kovetkezo tételre.

Tétel 2.2 (Liebeck, Pyber, [30]). Ha G egy n-ed foki permutdcid cso-
port, akkor k(G) < 2m 1.
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Eredetileg a 2.2 Tételt az egyszerl csoportok konjugaltsagi osztalya-
inak szamairdl szol6 becslések felhasznaldsaval igazoltdk. (Valéban,
Kovacs és Robinson visszavezette a problémat a majdnem egyszerii cso-
portok esetére.) Mostanaban az egyszerii csoportokrol szolo Liebeck-
Pyber-féle becsléseket Fulman és Guralnick [19] javitja. A mi dissz-
ertacionkban nem hasznaljuk fel ezeket az eredményeket.

Tétel 2.3. Bdrmely n-ed foki permutdcid csoportnak legfeljebb 31/
konjugdltsdigi osztdlya van barmely 2-nél nagyobb n esetén.

Ezt a tételt a [21] cikkben hasznéltak.

3. CSOPORTOK VALODI RESZCSOPORTOKKAL VALO FEDESE

Legyen GG egy olyan csoport, amely véges sok valodi részcsoportjanak
halmazelméleti uniéjaként &ll els. Cohn [15] a o(G) fiiggvényt ugy
definidlta, hogy az a legkisebb olyan m szdm, amelyre igaz az, hogy
G m valédi részcsoportjanak halmazelméleti unidja. (Neumann [39]
egy eredménye szerint, ha G egy olyan csoport, amely egy véges m
valodi részesoportjanak unidja és egyik részcsoport sem hagyhato ki a
lefedésbol, akkor az m csoport metszete G-ben véges indexti. Kovetke-
zésképpen o vizsgalatakor elegendé feltenniink, hogy G véges.) Az
egy konnyt feladat, hogy o(G) soha sem lehet 2; az legaldbb 3. Az
olyan csoportokat, amelyek harom valddi részcsoportjuk unidja, mint
példdul Cy x Cy is, a [46], [22] és a [12] cikkben vizsgdljak. o(G)
lehet 4, 5 és 6 is. Ezt a (3 x (5, Ay és a (5 x (5 csoportok mu-
tatjadk. Tomkinson [49] megmutatta, hogy nincs olyan G csoport,
amelyre o(G) = 7 teljesiilne. Cohn [15] pedig azt bizonyitotta, hogy
minden p® primhatvanyra létezik olyan feloldhaté G csoport, amelyre
o(G) = p* + 1. Ezt Tomkinson [49] egészitette ki azzal, hogy o(G) — 1
mindig primhatvany minden feloldhaté G csoport esetén. Ugyanebben
a cikkben Tomkinson felvetette o(G) vizsgalatat egyszeri G csopor-
tok esetére. Valoban, a nem feloldhat6 csoportok esete merdben mas.
Bryce, Fedri, Serena [13] bizonyos nem feloldhat6 2-szer 2-es matrix
csoportokat vizsgélt véges testek felett, mégpedig a (P)G(S)L(2, q) cso-
portokat és a %q(q + 1) formulat talaltak paros ¢ > 4 esetén, valamint
a 3q(q + 1) + 1 formuldt pératlan ¢ > 5 esetén. Ezen felil Lucido
33] a 0(S2(q)) = 2¢*(¢® + 1) azonossagot taldlta, ahol ¢ = 22m+1. A

2
kovetkezdt bizonyitjuk.

Tétel 3.1. Legyenn > 3, és legyen S, és A,, azn-ed fokiu szimmetrikus
lletve alterndlo csoport.
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(1) Ekkor o(S,,) = 2" ! han pdratlan kivéve taldn han =9, és o(S,) <
22 ha n pdros.

(2) Han # 7,9, akkor o(A,) > 2"2. Egyenlbség akkor és csak akkor
all fenn, ha n pdros és 4-gyel nem oszthato.

A disszertacionkban tébbet bizonyitunk, mint amit a 3.1 Tétel allit.
Pontos vagy aszimptotikusan pontos becsléseket fogunk adni minden
esetben a o(A4,) esetet leszamitva, ahol p egy (¢® —1)/(¢ — 1) alaku
prim szam, ahol ¢ primhatvany és k pozitiv egész. Az Sy, Sy, Az
és Ag csoportok esetén csak azt igazoljuk, hogy 172 < o(Sy) < 256,
0(S12) < 761, 0(A;7) < 31 és o(Ag) > 80. Vegyiik észre, hogy 761
és 31 olyan primek, amelyek nem ¢ 4+ 1 alakuak, ahol ¢ primhatvéany.
Megmutatjuk, hogy o(G) lehet ilyen tipust prim.

Propozicié 3.1. A legkisebb Mathieu csoportra o(Myy) = 23.

Ezt az eredményt (t6link fiiggetleniil) Holmes [23] is megkapta. A
cikkében sok érdekes dolog taldlhaté a sporadikus egyszerii csoportok
fedéseirél. Ebben a cikkben példaul az talalhatd, hogy o(Map) = 771,
o(Mys) = 41079, o(O'N) = 36450855, o(Ly) = 112845655268156,
5165 < o(J;) < 5415, valamint az, hogy 24541 < o(MecL) < 24553.
Ezen a ponton megjegyezziik, hogy Tomkinson [49] azt sejtette, hogy
0(@G) soha sem lehet 11 vagy 13.

A G csoport I' kommutald gréafja a kovetkez6. Legyenek I' cstcsai
a G csoport elemei. Két g, h csucs, akkor és csak akkor van éllel
Osszekotve, ha g és h feleserélheto elemek. (A kommutdlé graf megmu-
tatja, hogy mennyire Abel egy csoport. Lasd a [18] és [45] cikkeket.)
Szamos matematikus vizsgdlta a a(G) mennyiséget, amely I' legna-
gyobb iires részgrafjanak elemszaméat jeloli, és a [5(G) mennyiséget,
amely I csicsainak teljes részgrafokkal valo minimalis lefedésének el-
emszamat jeloli. (Lasd a [18], [37] és a [42] cikkeket.) Brown az a,, =
a(S,) és a B, = B(S,) fliggvények kapcsolatara volt kivancsi. A [10]
cikkben annak bizonyitasa olvashatd, hogy ezek az értékek meglepden
kozel allnak egyméshoz, bar n > 15 esetén ezek soha sem egyenloek
[11].

A 3.1 Tétel egy alkalmazasaként azt igazoljuk, hogy ha ‘toébb’ élt
adunk a szimmetrikus csoport kommutalé grafjahoz, akkor a megfeleld
szamok végtelen sok esetben megegyeznek. Legyen G egy csoport.
Definidljunk egy I' grafot gy, hogy annak csicsai G elemei és két
kiilonb6z6 elemet akkor kotiink ossze éllel, ha G-nek valodi részcsoportjat
generdljdk. A kommutalé grafhoz hasonléan definidlhatjuk az o/(G) és
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a ['(G) mennyiségeket e 0j, I graf esetén. Legyen of, = o/(95,) és
B, = B'(Sn). A tételiink most mar kimondhato.

Tétel 3.2. Létezik a prim szimoknak egqy 1 siriségi olyan S részhal-
maza, amelyre of, = B!, teljesil minden n € S esetén.

Az o) = 3 azonossag n nagyon kis értékeire is igaz. Igaz-e barmely
n-re?

Megjegyezziik, hogy a csoportok valédi részcsoportokkal valé lefedé-
sének problematikaja tobb matematikus érdeklodését felkeltette mar.
A jelolt tudomaésa szerint az elso ilyen jellegi munka Scorza 1926-os
[46] cikke. Valdszintileg Neumann [39], [40] lehetett az els6, aki a (nem
feltétleniil véges) csoportok (Abel) részcsoportokkal valé lefedése és a
centrum indexe kozotti kapcsolatot vizsgédlta. Az érdekl6dd olvaso fel-
lapozhatja a [47] 6sszefoglal6 cikket. A téma egy mads jellegii tartalmas
osszefoglalasa a [26] cikkben taldlhato.

4. HALMAZOK, MELYEK ELEMEI PARONKENT GENERALNAK EGY
LINEARIS CSOPORTOT

Legyen G egy két elemmel generdlhaté véges csoport. Legyen p(G)
a legnagyobb olyan m egész szam, amelyre 1étezik G-nek egy olyan m-
elemit X részhalmaza, amelyre igaz az, hogy X barmely két kiilonb6zo
eleme generdlja G-t. Legyen n egy pozitiv egész szam, q egy primhatvany
és V' egy n-dimenzids vektortér a g-elemii test felett. Jelolje [x]| az x
valés szam egész részét.

Tétel 4.1. Legyen G a (P)GL(n,q), (P)SL(n,q) csoportok barmelyike.
Legyen b az n szdm legkisebb prim osztoja és legyen N(b) a V vektortér
azon valodi altereinek a szdma, amelyek dimenzidja nem oszthato b-vel.
Han > 12, akkor

n—1

w(@) = ;1" - )+ V@) 2)

Legyen S,, az n-ed foku szimmetrikus csoport. Az el6z6 fejezetben
azt allitottuk, hogy a prim szamok azon n szamokbdl allé6 halmaza,
amelyekre 1(S,) = o(S,) = 2" teljesiil, 1 sfirliségli. Egy csodalatos
cikkben ezt az eredményt Blackburn [6] messzemenden éaltalanositotta,
mégpedig gy, hogy belatta, hogy ha n kelléen nagy péaratlan szam,
akkor u(S,) = o(S,) = 27! és ha n kelléen nagy, 2-vel kongruens
modulo 4 pozitiv egész, akkor u(A,) = o(A,) = 272 az n-ed fokd
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alternal6 A,, csoportra. Ugyanebben a cikkben Blackburn felvetette
azt a kérdést, hogy milyen kapcsolat van o(G) és u(G) kozott egyszeri
G csoportok esetén. Igaz-e példaul, hogy o(G)/u(G) — 1, amint |G| —
oo? A projektiv specialis linearis csoportok esetében a valasz igenlo. A
bizonyitéas a [9] cikk 6. fejezetében olvashaté. Sok esetben ennél tobbet
is lehet allitani.

Tétel 4.2. Legyen G a (P)GL(n,q), (P)SL(n,q) csoportok barmelyike.
Legyen b az n szam legkisebb prim osztoja, legyen [Z}q az n-dimenzios
V' wvektortér k-dimenzios altereinek a szama és legyen N(b) a V' azon
valodi altereinek a szdma, amelyek dimenzior b-vel nem oszthatok. Te-
gytk fel, hogy n > 12. FEkkor ha n # 2 (mod 4), vagy ha n = 2
(mod 4), ¢ pdratlan és G = (P)SL(n,q), akkor

o(6) = w(@) = [ [(a" ~ a) + V(B2
1b:1’i1
FEllenkezd esetben o(G) # u(G) és

i1 (-1 2 [ on
o(G) QE(Q q')+ ; . q+q”/2+1{n/2L+€
% Uk

ahol e =0 ha q paros és e =1 ha q padratlan.

A 4.2 Tétel Bryce, Fedri, Serena [13] kordbbi eredményeit terjeszti
ki. o(G) értékeit a (P)GL(3,q), (P)SL(3,q) csoportokra Serena [48]
volt kedves veliink kozolni.

Néhény megjegyzést muszaj tenni.

Dixon sejtésének egy gyors, Liebeck és Shalev [31] (lasd az 1.7-es
Kovetkezményt) altal kimondott kovetkezménye tigy szdl, hogy 1étezik
egy olyan univerzdlis ¢ konstans, amelyre pu(G) > ¢ - n teljesiil min-
den véges egyszerii G csoport esetén, ahol n jeloli a G csoport valédi
részcsoportjainak legkisebb G-beli indexét.

Azt mondjuk, hogy egy csoport kiterjedése legaldbb k, ha barmely
egységelemtol kilonbozé xq,...,x, € G elemekre, 1étezik y € G, a-
melyre G = (z;,y) minden 1 < i < k esetén. Legyen s(G) a legnagyobb
olyan k szam, amelyre G-nek a kiterjedése legalabb k. Sok cikk szdl
csoportok kiterjedésérél. Lasd példdul Breuer, Guralnick, Kantor [8]
cikkét. Konnyt latni, hogy barmely nem ciklikus G csoportra, amely
két elemmel generdlhato, a s(G) < u(G) egyenlétlenség teljesiil.
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Ko6szonet nyilvanitas

Kosz6nom a témavezetomnek, Pyber Laszlé professzornak az énzetlen

segitségét és vezetését. Ez a tézis a [34], [36], [35] és a [9] cikkekre épiilt.
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