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1. Permutáció csoportok rendjei

A primit́ıv permutáció csoportok rendjeinek becslése a 19. századi
csoportelmélet egyik fontos problémája volt. Jordan néhány korai
eredményét leszámı́tva valószinűleg az első, az alternáló csoportot nem
tartalmazó primit́ıv permutáció csoportok rendjeinek becslése Bochert
nevéhez fűződik [7] (lásd még [17]-et vagy [50]-et): ha G primit́ıv és
(Sn : G) > 2, akkor (Sn : G) ≥ [1

2
(n + 1)]!. Ez a korlát hasznos, mivel

nagyon pontos az n fokszám legkisebb értékei esetén, de messze van
attól, hogy a lehető legjobb eredmény legyen. Wielandt [51] egy, a Sy-
low részcsoportok rendjeinek becslésén alapuló technikáját felhasználva,
Praeger és Saxl [41] egy exponenciális becsléshez jutott, nevezetesen
4n-hez, ahol n a permutáció csoport fokszámát jelöli. A bizonýıtás
nehézkes. Teljesen más kombinatorikus gondolatmenetet használva,
Babai [2] egy e4

√
n ln2 n becslést kapott uniprimit́ıv (primit́ıv de nem

kétszeresen tranzit́ıv) csoportok esetén. Az alternáló csoportot nem

tartalmazó kétszeresen tranzit́ıv csoportok rendjeire Pyber a n32log2 n

felső korlátot igazolta n > 400 esetén [43]. A bizonýıtás elemi volt
és a [3] cikkből használt fel ötleteket. Ha ezen becsléseknél pontosabb
korlátokat szeretnénk kapni, akkor az Aschbacher-O’Nan-Scott tételt és
a véges egyszerű csoportok klasszifikációs tételét kell seǵıtségül h́ıvnunk.
Cameron [14] egy nc ln ln n tipusú korlátot talált “ismert” kivételekkel,
mı́g Liebeck [29] cikkéből egy n9 log2 n becslés következik. A dissz-
ertációnkban a véges egyszerű csoportok klasszifikációs tételét használ-
juk, hogy a lehető legélesebb felső korlátokat adjuk a véges primit́ıv
permutáció csoportok rendjeire.

Először a következőt igazoljuk.

Tétel 1.1. Legyen G egy n-ed fokú primit́ıv permutáció csoport. Ekkor
az alábbiak közül legalább egy teljesül.
(i) A G csoport Sm oSr-nek egy részcsoportja, amely tartalmazza (Am)r-
et, ahol Sm az {1, ..., m} halmaz k-elemű részhalmazainak halmazán hat
és a koszorúszorzat hatásának fokszáma n =

(
m
k

)r
;

1
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(ii) G = M11, M12, M23 vagy M24 és a csoport 4-tranzit́ıv;

(iii) |G| ≤ n ·∏[log2 n]−1
i=0 (n− 2i) < n1+[log2 n].

Ez a fent emĺıtett Liebeck eredmény egy erősebb alakja. A tétel
lényegében azt alĺıtja, hogy ha G egy primit́ıv csoport, amely nem
uniprimitiv, (i) alakú, és nem 4-tranzit́ıv, akkor a (iii)-beli becslés igaz.
A (iii)-beli korlát éles. Végtelen sok 3-tranzit́ıv csoport van, mégpedig
a 2t ponton ható, AGL(t, 2) affin csoportok, amelyekre a korlát pontos.
Ilyen példa még a 6 ponton ható S5 szimmetrikus csoport. Az is igaz,
hogy ezek az egyedüli, az (i) és (ii) pontokhoz nem sorolható csoportok,
amelyek esetén egyenlőség áll fent. De van még egy végtelen csoport
sorozat, amelyre a (iii)-beli korlát egészen közeli. Az n = 2t − 1 fokú

projekt́ıv PSL(t, 2) csoport rendje t > 2 esetén 1
2
·(n + 1)·∏[log2 n]−1

i=0 (n+

1− 2i) < n ·∏[log2 n]−1
i=0 (n− 2i).

Ennek egy következménye az alábbi.

Következmény 1.1. Legyen G az Sn egy primit́ıv részcsoportja.

(i) Ha G nem 3-tranzit́ıv, akkor |G| < n
√

n.

(ii) Ha G nem tartalmazza An-et, akkor |G| < 50 · n√n.

Ez Cameron [14] egy eredményének egy erős változata. Az (i)-
beli becslés aszimptotikusan éles a 1.1 Tétel (i) pontjához sorolható
uniprimit́ıv csoportok esetén, valamint a Fano śık automorfizmus cso-
portja esetén. A (ii)-beli korlát éles a legnagyobb Mathieu csoportra.
A [1] cikk és a [32] könyv a 1.1 Következmény egy félcsoportelméleti,
illetve egy csoportelméleti alkalmazását tartalmazza. A 1.1 Tétel egy
éles exponenciális korláthoz is vezet.

Következmény 1.2. Ha G az Sn-nek egy olyan primit́ıv részcsoportja,
amely An-et nem tartalmazza, akkor |G| < 3n. Továbbá ha n > 24,
akkor |G| < 2n.

Ez jav́ıt a Praeger-Saxl [41] tételen. A bizonýıtás azt mutatja, hogy
M12 a “legnagyobb” primit́ıv csoport. Az utóbbi álĺıtás n > 24 követel-
ményét az magyarázza, hogy M24 rendje nagyobb, mint 224. A pŕım
szám tétel seǵıtségével ez a következmény egy kicsit más formában is
kimondható.

Következmény 1.3. Ha G az Sn-nek egy olyan primit́ıv részcsoportja,
amely An-et nem tartalmazza és n > 24, akkor |G| legfeljebb az n-nél
nem nagyobb pŕımek szorzata.
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A [27] cikkben Kleidman és Wales leközölte a 2n−4-nél nagyobb
elemszámú primit́ıv permutáció csoportok listáját. Ez a lista azon-
ban eléggé hosszú és nehezen használható. A fenti eredményeinket
használva, gyenǵıtjük a fenti korlátot 2n−1-re, s ı́gy a nagy elemszámú
primit́ıv csoportok egy rövidebb listáját kapjuk. Ezekre a kivételes cso-
portokra a [32] cikkben hivatkoznak. (Megjegyezzük, hogy a Kleidman-
Liebeck lista is megkapható a fenti eredmények felhasználásával.)

Következmény 1.4. Legyen G egy n-ed fokú primit́ıv permutáció cso-
port, amely nem tartalmazza An-et. Ha |G| > 2n−1, akkor G fokszáma
legfeljebb 24 és G permutáció izomorf az alábbi 24 csoport valame-
lyikével.

(i) AGL(t, q), ahol (t, q) = (1, 5), (3, 2), (2, 3), (4, 2); AΓL(1, 8) és 24 :
A7;

(ii) PSL(t, q), ahol (t, q) = (2, 5), (3, 2), (2, 7), (2, 8), (3, 3), (4, 2);
PGL(t, q), ahol (t, q) = (2, 5), (2, 7), (2, 9); PΓL(2, 8) és PΓL(2, 9);

(iii) Mi, ahol i = 10, 11, 12, 23, 24;

(iv) A 10 ponton primit́ıven ható S6 és a 12 ponton ható M11.

A fenti listából, egy indukciós gondolatmenettel, levezethető Liebeck
és Pyber [30] egy tétele, miszerint egy n-ed fokú permutáció csoport-
nak legfeljebb 2n−1 konjugáltsági osztálya van. Az előző eredmény egy
másik lehetséges alkalmazását Pyber [44] javasolta. Permutáció csopor-
tok kompoźıció faktorairól szóló megszoŕıtások a csoportok rendjeire
vonatkozó korlátokhoz vezetnek. Például Dixon [16] azt bizonýıtotta,
hogy egy n-ed fokú feloldható permutáció csoport rendje legfeljebb
24(n−1)/3 és Babai, Cameron, Pálfy [4] azt mutatták meg, hogy az Sn-
nek minden olyan részcsoportja, amely nem tartalmaz d-nél (d ≥ 6)
nagyobb fokú alternáló kompoźıció faktort, legfeljebb dn−1 elemszámú.
A mi eredményeinket használva, Dixon tétele a következőképpen általá-
nośıtható és Babai-Cameron-Pálfy’s becslése a következőképpen jav́ıt-
ható.

Következmény 1.5. Legyen G egy n-ed fokú permutáció csoport és
legyen d egy 4-nél nem kisebb egész. Ha G-nek nincsen d-nél nagyobb
fokú alternáló kompoźıció faktora, akkor |G| ≤ d!(n−1)/(d−1).

Ez a korlát a lehető legélesebb. Ha az n egész szám d hatványa,
akkor az Sd szimmetrikus csoport n/d példányának koszorúszorzatának
rendje pontosan d!(n−1)/(d−1). A bizonýıtás megint azt mutatja, hogy
az M12 Mathieu csoport különleges jelentőségű.
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Ennek a következménynek egy alkalmazása megtalálható Lubotzky
és Segal [32] könyvének harmadik fejezetében. Lásd még Holt es Wal-
ton [25] cikkét.

2. Konjugáltsági osztályok számolása

Véges csoport esetén sokszor természetesebb komplex irreducibilis
karaktereket számolni, mint konjugáltsági osztályokat. Ellenben van,
amikor ez ford́ıtva igaz. Itt egy példa. Nagao [38] bebizonýıtotta,
hogy ha G egy véges csoport és N egy normális részcsoport, akkor G
komplex irreducibilis karaktereinek a száma legfeljebb N komplex irre-
ducibilis karaktereinek a száma szorozva G/N komplex irreducibilis
karaktereinek a számával. Később Gallagher [20] ezt igazolta kon-

jugáltsági osztályok esetén. Úgy gondoljuk, hogy ez a második bi-
zonýıtás természetesebb. Ha k(G)-vel jelöljük G konjugáltsági osztálya-
inak a számát, akkor Nagao tétele a következő formát ölti.

Lemma 2.1 (Nagao, [38]). Ha G egy véges csoport és N egy normális
részcsoport, akkor k(G) ≤ k(N) · k(G/N).

Ez a lemma nagyon fontos. Először arra használták, hogy azt iga-
zolják, hogy p-feloldható csoportokra Brauer k(B)-problémája ekvi-
valens a k(GV )-problémával és legutóbb arra, hogy igazolják magát a
k(GV )-problémát.

Most megadunk a 2.1 Lemmának egy újabb következményét.

Tétel 2.1 (Kovács, Robinson, [28]). Ha G egy n-ed fokú permutáció
csoport, akkor k(G) ≤ 5n−1.

A bizonýıtás indukciót használ. Az álĺıtást először primit́ıv, majd
imprimit́ıv, végül intranzit́ıv csoportokra látjuk be. Az indukció első
lépése az, hogy egy általános felső korlátot adunk a primit́ıv csoportok
konjugáltsági osztályainak a számára, majd az indukció többi lépésében
alkalmazzuk a 2.1 Lemmát. Az első lépés a legnehezebb. A Kovács-
Robinson bizonýıtás a primit́ıv permutáció csoportok rendjére vonatko-
zó Praeger-Saxl [41] korlát használatán alapult. Emiatt a 2.1 Tétel
független a véges egyszerű csoportok klasszifikációs tételétől. Viszont
ha jav́ıtani szeretnénk a 2.1 Tétel korlátján, akkor a véges egyszerű
csoportok klasszifikációs tételét használnunk kell. Az előző fejezet
eredményeit használva egy rövid bizonýıtás adható a következő tételre.

Tétel 2.2 (Liebeck, Pyber, [30]). Ha G egy n-ed fokú permutáció cso-
port, akkor k(G) ≤ 2n−1.
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Eredetileg a 2.2 Tételt az egyszerű csoportok konjugáltsági osztálya-
inak számairól szóló becslések felhasználásával igazolták. (Valóban,
Kovács és Robinson visszavezette a problémát a majdnem egyszerű cso-
portok esetére.) Mostanában az egyszerű csoportokról szóló Liebeck-
Pyber-féle becsléseket Fulman és Guralnick [19] jav́ıtja. A mi dissz-
ertációnkban nem használjuk fel ezeket az eredményeket.

Tétel 2.3. Bármely n-ed fokú permutáció csoportnak legfeljebb 3(n−1)/2

konjugáltsági osztálya van bármely 2-nél nagyobb n esetén.

Ezt a tételt a [21] cikkben használták.

3. Csoportok valódi részcsoportokkal való fedése

Legyen G egy olyan csoport, amely véges sok valódi részcsoportjának
halmazelméleti uniójaként áll elő. Cohn [15] a σ(G) függvényt úgy
definiálta, hogy az a legkisebb olyan m szám, amelyre igaz az, hogy
G m valódi részcsoportjának halmazelméleti uniója. (Neumann [39]
egy eredménye szerint, ha G egy olyan csoport, amely egy véges m
valódi részcsoportjának uniója és egyik részcsoport sem hagyható ki a
lefedésből, akkor az m csoport metszete G-ben véges indexű. Követke-
zésképpen σ vizsgálatakor elegendő feltennünk, hogy G véges.) Az
egy könnyű feladat, hogy σ(G) soha sem lehet 2; az legalább 3. Az
olyan csoportokat, amelyek három valódi részcsoportjuk uniója, mint
például C2 × C2 is, a [46], [22] és a [12] cikkben vizsgálják. σ(G)
lehet 4, 5 és 6 is. Ezt a C3 × C3, A4 és a C5 × C5 csoportok mu-
tatják. Tomkinson [49] megmutatta, hogy nincs olyan G csoport,
amelyre σ(G) = 7 teljesülne. Cohn [15] pedig azt bizonýıtotta, hogy
minden pa pŕımhatványra létezik olyan feloldható G csoport, amelyre
σ(G) = pa + 1. Ezt Tomkinson [49] egésźıtette ki azzal, hogy σ(G)− 1
mindig pŕımhatvány minden feloldható G csoport esetén. Ugyanebben
a cikkben Tomkinson felvetette σ(G) vizsgálatát egyszerű G csopor-
tok esetére. Valóban, a nem feloldható csoportok esete merőben más.
Bryce, Fedri, Serena [13] bizonyos nem feloldható 2-szer 2-es mátrix
csoportokat vizsgált véges testek felett, mégpedig a (P )G(S)L(2, q) cso-
portokat és a 1

2
q(q + 1) formulát találták páros q ≥ 4 esetén, valamint

a 1
2
q(q + 1) + 1 formulát páratlan q ≥ 5 esetén. Ezen felül Lucido

[33] a σ(Sz(q)) = 1
2
q2(q2 + 1) azonosságot találta, ahol q = 22m+1. A

következőt bizonýıtjuk.

Tétel 3.1. Legyen n > 3, és legyen Sn és An az n-ed fokú szimmetrikus
illetve alternáló csoport.
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(1) Ekkor σ(Sn) = 2n−1 ha n páratlan kivéve talán ha n = 9, és σ(Sn) ≤
2n−2 ha n páros.

(2) Ha n 6= 7, 9, akkor σ(An) ≥ 2n−2. Egyenlőség akkor és csak akkor
áll fenn, ha n páros és 4-gyel nem osztható.

A disszertációnkban többet bizonýıtunk, mint amit a 3.1 Tétel álĺıt.
Pontos vagy aszimptotikusan pontos becsléseket fogunk adni minden
esetben a σ(Ap) esetet leszámı́tva, ahol p egy (qk − 1)/(q − 1) alakú
pŕım szám, ahol q pŕımhatvány és k pozit́ıv egész. Az S9, S12, A7

és A9 csoportok esetén csak azt igazoljuk, hogy 172 ≤ σ(S9) ≤ 256,
σ(S12) ≤ 761, σ(A7) ≤ 31 és σ(A9) ≥ 80. Vegyük észre, hogy 761
és 31 olyan pŕımek, amelyek nem q + 1 alakúak, ahol q pŕımhatvány.
Megmutatjuk, hogy σ(G) lehet ilyen tipusú pŕım.

Propoźıció 3.1. A legkisebb Mathieu csoportra σ(M11) = 23.

Ezt az eredményt (tőlünk függetlenül) Holmes [23] is megkapta. A
cikkében sok érdekes dolog található a sporadikus egyszerű csoportok
fedéseiről. Ebben a cikkben például az található, hogy σ(M22) = 771,
σ(M23) = 41079, σ(O′N) = 36450855, σ(Ly) = 112845655268156,
5165 ≤ σ(J1) ≤ 5415, valamint az, hogy 24541 ≤ σ(McL) ≤ 24553.
Ezen a ponton megjegyezzük, hogy Tomkinson [49] azt sejtette, hogy
σ(G) soha sem lehet 11 vagy 13.

A G csoport Γ kommutáló gráfja a következő. Legyenek Γ csúcsai
a G csoport elemei. Két g, h csúcs, akkor és csak akkor van éllel
összekötve, ha g és h felcserélhető elemek. (A kommutáló gráf megmu-
tatja, hogy mennyire Abel egy csoport. Lásd a [18] és [45] cikkeket.)
Számos matematikus vizsgálta a α(G) mennyiséget, amely Γ legna-
gyobb üres részgráfjának elemszámát jelöli, és a β(G) mennyiséget,
amely Γ csúcsainak teljes részgráfokkal való minimális lefedésének el-
emszámát jelöli. (Lásd a [18], [37] és a [42] cikkeket.) Brown az αn =
α(Sn) és a βn = β(Sn) függvények kapcsolatára volt kiváncsi. A [10]
cikkben annak bizonýıtása olvasható, hogy ezek az értékek meglepően
közel állnak egymáshoz, bár n ≥ 15 esetén ezek soha sem egyenlőek
[11].

A 3.1 Tétel egy alkalmazásaként azt igazoljuk, hogy ha ‘több’ élt
adunk a szimmetrikus csoport kommutáló gráfjához, akkor a megfelelő
számok végtelen sok esetben megegyeznek. Legyen G egy csoport.
Definiáljunk egy Γ′ gráfot úgy, hogy annak csúcsai G elemei és két
különböző elemet akkor kötünk össze éllel, ha G-nek valódi részcsoportját
generálják. A kommutáló gráfhoz hasonlóan definiálhatjuk az α′(G) és
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a β′(G) mennyiségeket e új, Γ′ gráf esetén. Legyen α′n = α′(Sn) és
β′n = β′(Sn). A tételünk most már kimondható.

Tétel 3.2. Létezik a pŕım számoknak egy 1 sűrűségű olyan S részhal-
maza, amelyre α′n = β′n teljesül minden n ∈ S esetén.

Az α′n = β′n azonosság n nagyon kis értékeire is igaz. Igaz-e bármely
n-re?

Megjegyezzük, hogy a csoportok valódi részcsoportokkal való lefedé-
sének problematikája több matematikus érdeklődését felkeltette már.
A jelölt tudomása szerint az első ilyen jellegű munka Scorza 1926-os
[46] cikke. Valósźınűleg Neumann [39], [40] lehetett az első, aki a (nem
feltétlenül véges) csoportok (Abel) részcsoportokkal való lefedése és a
centrum indexe közötti kapcsolatot vizsgálta. Az érdeklődő olvasó fel-
lapozhatja a [47] összefoglaló cikket. A téma egy más jellegű tartalmas
összefoglalása a [26] cikkben található.

4. Halmazok, melyek elemei páronként generálnak egy
lineáris csoportot

Legyen G egy két elemmel generálható véges csoport. Legyen µ(G)
a legnagyobb olyan m egész szám, amelyre létezik G-nek egy olyan m-
elemű X részhalmaza, amelyre igaz az, hogy X bármely két különböző
eleme generálja G-t. Legyen n egy pozit́ıv egész szám, q egy pŕımhatvány
és V egy n-dimenziós vektortér a q-elemű test felett. Jelölje [x] az x
valós szám egész részét.

Tétel 4.1. Legyen G a (P )GL(n, q), (P )SL(n, q) csoportok bármelyike.
Legyen b az n szám legkisebb pŕım osztója és legyen N(b) a V vektortér
azon valódi altereinek a száma, amelyek dimenziója nem osztható b-vel.
Ha n ≥ 12, akkor

µ(G) =
1

b

n−1∏
i=1
b-i

(qn − qi) + [N(b)/2].

Legyen Sn az n-ed fokú szimmetrikus csoport. Az előző fejezetben
azt álĺıtottuk, hogy a pŕım számok azon n számokból álló halmaza,
amelyekre µ(Sn) = σ(Sn) = 2n−1 teljesül, 1 sűrűségű. Egy csodálatos
cikkben ezt az eredményt Blackburn [6] messzemenően általánośıtotta,
mégpedig úgy, hogy belátta, hogy ha n kellően nagy páratlan szám,
akkor µ(Sn) = σ(Sn) = 2n−1 és ha n kellően nagy, 2-vel kongruens
modulo 4 pozit́ıv egész, akkor µ(An) = σ(An) = 2n−2 az n-ed fokú
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alternáló An csoportra. Ugyanebben a cikkben Blackburn felvetette
azt a kérdést, hogy milyen kapcsolat van σ(G) és µ(G) között egyszerű
G csoportok esetén. Igaz-e például, hogy σ(G)/µ(G) → 1, amint |G| →
∞? A projekt́ıv speciális lineáris csoportok esetében a válasz igenlő. A
bizonýıtás a [9] cikk 6. fejezetében olvasható. Sok esetben ennél többet
is lehet álĺıtani.

Tétel 4.2. Legyen G a (P )GL(n, q), (P )SL(n, q) csoportok bármelyike.
Legyen b az n szám legkisebb pŕım osztója, legyen

[
n
k

]
q

az n-dimenziós

V vektortér k-dimenziós altereinek a száma és legyen N(b) a V azon
valódi altereinek a száma, amelyek dimenziói b-vel nem oszthatók. Te-
gyük fel, hogy n ≥ 12. Ekkor ha n 6≡ 2 (mod 4), vagy ha n ≡ 2
(mod 4), q páratlan és G = (P )SL(n, q), akkor

σ(G) = µ(G) =
1

b

n−1∏
i=1
b-i

(qn − qi) + [N(b)/2].

Ellenkező esetben σ(G) 6= µ(G) és

σ(G) =
1

2

n−1∏
i=1
2-i

(qn − qi) +

(n/2)−1∑

k=1
2-k

[n

k

]
q
+

qn/2

qn/2 + 1

[
n

n/2

]

q

+ ε,

ahol ε = 0 ha q páros és ε = 1 ha q páratlan.

A 4.2 Tétel Bryce, Fedri, Serena [13] korábbi eredményeit terjeszti
ki. σ(G) értékeit a (P )GL(3, q), (P )SL(3, q) csoportokra Serena [48]
volt kedves velünk közölni.

Néhány megjegyzést muszáj tenni.

Dixon sejtésének egy gyors, Liebeck és Shalev [31] (lásd az 1.7-es
Következményt) által kimondott következménye úgy szól, hogy létezik
egy olyan univerzális c konstans, amelyre µ(G) ≥ c · n teljesül min-
den véges egyszerű G csoport esetén, ahol n jelöli a G csoport valódi
részcsoportjainak legkisebb G-beli indexét.

Azt mondjuk, hogy egy csoport kiterjedése legalább k, ha bármely
egységelemtől különböző x1, . . . , xk ∈ G elemekre, létezik y ∈ G, a-
melyre G = 〈xi, y〉 minden 1 ≤ i ≤ k esetén. Legyen s(G) a legnagyobb
olyan k szám, amelyre G-nek a kiterjedése legalább k. Sok cikk szól
csoportok kiterjedéséről. Lásd például Breuer, Guralnick, Kantor [8]
cikkét. Könnyű látni, hogy bármely nem ciklikus G csoportra, amely
két elemmel generálhato, a s(G) < µ(G) egyenlőtlenség teljesül.
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Köszönet nyilváńıtás

Köszönöm a témavezetőmnek, Pyber László professzornak az önzetlen
seǵıtségét és vezetését. Ez a tézis a [34], [36], [35] és a [9] cikkekre épült.
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