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A természetben el6fordulé lokélis szimmetridk matematikai modellezésére
halmazok parcidlis bijekciéi hasznalhatok. Adott halmaz parcialis bijekcioi
a parcidlis leképezésszorzéassal félcsoportot alkotnak. Ezen félcsoportok in-
verzképzésre zart részfélcsoportjainak absztrakt megfelel6i az inverz félcso-
portok. Az inverz félcsoportok vizsgalataban kiemelt szerep jut két specialis
osztalynak, a félhalok (olyan inverz félcsoportok, melyeknek minden eleme
idempotens) és a csoportok (olyan inverz félcsoportok, melyekben egyetlen
idempotens van) osztalyanak. Minden inverz félcsoporthoz természetes mo-
don rendelhetd félhalo, az inverz félcsoportok idempotensei ugyanis felcserél-
het6k, ezért félhalot alkotnak. Altalaban az S félesoport idempotenseinek
halmazat F(S)-sel jeloljiik. Masrészt, mivel minden inverz félcsoporton van
egy legsziikebb olyan kongruencia, amely szerinti faktorfélcsoport csoport,
ezzel természetes moédon hozzarendelhetiink minden inverz félcsoporthoz egy
csoportot is. Amennyiben az inverz félcsoport monoid is, Gjabb csoport ren-
delhet6 hozzad. Ugyanis tetszéleges M monoid esetén M egységelemének
figynevezett H-osztalya csoport. Ezt a csoportot U(M)-mel jeloljiik. Ugyan-
akkor tobb lehetéség is van félhalokbol és csoportokbél inverz félesoportok
konstrualasara. Az egyik ilyen lehetGség félhalok csoportokkal vett szemidi-
rekt szorzatainak a képzése.

A jelen értekezés célja, hogy bizonyos, inverz félcsoportokra és félhélok
csoportokkal vett szemidirekt szorzataira vonatkoz6 eredményeket tagabb fél-
csoportosztélyra, az tigynevezett ortodox félcsoportok osztalyéra terjesszen
ki. Az ortodox félcsoportok idempotensei nem feltétleniil cserélhetsk fel, igy
nem félhalot, hanem koteget alkotnak. Ennek megfelel§en az ortodox fél-
csoportokat kotegek csoportokkal vett szemidirekt szorzatai fel6l kozelitjiik
meg. A tovibbiakban kdteg csoporttal vett szemidirekt szorzatat roviden
csak szemidirekt szorzatnak nevezziik. Természetesen, amennyiben inverz
félcsoportokrol van sz6, szemidirekt szorzaton félhalo koteggel vett szemidi-
rekt szorzatat értjiik.

El6zmények — inverz félcsoportok

D. B. McAlister [McAl]-ben vezette be az E-unitér inverz félcsoport fo-
galmat. Az F-unitér inverz félcsoportok az inverz félcsoportok elméletében
fontos szerepet jatszanak. Ennek egyik oka, hogy sok természetes médon
felmeriil§ inverz félcsoport E-unitér (pl. a szabad inverz félcsoportok). Ma-
sik oka, hogy viszonylag egyszerd struktirdjuk ellenére az E-unitér inverz
félcsoportok idempotens-szétvilaszté homomorf képeként barmely inverz fél-
csoport megkaphat6, amint azt D. B. McAlister aldbbi tétele mutatja.

2.5. Tétel. [McAl| Bdrmely inverz félcsoportnak van E-unitér feddje.



Az E-unitér inverz félcsoportok szerkezetét D. B. McAlister a fent emlitett
cikkében irta le, mégpedig egy, a szemidirekt szorzathoz hasonlé konstrukeid
segitségével. Ezt az eredményt felhasznalva L. O’Carroll bebizonyitotta a
kovetkezd tételt.

2.6. Tétel. |OCa| Bdrmely E-unitér inverz félesoport bedgyazhatd félhdlo
csoporttal vett szemidirekt szorzatdba.

Az el6z6 két tétel kovetkezményeként barmely inverz félcsoport megkap-
hat6 mint szemidirekt szorzat inverz részfélcsoportjanak idempotens-szétvalasztod
homomorf képe.

S. Y. Chen és H. S. Hsieh 1974-ben, a gyfirielméleti faktorizalhatosag
fogalméat altalanositva bevezette a faktorizdlhaté inverz monoid fogalmét,
egyben belatta a kovetkez§ tételt.

2.7. Tétel. [CH| Bdrmely inverz félcsoport bedgyazhatd faktorizdlhatd inverz
monoidba.

D. B. McAlister [McA2|-ben kozvetve beldtta, hogy a faktorizalhaté in-
verz monoidok éppen egységelemes szemidirekt szorzatok (idempotens-szét-
valaszt6) homomorf képei. Ezen eredmény és az el6z8 tétel kombinaci6ja-
b6l adddik, hogy barmely inverz félcsoport bedgyazhaté szemidirekt szor-
zat idempotens-szétvalasztdé homomorf képébe. Egy ilyen bedgyazis mindig
megadja az inverz félcsoportnak egy F-unitér fed§jét is. D. B. McAlister
és N. R. Reilly kovetkezé tétele mutatja, hogy igy barmely F-unitér fedd
megkaphatd.

2.8. Tétel. [MR]| Legyen S inverz félcsoport, .- S — M pedig S bedgyazdsa
faktorizdlhatd inverz monoidba. Ekkor az S x U(M) direkt szorzat

{(s,9) € SxU(M) :5.< g}

részfélcsoportja E-unitér feddje az S félcsoportnak. Forditva, S minden E-
unitér feddje elddll ezen a mddon.

D. B. McAlister [McA2|-ben bevezette a majdnem faktorizalhaté inverz
félcsoport fogalmat is (fed§ félesoport néven), majd belatta, hogy a majdnem
faktorizalhat6 inverz félcsoportok éppen szemidirekt szorzatok idempotens-
szétvalaszt6 homomorf képei. A majdnem faktorizdlhat6 inverz félcsoportok
és a faktorizalhat6 inverz monoidok kapcsolatat mutatja M. V. Lawson ko-
vetkezd tétele.



2.12. Tétel. [La2| Ha M faktorizdlhatd inverz monoid, akkor M \ U(M)
majdnem faktorizdlhatd inverz félcsoport. Forditva, birmely majdnem fakto-
rizdlhatd inverz félcsoport megkaphatd igy faktorizdlhatd inverz monoidbdl.

El6zmények — ortodox félcsoportok

A fenti eredmények ortodox félcsoportokra torténd altalanositasa a '80-as
években kezdddott. M. B. Szendrei és K. Takizawa egymaéstol fiiggetleniil
bizonyitottak az alabbi tételt, ezzel Atalanositva a 2.5. Tételt.

2.13. Tétel. [Szel|,[Ta|] Minden ortodox félcsoportnak van E-unitér feddje.

Az S F-unitér regularis félcsoportot bedgyazhatonak nevezziik, ha bea-
gyazhat6 koteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdba. Ha a szemidirekt
szorzat koteg tényezdje valaszthato az E(S) koteg altal generalt varietasbol,
akkor S-et kdzelre bedgyazhatdnak nevezziik. B. Billhardt kovetkezd tétele
mutatja, hogy a 2.6. Tétel nem altalanosithaté ortodox félecsoportokra.

2.14. Tétel. [Bi| Létezik olyan E-unitér regquldris félesoport, amely nem
dgyazhato be kdteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdba.

M. B. Szendrei [Sze2]-ben a kiézelre bedgyazhatésignak egy ekvivalens
feltételét adta meg, és ezt felhasznalva bebizonyitotta a kovetkezd tételeket.

2.15. Tétel. [Sze2| A reguldris kiteggel rendelkezd E-unitér regquldris féleso-
portok kizelre bedgyazhatdk.

2.16. Tétel. [Sze3| Biszabad ortodox félcsoportok idempotenstiszia homo-
morf képet kdzelre bedgyazhatdk. Kdvetkezésképpen bdarmely ortodox félcso-
portnak van kézelre bedgyazhatd E-unitér feddje.

Az utébbi tétel az inverz félcsoportokra vonatkozd 2.5. és 2.6. Tételek
kozos altalanositdsanak tekinthetd.

Csoportvarietasok feletti //-unitér fedSk

Az értekezés elsG 6 eredményében a 2.14. Tétel eredményét élesitjiik az-
zal, hogy barmely nemtrividlis, de az Osszes csoportok varietasatol kiilon-
b6z6 csoportvarietashoz megadunk egy olyan F-unitér reguléris félcsoportot,
amely legnagyobb csoport homomorf képe eleme az adott varietasnak, viszont
nincs bedgyazhat6 F-unitér fed§je az adott varietas felett.

A konstrukcidhoz sziikségiink van a graf-félcsoportok fogalmara, melyeket
csoportok altalanositott Cayley-grafjai, valamint kdtegvarietasok segitségével
lehet definiélni.



3.1. Tétel. Bdrmely E-unitér requldris félcsoport izomorf eqy grif-félcso-
porttal.

A fenti tételt felhasznélva, adott F-unitér regularis félcsoport esetén cso-
porthomomorfizmusok segitségével megadhat6é L-unitér fedGknek egy elég
tag osztlya.

3.3. Tétel. Legyen S E-unitér requldris félcsoport. Ekkor barmely G csoport,
és annak bdarmely ¢: G — S/o szirjektiv homomorfizmusa meghatdrozza S
eqy G foldtti E-unitér feddjét. Forditva, S minden E-unitér feddje tartalmaz
olyan requldris részfélcsoportot, amely szintén E-unitér feddje S-nek, és az
eldbbi modon megkaphatd alkalmas G csoport és ¢ homomorfizmus segitségé-
vel.

Az el6bbi tétel, valamint B. Billhardt bedgyazhatdsagi kritériumanak fel-
hasznalasaval bizonyithat6 a fejezet {6 erdménye.

3.8. Tétel. Bdarmely V nemtrividlis, de az dsszes csoportok varietdsdtdl kii-
lonbdzd csoportvarietdshoz létezik olyan E-unitér requldris félcsoport, mely-
nek legnagyobb csoport homomorf képe eleme V -nek, azonban nincs V félitti
bedgyazhatd E-unitér feddje.

Majdnem faktorizilhaté ortodox félcsoportok

Az M ortodox monoidot faktorizdlhatonak nevezziik, ha bérmely s €
M esetén létezik olyan e € E(M) és u € U(M), amelyekre s = eu. A
faktorizalhat6 inverz monoidok esetéhez hasonléan bizonyithat6 a kévetkezd
tétel.

4.1. Tétel. Az M ortodox monotidra az aldbbi feltételek ekvivalensek:
(i) M faktorizdlhatd,

(il) M kiteg monoid csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak idempotens-
szétvdlasztd homomorf képe,

(iii) M koteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak homomorf képe.

Ha S félcsoport, s € S, akkor az s-sel val6é jobbrél szorzas, illetve az s-
sel valo balrol szorzas (mint S transzformécioi) kézott szoros kapesolat van.
Ezen tulajdonsag Altalanositisa vezet S transzlaciéburkanak fogalmahoz, ami
specidlis transzformaciéparokboél all. Barmely S félcsoport transzlédciéburka
monoid, melynek egységcesoportjat >:(5)-sel jeldljiik. Azt mondjuk, hogy az



S ortodox félcsoport majdnem faktorizdlhatd, ha barmely s € S esetén létezik
olyan e € IJ(S) és (A, p) € 3(5), amelyre s = ep. Az S ortodox félcsoportot
gyengén fedhetdnek hivjuk, ha el§all szemidirekt szorzat homomorf képeként.

4.3. Tétel. Eqy ortodox félcsoport akkor és csak akkor majdnem faktorizdl-
hato, ha kdteg csoporttal vett szemidirekt szorzatdnak idempotens-szétvdlaszio
homomorf képe.

Inverz félcsoportok esetén a szemidirekt szorzatok homomorf képei elgall-
nak idempotens-szétvalaszté homomorf képekként is. Amint azt a kévetkezd
példa mutatja, ortodox félcsoportok esetén ez mar nem igaz.

4.5. Allitas. Van olyan kombinatorikus teljesen 0-egyszerd gyengén fedhetd
ortodox félcsoport, amely nem majdnem faktorizdlhatd.

Az el6z6 Allitads mutatja, hogy ortodox félcsoportok gyenge fedhet&ségének
vizsgalata bonyolultabb, mint az inverz félcsoportoké. Azonban egy nagyon
specidlis részosztaly esetén a helyzet egyszertibb. Ugyanis a gyengén fed-
het§ altalanositott inverz félcsoportok jol jellemezhet&k a legnagyobb inverz
félcsoport homomorf képiik segitségével.

4.10. Tétel. Egy dltaldnositott inverz félesoport akkor és csak akkor gyengén
fedhetd, ha legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizdl-
hatg.

Az el6z6 feltétel nem alkalmas a gyenge fedhet&ség jellemzésére az 6sszes
ortodox félcsoport esetén, amint azt az alabbi allitAs mutatja.

4.12. Allitas. Létezik olyan ortodox félesoport, amely nem gyengén fedhetd,
de legnagyobb inverz félcsoport homomorf képe majdnem faktorizdlhato.

Ortodox félcsoportok beigyazisa

Ebben a fejezetben a 2.16. Tétel felhasznalésaval bebizonyitjuk, hogy bar-
mely ortodox félcsoport bedgyazhatd majdnem faktorizalhatd ortodox féleso-
portba. Legyen S ortodox félcsoport, T" pedig olyan F-unitér fedGje, amely
egy biszabad ortodox félcsoport idempotenstiszta homomorf képe. Jeldljon
a olyan idempotens-szétvalasztoé kongruenciat, amelyre T /a = S. A 2.16.
Tétel bizonyitasa alapjan T' bedgyazhatd egy B * G szemidirekt szorzatba,
ahol a B kdteg a T ortodox félcsoport idempotensei altal generalt varietas-
nak eleme. Az el6bbi bedgyazas kozelebbi vizsgalataval bizonyithat6, hogy
az « kongruencia kiterjeszthet6 B x G-re. Ez a kiterjesztés nem feltétle-
niil idempotens-szétvalasztd, azonban B * G-t egy alkalmas idempotenstiszta
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kongruencidval faktorizélva olyan B * G szemidirekt szorzat adddik, amelybe
T tovabbra is bedgyazhatd, valamint amelyre oo mar idempotens-szétvilasztd
kongruenciava terjeszthetd ki. Igy belathaté a kovetkezd tétel.

5.9. Tétel. Bdrmely ortodox félcsoport bedgyazhatd majdnem faktorizdlhato
ortodox félcsoportba.

Legyen S ortodox félcsoport, valamint ¢: S — [ egy beadgyazdsa az F
majdnem faktorizalhat6 ortodox félcsoportba. Tovibbé legyen a p: BxG —
F sziirjektiv idempotens-szétvalaszté homomorfizmus egy B * G szemidirekt
szorzatrol F-re. Ekkor az {(e,g) € B* G : (e, g)p € St} félcsoport E-unitér
fedgje S-nek. Azt mondjuk, hogy egy F-unitér fed6 majdnem faktorizdlhato
ortodoz félcsoportba vald bedgyazdsbdl szdrmazik, ha izomorf egy ilyen fedd-
vel. Vegyiik észre, hogy az el6z6 tétel bizonyitasa sordn val6jaban azt lattuk
be, hogy bizonyos fed6k majdnem faktorizalhaté ortodox félcsoportokba valo
bedgyazasokbdl szarmaznak. Amennyiben az ortodox félcsoport kotege re-
guléris, ez minden F-unitér fedére igaz, amint azt a szerzd aldbbi eredménye
is mutatja.

5.11. Tétel. [Ha3] Barmely reguléris koteggel rendelkezd ortodox félesoport
F-unitér fed6i megkaphatok majdnem faktorizdlhaté ortodox félcsoportba
valé bedgyazashol.
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