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1. fejezet

Bevezetés

Disszertaciomban 0Osszefoglalom az elmult idGszakban végzett ku-
tatasi tevékenységem, annak modszereit és eredményeit. Az els§, Pluhar
Andréssal kozos kutatési téméam a perfekt grafokkal volt kapcsolatos. A
kilencvenes évek elején sokat olvastam specialis perfekt graf osztalyok struk-
turalis jellemzésérdl, tiltott részgrafokkal vagy egyéb moédon. Négy hosszu
kort, vagy annak komplementerét feszitve nem tartalmazoé grafoknak egy
jellemzését sikeriilt adnunk. A [3] cikkben jelent meg kozos munkank ered-
ménye. Ennek a disszertacionak ez a munka nem képezi targyat.

1.1. PNS kutatasok

Imreh Balazs, korabbi operacidkutatas tanarom, kollégdm 1994-ben egy 1j,
gyorsan fejlddé teriilettel ismertetett meg, ez volt a Process Network Synthe-
sis (PNS) témakore. A folyamatszintézis PNS modellben torténd megfogal-
mazasa, vizsgalata, az els6 eredmények Friedler Ferenc nevéhez, munkéassaga-
hoz fliz6dnek. K. Tarjan, L. T. Fan, Y. W. Huang, valamint Friedler Ferenc
és veszprémi kollégéi alapoztak meg e kutatasi teriiletet [18], [19], [20], [21],
[22], [23]. Szegedrsl Imreh Baldzs mar a kezdetek utan bekapcsolodott a
PNS optimalizalasi kérdéseinek megfogalmazasaba és a strukturalis modell
kombinatorikus kérdéseinek vizsgalataba [25], [34], [35]. A PNS problémakat
vizsgald csoportjaban, annak létrejotte ota egyiitt dolgoztunk Kovacs Zol-
tan kollégammal, majd késébb Imreh Csanad és Hollo Csaba is részt vett a
munkaban. To6bb elGadasban ismertettiik eredményeinket nemzetkozi kon-
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1. FEJEZET. BEVEZETES 4

ferenciakon. Tobbek kozott az aldbbi cikkek sziilettek ebbdl az id@szakbol:
[4], 5], 6], [7], [8], [9], [10]. A PNS témaban tehat témavezetémnek Imreh
Balazs tekinthetd.

A folyamatszintézist talan leginkabb vegyipari folyamatok ihlették.
Azonban a létrehozott modell sokkal tobb gyakorlati kérdéshez kapcsolodik,
mindig felmeriil ez a szemléletmod, targyalasi modszertan, amikor valamilyen
absztrakt anyaghalmazbol egy masikat 1étre kell hozni. Ha a gyartas bizonyos
miiveleti egységekkel lehetséges, amelyekrsl mindossze annyit tudunk, hogy
milyen anyaghalmazbol milyet allitanak el§, akkor méaris a PNS modell juthat
esziinkbe. Nemcsak az ipari termeléssel kapcsolatban, hanem bizonyos gaz-
dasagi folyamatok, pénziigyi tranzakciok, tarsadalmi folyamatok vagy éppen
az Interneten torténd informacidaramlas bizonyos kérdéseinek matematikai
megfogalmazasai is elvezethetnek a Process Network Synthesis valamelyik
modelljéhez.

Az els6 hozzajarulasom a PNS elméletéhez a leginkabb vizsgalt kom-
binatorikus optimalizaldsi modell bonyolultsaganak megallapitasa volt. Ha
a miveleti egységek koltségeinek Osszegét tekintjiik minimalizalandénak, ak-
kor a feladat NP-nehéz [4|. Ez az észrevétel megnyitotta annak lehetGségét,
hogy nem hatékony megoldé eljarasokat, ilyenek fejlesztését is értékesnek te-
kintsiik. Masrészt gyors, az optimumot kozelité heurisztikus algoritmusok is
felértékelgdtek a probléma bonyolultsaganak ismeretében. A jol- megoldhato
osztalyok keresése, kutatasa is fontos irany lett [9], [10].

Az optimalizéalasi feladatnak a korlatozas és szétvélasztas keretel-
jarasban torténs megoldasakor bevezették a dontési leképezés fogalmat [19],
[21], [35]. Kideriilt, hogy az un. konzisztens dontési leképezések szoros kap-
csolatban vannak a lehetséges megoldéasokkal, szdmukat tehat fontos feliilrél
becstilni. Az [5] munkaban sikeriilt egységes elméleti becslést adni erre. Ezen
értékek formulaval valo megadasa éltalaban nem lehetséges, bizonyos specié-
lis tulajdonségok esetén azonban igen. Az un. szeparator tipusiu gépek esetén
méar adhato volt formula, kiszdmitasa azonban még mindig nehéz. Sikertilt
olyan PNS probléma osztélyokat definialni, amelyek esetében mar ki tudtam
szamolni a korlatokat 6], [7].

A [4], [5], 6], |7] k6z0s cikkeink eredményeit szerzétarsaimmal oszt-
hatatlannak tekintjiik.
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Lehet egy PNS modell azért konnyebben megoldhaté, mert a P-graf
nem teljesen altalanos, de lehet azért is, mert a célfiiggvényiink egyszertibb.
Ebbe az iranyba tettem lépéseket a [8] cikkel. Ha egy mtikods rendszer
megépitésében az a {6 szempont, hogy annak legkdltségesebb eleme legyen
minél olesobb, akkor a PNS Bottleneck valtozata jut esziinkbe. Ez éppen a
célfiiggvényben tér el lényegesen a Minsum valtozattol. Kideriilt [8], hogy a
Bottleneck valtozat hatékonyan megoldhaté. Ennek &altalanositasa, viszont
a Minsum esetnek lényegében korlatozott verzidja, a PNS k-Gsszeg modellje.
Erre is adtunk megoldast, amely rogzitett k-ra hatékony.

Kideriilt [4], hogy a PNS szoros kapcsolatban van halmazlefedési
problémakkal. Késébb az is vilagossa valt [24], [37], hogy kélesonosen spe-
cialis esetei egymasnak. Eppen ezért olyan heurisztikus megoldési modszert
akartam megadni, amely legalabb szakaszosan optimalisan probélja elGéllita-
ni az aktualisan sziikséges anyaghalmazt. Raadéasul egy-egy lépésben haté-
kony, mély matematikai hattert algoritmus fut. Edmonds hires kehely-tipusta
algoritmuséval rokon a minimalis koltségt éllefedési algoritmus (MCEC). Ke-
serti Kornél programozoéi szakdolgozaténak téméja ennek a kevéssé alkalma-
zott algoritmusnak a megvalositasa volt, dijazott OTDK munkat is készitett
belsle. Az MCEC segédeljarasra épitve definidltam tobb, szakaszosan op-
timalis dontéseket hozd heurisztikus megoldot in., egyszertsitett PNS prob-
lemakra [11], [12]. Ez utobbi fogalom nem specialis PNS feladatosztalyt
jelent, mert minden P-graf atalakithato ekvivalens, egyszertisitett P-grafra.
Az algoritmusok gyorsan lefutottak, és az optimélishoz kozeli lehetséges meg-
oldasokat adtak.

1.2. Tokéletes dominancia

Egy szamitogéphalozatban néhany helyre van mod nagy teljesitményt, ko-
moly szamitasokat végz6 gépeket telepiteni, mig més csomoépontokban a ki-
szolgalok, adatbazisok foglalnak helyet. Nyilvan két tényezd fontos, ame-
lyek egymas ellen hatnak. Egyrészt minden kiszolgalohoz legyen elég kozel
szerver, masrészt ne kelljen sok erGs gépet felhasznalni. Keresendek tehat
az iranyitott, vagy iranyitatlan halézatban azok a csomépontok, amelyektsl
minden mas csics legfeljebb d lépésben elérhets. Kolozsvari kollégammal,
Kasa Zoltannal kezdtiink gondolkozni ilyen jellegii alapkérdéseken, ¢ ajén-
lotta figyelmembe a [42] cikket, melyben a szerzok eltérd halozati topolo-
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gidkat vizsgaltak éppen ebbdl a szempontbél. Ebben a de Bruijn grafokkal
kapcsolatban mind az irdnyitott, mind az irdnyitatlan esetben, bizonyos pa-
raméterekre megoldatlan kérdéseket fogalmaztak meg. Sikeriilt valaszt adni
[13] két nyitott kérdésre perfekt dominaloé halmazok létezésével kapcsolatban.

1.3. Belsd szallitasok

A gyakorlati optimalizalas motivalta a dolgozat harmadik téméajat is. Lo-
gisztikai témaja kutatasaink kozben szinte minden kérdés eltér egy kicsit
a hires, sokat kutatott alapkérdések mindegyikétsl. Vannak azonban kap-
csolodési pontok, felhasznalhatjuk az elméleti, vagy gyakorlati informatika
eredményeit, igy tudunk eredményesen optimalizalni. Az optimalis fuvar-
szervezési problémakon gondolkozva egy kozos altalanositasat fogalmaztam
meg a TSP és LOP alapprobléméknak. Ha az utazoé ligynok olcsobban sze-
retné korbejarni a klienseit, de az utja soran az iigyfelek kozott bizonyos
tranzakciokat szeretne lebonyolitani, amely neki hasznot hoz, akkor kett&s
célt tiz ki maga elé, amelyek egymast zavarjak. Ha az egyik heurisztikus
elképzelés logikus az egyik nehéz problémara, egy masik pedig a maésikra,
akkor vajon hogyan kell eljarni ha mindkét cél, illetve ezek eredGje a fontos?
A HPPIT probléméara [14] megoldé algoritmusokat definialtam, szerzo-
tarsaim is tovabbiakat, majd a megvalésitas utdn Bartok Tamas OTDK dijas
munkajaban értékelte a futési tapasztalatokat. A feladatok definidlasakor
fontos volt az adatokat gy megadni, hogy igazi HPPIT problémakat old-
junk meg, ne dominéljon sem a TSP, sem a LOP célfiiggvényrész.

A dolgozatban bemutatott eredmények legnagyobb részét a [4], [5],
6], [8], [11], [12], [13] és [14] cikkekben publikaltam.
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1.4. Koszonetnyilvanitas

Legel6szor Imreh Balazsnak, tanaromnak, szeretett kollégamnak kdszonom a
szakmai atmutatasat, a munkam hatterének biztositasat, a konferenciak le-
het&ségét. Emberségét mint vezetd, inspirdcidjat mint témavezets, megértsd
tiirelmét jelen munka elkésziiltének halogatasaért. Koszonom, hogy barat-
janak fogadott. Kitolthetetlen tirt hagyott a szivemben; ma mar nem lehet
kozottiink.

Ko6szonom szerzétarsaimnak, kollégaimnak, tanitvanyaimnak a kozos munkat,
az Otleteket, a megfogalmazasokat, a technikai segitséget.

A disszertacio alapjaul szolgalo elGadasokat, cikkeket a kovetkezd pénziigyi
alapok tamogattak: MKM 635/96; FKFP 0008/1999; OTKA T030074; NKFP-
2/015/2004; OTKA T046405.

Ko6szonom a segitségét mindazon régi és jelenlegi kollégadimnak, akikhez min-
dig fordulhattam jo tanacsért, akik készségesek voltak és segitettek megoldani
kisebb-nagyobb gondjaimat.

Egykori iskolaimban, az egyetemen mindig voltak olyan kiemelkedd tanar
egyéniségek, akik meghatarozo hatassal voltak ram. Nekik koszonhetem,
hogy a matematikat valasztottam, hogy a természettudomanyokhoz, infor-
matikdhoz vonzédtam. Régi osztalytarsaimnak, évfolyamtarsaimnak is ko-
szonoém, hogy sokat tanulhattam a beszélgetéseinkbdl.

Csaladom szeretete, tamogatasa, buzditasa nélkiil nem tudtam volna elké-
sziteni a disszertaciot és az annak alapjaul szolgalé kutatasokat.

Ajanlom ezt a munkat Draga Sziileimnek, akik lehetévé tették az utat, amely
idaig elvezetett.



2. fejezet

A PNS modell alapfogalmai

2.1. A PNS probléma

Amig a cimben all6 fogalom vilagosabba nem valik, sok definiciora,
megéallapitésra lesz sziikségiink. Mar itt eloljaroban fontos megjegyezni, hogy
a dolgozat kiilénbo6z6 részeiben a PNS probléma kifejezés eltérd jelentéssel
is birhat. A jelen és a 3., 4. fejezetben attekintést adunk a PNS probleé-
ma alapfogalmair6l. A bemutatott definiciok, korabbi eredmények, egyrészt
sziikségesek a targyalt eredményekben szerepld fogalmak megértéséhez, més-
részt bévebben megtalalhatok a [5], (6], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24],
[25], [32], [34], [35], [37], [40] munkakban.

Jelolje ¢(H) egy tetszéleges H halmaz Osszes részhalmazat, ¢’ (H)
pedig a H halmaz 6sszes nemiires részhalmazat. Legyenek M és O C o' (M) x
¢’ (M) véges, nemiires, és diszjunkt halmazok. Az M elemei az anyagok, mig
az O elemei a miiveleti egységek, melyek segitségével bizonyos bemend anya-
gokbol nyeriink el6irt modon egy kimeneti anyaghalmazt. Hogy mi megy
végbe a miiveleti egységekben, azzal nem foglalkozunk. Figyelmen kiviil
hagyjuk tovabba azt is, hogy miként kezdett a rendszer miikodni, csak sta-
tikus termeléssel foglalkozunk. Formalisan barmely v € O miiveleti egységre
u = (a, 3), ahol a a bemeneti (nemiires) anyaghalmaz, ( pedig a kimeneti
(nem {ires) anyaghalmaz. Azt fogjuk mondani, hogy az u miiveleti egység az
« anyaghalmazbol a § anyaghalmazt gyartja.

2.1.1. Definicié. Az (M, O) pdrhoz egyértelmien hozzdrendelhetd eqy irdnyi-
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tott, kétrészes graf, amit a folyamat grdafjdnak nevezink:
PG(M,0) = (M UO,A; U As), ahol az élhalmaz kétféle tipusi élbol dll:
A ={(X,)Y): Y =(a,0) €0 és X € a},
Ay ={(V,X):Y =(o,0) €0 és X € (3}.
2.1.2. Definicio. Egy (V', E') grif eqy PG(M, O) folyamat grif részgrdfja,
ha:
o V' =MUO, M'CM, O'CO,
. 0'C M) x GO,
o /= AlUA,, ahol
Ay ={(X.Y):
y ={(vV.X):

(a,8) € O és X € a},

Y
Y =(o,0) €0 ¢és X € 3}

2.1.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy adott (M, O) par és a hozzarendelt
folyamat graf kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast. Ezért a to-
vabbiakban az (M, O) parokat azonositani fogjuk a hozzajuk rendelt folyamat
grafokkal.

Egy X € M anyag forrds (M,O)-ban, ha nem létezik (Y, X) él a fo-
lyamat grafban. Ha léteznek X, X, ..., X, cstcspontok a grafban, melyekre
(X1, Xa), (X2, X3), ..., (Xn_1,X,) élek az (M, O) folyamat grafban, akkor az
ezen cstucspontok altal meghatarozott utat [Xi, X, ]-el fogjuk jelolni. Mivel
(M, O) paros graf, ezért barmely [ X7, X,,] atban felvaltva kovetkeznek anyagi,
illetve miveleti egység tipusu csucsok.

Legyen most P C M és R C M az elddllitando anyagok és a fel-
haszndlhato nyersanyagok egyméstol diszjunkt halmaza. Az elGallitando
anyagokra szinonimaként fogjuk hasznalni a céltermék vagy kivant anyag
kifejezéseket, a felhasznalhato nyersanyagokat pedig egyszertien nyersanya-
goknak nevezziik. Ha a mitiveleti egységek halmaza O, akkor jelolje M’ azon
anyagok halmazat, amelyek O-beli gépek bemeneti vagy kimeneti anyagai.
Legyen M = M'U P U R. Ekkor (M, O) a folyamat grafja. Az M=(P, R, O)
harmast pedig a tekintett PNS-probléma strukturdlis modelljének nevez-
zik.
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A B C D E

2.1.1. Példa. Legyen M=(P, R, O), melyben

e P={L,N},
e R={A,B,C,D,E},

o O = {uy,us,us, uyg,us}, ahol
Uy = ({Aa B}7 {F7 GaH}):
Uz = ({B,C},{H,I}),
Uz = ({O7D7E}v{[7‘]}>;

o us = ({B}, {KY), é
us = ({H,1},{L,N}).

O

Ekkor M = {A,B,C,D,E,F\G,H,1,J,K,L,N} és az (M,O) fo-

lyamat grdfot a 2.1. dbra szemlélteti.
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2.1.3. Definicio. Legyen adott egy M = (P, R, O) strukturdlis modell. Ek-
kor egy (m, o) részgrifot az M strukturdlis modell egy lehetséges megoldds
strukturdjanak neveziink, ha teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsdgok:

(Al
(A2
(A3
(A4) VX € m, Ao, B) € 0 tgy, hogy X € aUp.

VX € m, X € R < nem létezik (Y, X) él (m,o0)-ban,

) P
)
) VY, € o, 3 [Y,,Y,] dt, amelyre Y, € P,
)

Jelolje S(M) az M strukturalis modell lehetséges megoldas strukti-
rainak halmazat. Egy lehetséges megoldas strukturéat tehat ugy képzelhetiink
el, mint a folyamat grafjanak egy olyan részhalozatat, melyben

szerepelnek az elgallitand6 anyagok,

e nyersanyagokat nem gyartunk, és minden nem nyersanyagot gyartja
valamelyik mitiveleti egységiink,

e csak olyan miiveleti egységet miikodtetiink, amely legaldbb kozvetve
részt vesz valamelyik elGallitand6 anyag gyartasaban, illetve

e nincs izolalt anyagi pont a részgrafban.

2.1.2. Példa. Tekintsik a 2.1.1 példdt. Akkor

( )=({A,B,F,G,H,C,D,E,I,J,L,N},{u,us,us}),
( )={B,C,H,I,L,N},{us,us})

e (ms,03) = ({A,B,F,G,H,C,I,L, N}, {uy, us, us}),
( ) = (
( )= (

{B,C,D,E,H,I,J,L,N},{us,us,us})
{A B CD E FG H [ JL N} {Ul,UQ,Ug,Ug)})

az 0sszes lehetséges megoldds struktirak, mig példdul
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e (mg,06) = ({C,D,E,H,I,J L, N},{us, us}) és
b4 (m7707) = ({B,C,H,I,E,K,L,N},{UQ,U4,U5})

nem lehetséges megoldds struktirdk az (A2), illetve az (A3) feltételek nem
teljesiilése miatt.

2.1.2. Megjegyzés. Az M és O halmazok végessége miatt S(M) is véges
halmaz.

2.1.3. Megjegyzés. Altalanos esetben az (Al) — (A4) feltételeket teljesi-
t6 lehetséges megoldés strukturak halmaza tires halmaz is lehet: a 2.1.1.
példaban, ha a B anyag nem lenne nyersanyag, akkor S(M) = () -t kapnank.

2.1.1. Lemma. (|22]) Legyen M=(P, R, O) egy PNS probléma strukturdlis
modellje. Ha (m,o0) és (m',0") lehetséges megoldds struktirdi M-nek, akkor
(m,0) U (m',0) is lehetséges megoldds struktirdja M-nek.

2.1.1. Kovetkezmény. A 2.1.2. megjeqyzés és 2.1.1. lemma alapjin S(M)
0sszes lehetséges megoldds strukturdinak eqyesitése is lehetséges megoldds struk-
tira lesz.

2.1.4. Definicio. Legyen M =(P, R, O) egy PNS probléma strukturdlis mo-
dellje. M maximadlis struktirdja alatt a

udMy = |J (mo)

(m,0)eS(M)

megoldds struktirdt értjik. Ha S(M) = 0, akkor p(M) = 0 és (M) -et
degenerdltnak nevezziik.

2.1.4. Megjegyzés. S(M) # () akkor és csakis akkor, ha (M) # ().

2.1.5. Definicié. Legyen o C O miveleti egységek egy halmaza. Definidljuk
a mat™, mat®™, és mat fiigguényeket a kovetkezbképpen.:

mat™(0) : ¢ (O) — @' (M), mat™ (o) = U a,
(

a,B)€o
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mat®(0) : ¢'(0) — ¢ (M), mat®* (o) = U 0,
(e,B)€0
€s ,
mat(o) : @' (0) — ¢ (M), mat(o) = mat™(0) Umat™ (o).

Szemléletesen a miiveleti egységek egy o halmazahoz tartozo input anyagok,
illetve output anyagok egyesitésérél van szo.

2.1.2. Lemma. ([22|) Legyen M=(P, R,O) egy PNS probléma strukturdlis
modellje. Ha (m,o0) € S(M), akkor m = mat(o).

2.1.2. Kovetkezmény. (|22]|) Egy (m,o0) lehetséges megoldds struktira egy-
értelmien meghatdrozott az o miveleti eqység halmazzal.

2.2. A PNS probléma redukciéja

Az eddigiekbdl nyilvanvalo, hogy egy M=(P, R, O) strukturélis mo-
dell egyértelmiien meghatéarozza az S(M) lehetséges megoldas struktira hal-
mazt. Ez forditva azonban nem igaz: kiilonb6z6 strukturélis modellek rendel-
kezhetnek azonos megoldés struktira halmazzal. Példaul ha egy modellhez
felvesziink olyan tovabbi miiveleti egységeket, melyeknek bemeneti és kime-
neti anyaghalmazaik diszjunktak az eredeti modell anyaghalmazaitol, akkor
az igy kapott strukturalis modell ugyanazzal a megoldas struktura halmazzal
fog rendelkezni. Gyakorlati szempontbol fontos lenne tehat megtalalni azt a
legkisebb mérett, és igy legkonnyebben kezelheté megoldés strukturat, mely
tartalmazza az eredeti probléma Gsszes lehetséges megoldas struktirajat.

2.2.1. Definici6. Jeldljik M-el a PNS problémdk strukturdlis modelljei-
nek halmazdt. Azt mondjuk, hogy az M = (ﬁ, R, 6) e M, és az M’ =
(P',R,0") € M strukturdlis modellek ekvivalensek, és ezt M ~ M’ -vel
jeléljiik, ha P = P' és S(M) = S(M').
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A ~ relaci6 reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus, azaz ekvivalencia
relacio. Mivel gyakorlatilag csak az M nem iires megoldas struktira halmaz-
zal rendelkezd ekvivalencia osztalyai érdekesek, ezért a tovabbiakban ilyen
osztalyokat fogunk tanulmanyozni. Tetszdleges G’ ilyen osztalyra és M =
(P,R,0) € ¢, illetve M’ = (P',R',0’) € G’ strukturalis modellekre defi-
nialjuk a < relaciot a kovetkezképpen: M < M’ akkor és csakis akkor, ha
(M,0) C (M',0') és R C R/, ahol (M,0) és (M',O") az M, illetve M’
strukturalis modellek folyamat grafjai. Nyilvanvaléan a < relacié reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv, azaz részben rendezés G'-n.

2.2.1. Példa. Legyen M’=(P', R, O’), melyben

o P'={L,N},
e« R={A,B,C,D,E},
o O = {uy,us,us, us}, ahol

o up = ({4, B}, {FG, H}),

o uy=({B,C},{H,1}),

o uz = ({C,D,E},{I,J}), és
o us = ({H,I},{L,N}).

A folyamat grafjat a 2.2 dbra szemlélteti. Konnyen ellendrizhetd,
hogy PP = P, R = R, O'" C O, tovdbbd a folyamatok lehetséges megoldds
struktirdr azonosak a 2.1.2. példaban leirtakkal. Mindebbdl az kovetkezik,
hogy M <M. Erdemes tovdbbd megfigyelni azt is, hogy a példik mazimdlis
struktirdi is azonosak: u(M) = p(M') = (ms, 05).

Szeretnénk meghatarozni adott ekvivalencia osztaly egy minimélis
elemét a < részben rendezésre nézve. Legyen G’ egy nem iires lehetséges
megoldés struktira halmazzal rendelkez6 ekvivalencia osztaly. Legyen M =
(P,R,0) € G'. Mivel S(M) # 0, ezért a 2.1.4. megjegyzés alapjan p(M)
nem degeneralt. Akkor u(M) = (M,O)-ra képezzik az M = (P, R,0O)
harmast, ahol R = RN M.

2.2.1. Lemma. A fenti médon meghatdrozott M = (P, R, O) egy PNS prob-

léma olyan strukturdlis modellje, mely ekvivalens M-el és M < M.
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A B C D E

2.2. dbra. A 2.2.1. példahoz tartozo folyamat graf.

2.2.1. Kévetkezmény. ([22|) Minden M € G'-re M a M teljesiil, ami azt
jelenti, hogy M az ekvivalencia osztdly legkisebb eleme.

Az ekvivalencia osztaly legkisebb eleme a folyamat graf olyan mini-
malis részgrafjanak felel meg, mely tartalmazza az Gsszes lehetséges megoldas
struktirat, de nem tartalmaz olyan hélozati részeket, amelyek nem sziiksé-
gesek egyik lehetséges megoldashoz sem. Ennek megtalaldsa azért hasznos,
mert csokkenti a probléma méretét.

2.2.2. Definicié. Egy PNS probléma M = (P, R, O) strukturdlis modelljét
a tekintett PNS probléma redukdlt strukturdlis modelljének nevezzik, ha
S(M) # 0, és barmely mds M’ ~ M strukturdlis modellre M <M'.

Tehat egy G’ ekvivalencia osztaly egy nem iires lehetséges megol-
das struktara halmazzal rendelkez6 M = (P, R, O) strukturélis modelljébdl
kiindulva, a (M) = (M, O) maximélis struktira ismeretében, az M redu-
kalt struktarat az M = (P, R, O) médon kaphatjuk meg, ahol R = RN M.
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Ehhez azonban tetsz6leges strukturéalis modellrdl el kellene tudnunk doénteni,
hogy a lehetséges megoldas strukturadk halmaza iires halmaz-e, és ha nem,
akkor meg kellene tudnunk hatarozni a maximalis struktarat. Ennek meg-
valositasat fogjuk bemutatni a kovetkezs alfejezetben.

2.3. A maximalis struktira meghatarozasa

A vizsgalatok soran bebizonyosodott, hogy a lehetséges megoldas
struktira halmaz tirességének eldontésére és a maximalis struktira generaléa-
sara adhato egy hatékony, polinomialis idejii algoritmus ([18, 23]). Tovabbi
empirikus vizsgalatok megmutattik, hogy véletlenszertien generalt feladatok-
ra a redukcios eljaras bizonyos, atlagosnak tekinthets feladatosztalyok esetén
kozelitSleg 47%-ara csokkenti a feladat méretét ([35]). Ebben az alfejezetben
a ([18])-ben leirt algoritmust fogjuk ismertetni.

Legyen M = (P, R, O) egy PNS probléma strukturalis modellje.

Maximalis struktira generalé algoritmus (MSG)

1. Redukecid

Inicializdldas

1.1. Legyen Og = O\ {(, B) : (o, ) € O & BN R # 0} és My = mat(Oy).

1.2. Ha P € My, akkor nem létezik M-re maximalis struktira és az algo-
ritmus véget ér.

1.3. Legyen Tp ={X : X € My \ R & ((o,3) € Og — X & )}

1.4. Legyen r = 0.

Tterdcio
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1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

Ha T, = (), akkor folytassuk az eljarast a 2.1. lépéssel.
Valasszunk egy X € T, anyagot.

Legyen Ox = {(,0) : (o, B) € O, & X € a}.
Legyen O,.1 = O, \ Ox és M,+1 = mat(Oy41).

Ha P & M, 4, akkor nem létezik M-re maximélis struktira és az algo-
ritmus véget ér. Egyébként folytassuk az eljarast a kovetkezd 1épéssel.

1.10. Hatarozzuk meg a
T ={Y :Y € mat®(Ox) &Y & mat® (0,;1) &Y € mat™(O,41)}
halmazt.
1.11. Legyen T,y = (T, N M,41) UT.
1.12. Noveljiik eggyel az r iteraciészamot.
1.13. Kezdjiink egy 1j iteraciot az 1.5. 1épéssel.
2. Epités
Inicializalds
2.1. Legyen Wy =P, mg =10, 0g =0 és s = 0.
Iterdcio
2.2. Ha W, = (), akkor vége: kaptunk egy megoldas struktturat M-re.
Ha m = mat (o), akkor (m, os) az M maximalis struktiraja.
Ha W, # 0, akkor folytassuk az eljarast a kovetkezs lépéssel.
2.3. Vélasszunk egy tetszdleges X anyagot W,-bdl.
2.4. Legyen mgyq = ms U{X}.
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2.5. Alkossuk meg az O% = {(«o,3) : (o, 3) € O, & X € 3} halmazt.
2.6. Legyen o541 = 0, U O%.

2.7. W1 = Wy Umat™(O%)) \ (RUmgy).

2.8. Noveljiik eggyel az s iterdcidészamot.

2.9. Kezdjiink egy 14j iteraciot a 2.2. lépéssel.

Az algoritmus két f6 részbdl all. Az elsd, redukcios részben torol-
jik azokat a miiveleti egységeket, melyek vagy nyersanyagot is termelnek,
vagy valamely nyersanyagtol kiilonbozs, egyetlen miiveleti egység altal sem
termelt bemeneti anyag hianydban nem tudnénak mikddni. Ha kozben azt
tapasztaljuk, hogy valamely célterméket egyetlen megmaradt mtiveleti egysé-
glink sem gyartja, ez azt jelenti, hogy nincs lehetséges megoldéas struktura,
azaz S(M) = (), de akkor maximalis strukttra sincs, igy az algoritmust meg-
allithatjuk.

A masodik részben a rendelkezésre allo miiveleti egységekbdl fel-
épitjiik azt a halézatot, mely kizarolag hasznos anyagokat termel6 miiveleti
egységeket tartalmaz. ElGszor kiindulunk abbol, hogy a céltermékeket le kell
gyartani. Ehhez minden olyan miiveleti egység hasznos lehet, mely célter-
méket gyart, tehat ezeket bevessziik a hélozatba. De a halozatba bevett
miveleti egységek bemeneti anyagait is le kellene gyartani, tehat bevessziik
az azokat gyartd miveleti egységeket is, és igy tovabb.

Osszesitve, az algoritmus eldonti, vajon az S(M) = @ vagy léte-
zik lehetséges megoldas struktura. Az eredményként kapott halozat azokat
és csakis azokat a mitveleti egységeket és anyagokat tartalmazza, amelyek
résztvehetnek valamely lehetséges megoldés strukturaban, igy a modell ma-
ximalis struktirajat szolgaltatja. Lényeges tovabba az is, hogy az algoritmus
polinomialis id6 alatt oldja meg ezt a feladatot ([18]).

Az eddigiekben a PNS probléma azt jelentette, hogy adjunk vélaszo-
kat egy M = (P, R,O) strukturalis modell megoldhatosagi kérdéseire. A
tovabbiakban a PNS problémat optimalizalasi probléméva tessziik.
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2.4. A sulyozott PNS modell

Legyen M = (P,R,0) egy PNS probléma strukturalis modellje.
Gyakorlati szempontbol természetes igény, hogy szeretnénk meghatarozni azt
a lehetséges megoldas strukturat, mely valamilyen szempontbdl a leggazdasé-
gosabban allitja el6 a céltermékeket. Definialunk tehét a lehetséges megoldés
struktirak halmazan egy koltségfiiggvényt, és kerestink egy legkisebb koltsé-
gii lehetséges megoldast. Legyen z : S(M) — R, egy ilyen koltségfiiggvény.
Akkor a megoldandoé feladat:

min{z((m,0)) : (m,0) € S(M)}. (2.1)

Egy megoldas struktira koltségfiiggvényét tobbféleképpen definialhatjuk. Mi

most ennek egy egyszert és természetes definicidjat fogjuk adni.

Legyen w : O — R, egy koltségfiiggvény a miveleti egységeken.
Egy lehetséges megoldas strukttura koltségét a benne levé miiveleti egysé-
gek Osszkoltségeként fogjuk definialni. Igy a PNS probléma azon valtozatat
vizsgaljuk, amikor a feladat egy olyan lehetséges megoldas struktira meg-
hatarozasa, melyre a benne miikodé miiveleti egységek Osszsilya minimaélis,
vagyis

min{z w(u) : (m,0) € S(M)}. (2.2)

Az a kérdés, hogy meg tudjuk-e oldani ezt a feladatot, ha igen hogyan, és
milyen hatékonysaggal?

Mivel az M és O halmazok végessége miatt a lehetséges megoldas
struktirak szama is véges, tovabba adott lehetséges megoldas struktira fen-
tiekben definialt koltségének kiszamitasa is véges id§ alatt elvégezhets, ezért
nyilvan a legkisebb koltségt lehetséges megoldés struktira meghatarozasa is
véges id6ben megoldhato feladat. Példaul egy lehetség, hogy felsoroljuk a
strukturalis modellben szereplé O halmaz 0sszes részhalmazat, mindegyikrsl
megvizsgaljuk, hogy lehetséges megoldas struktira-e, és a lehetséges meg-
oldas strukturdk koziil kivalasztjuk a legkisebb koltségiit. Ez a modszer ex-
ponencialis. Tl sok részhalmazt vizsgalunk meg feleslegesen. Az el6zGekben
targyaltak ismeretében vilagos, hogy elegendé csak a maximalis strukttara
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miveleti egység részhalmazaival foglalkozni. A kovetkezs fejezetben latni
fogjuk, hogy ennél hatékonyabb megoldast lehet ugyan talélni, de sokkal ha-
tékonyabb, polinomiélis ideji megoldasi modszer nem varhato.



3. fejezet

A PNS probléma NP-nehéz

A [4] cikkben igazoltuk a fenti (2.2) probléma NP-nehézségét. A
bizonyitdsunk alapotlete az volt, hogy megmutattuk a PNS problémak egy
részosztalyanak ekvivalenciajat a halmazlefedési problémaval, mely egy jol
ismert NP—teljes probléma (|2, 41]).

3.1. A halmazlefedési feladat
visszavezetése a PNS-re

Tekintsiik a PNS problémék azon PNS,,; részosztalyat, melyben O C ¢'(R) x
¢'(P), azaz melyben minden mitveleti egység nyersanyagokbol célterméke-
ket gyart. Legyen tehat O = {uy,...,u,}, u; = (¢, 5;) € ¢'(R) x ¢'(P),
Jj = 1,...,n. Ha a (; halmazok stlyozasat a kovetkezSképpen definialjuk:
w'(B;) = w(u;), akkor kénnyen belathato, hogy a PNS,; probléma ekviva-
lens a P halmaz 3; halmazokkal val6 halmazlefedési problémajaval.

Forditva, tekintsiink egy tetszéleges halmazlefedési problémat. Ez
azt jelenti, hogy egy tetszGleges nem {ires, véges P halmazt le szeretnénk
fedni stlyozott 3;, j = 1,...n halmazokkal, minél kisebb 0sszkoltséggel.
Jelolje a halmazok sulyozasat w'(53;), j = 1,...,n. Legyen R # 0 egy tet-
sz6leges véges halmaz, melyre R N P = (). Legyenek tovabba u; = (R, §;),
j=1,...,n,é O = {uy,...,u,}. Definidljunk egy w sulyfiiggvényt O-n a
kovetkezéképpen: w(u;) = w'(f;), j = 1,...,n. Ha a P és R halmazokat
anyaghalmazoknak, az O-t pedig miveleti egységek halmazanak tekintjiik,

21
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akkor a (P, R, O) &ltal meghatéarozott PNS,,; probléma ekvivalens a tekintett
halmazlefedési problémaval.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy:

3.1.1. Lemma. ([4]) A PNS,1 problémaosztdly ekvivalens a halmazlefedési
problémauval.

Mivel azonban a PNS,; problémaosztaly a PNS probléméanak egy
részosztalya, a halmazlefedési probléma pedig NP—teljes, ezért a kiovetkezs
allitast kapjuk.

3.1.1. Tétel. ([4]) A PNS probléma NP-nehéz.

Egy NP-nehéz probléma NP-teljességéhez azt kellene megmutat-
ni, hogy eleme az NP osztalynak. Ha vesziink egy feltételezett optimalis
megoldast, annak az ellenérzése, hogy valoban megfelel§ koltségii lehetséges
megoldés struktira-e, polinomiélis id6ben elvégezhetd.

3.2. A PNS visszavezetése a
halmazlefedési feladatra

A (|24, 37]) cikkekben a szerzdk konstruktiv moédon forditott iranyu vissza-
vezetést adtak meg, melyet az alabbiakban vazolunk. Abbol indulunk ki,
hogy a lehetséges megoldas struktirak mind a maximalis strukttara részei,
és ily médon, ha (M,0) az M = (P, R,O) strukturalis modell maximélis
struktiraja, akkor az eredeti stulyozott PNS probléma ekvivalens a

min {Z w(u) : (m,0) € S(P,RHM,G)} (3.1)

uco

feladattal.

Ha S(P,R,0) = (), akkor a PNS probléma ekvivalens azzal a hal-
mazlefedési problémaval, melyben a P halmazt kell lefedni annak egy valodi,
tetszbleges silya részhalmazaval: egyiknek sincs lehetséges megoldasa.
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Ha S(P,R,0) # 0, akkor felhasznalva a 2.1.2. kovetkezménybe-
li megallapitast, miszerint egy mitveleti egység halmaz egyértelmiien meg-
hataroz egy lehetséges megoldas struktirat, a lehetséges megoldas struktu-
rakat egy logikai konjunktiv normalforméval fogjuk jellemezni.

Legyen O = {(ay,B1),...,(a,3)} é¢s J = {1,...,1}. Akkor az
(M,0) minden (m, o) folyamat részgrafjahoz hozzarendelhetiink egy v, ...,
y; logikai vektort ugy, hogy minden j € J-re y; = IGAZ <= («;, ;) € o.
Konnyen belathato, hogy ez egy bijektiv leképezés az (M, O) folyamat (A4)-
et kielégits részgrafjai és a hozzajuk rendelt logikai vektorok kozott. Egy
y logikai vektornak megfelels (m, o) folyamat részgraf a kovetkezSképpen
hatarozhat6 meg:

m = U (CY]' Uﬁj) és o= {(Oéjaﬂj) .] S T(Y)},

JET(y)

ahol T(y) = {j : j € J ésy; = IGAZ}. Azonban tetsz6leges y vektorhoz
rendelt folyamat részgraf nem feltétlen lehetséges megoldas struktura is. Az
aldbbiakban meghatarozunk egy olyan ® konjunktiv normélformat, amelyet
egy y logikai vektor akkor és csakis akkor elégit ki, ha a hozzarendelt folyamat
részgraf lehetséges megoldés struktira. Legyenek:

e &= AV y;
XeP jeJ
Xeﬂ]
e o= A (wV V .u)
jeJ heJ
Xeaj\R X€eBy
b (1)2 = /\ (_'yj \% \/ yh)7
jeJ heJ
Pﬁﬁj:@ Bjﬁah7£@
[ ] CD:(D()/\(I):[/\(I)Q

3.2.1. Lemma. ([37]) Egyy logikai l-vektor akkor és csakis akkor elégiti ki a
O konjunktiv normdl formadt, ha az y-hoz rendelt folyamat grdf eqy lehetséges
megoldas struktira.

Bizonyitas Legyen (m,o0) egy tetszéleges (M, O)-beli lehetséges megoldés
struktira és y a hozzarendelt logikai vektor. Mivel m = mat(o), (A1) és (A2)
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alapjan minden P-beli anyagot gyart valamilyen o-beli miiveleti egység, igy
Oo(y) = IGAZ. (A2)-bdl nyilvan kovetkezik &4(y) = IGAZ is.

Bizonyitani szeretnénk ®, teljesiilését is. Legyen j € J 1gy, hogy
GNP = 0. Akkor —y; V. \/ y, tagja a Py-nek. Ha u; ¢ o, akkor

heJ
Bjﬂah;é@

y; = HAMIS és az el6bbi diszjunkcio logikai értéke /GAZ. Meg kell még
mutatnunk, hogy akkor is igaz, hau; € o, azaz y; = IGAZ. Ebben az esetben
(A3) alapjan létezik egy (m,o)-beli ut u;-bél P-be, ami miatt létezik olyan
up, € o, melyre 5; Nay, # 0. Ez viszont azt jelenti, hogy y, = IGAZ, amibél
az kovetkezik, hogy az 6t tartalmazoé diszjunkci6 is igaz. Mivel a j € J-t
tetszdlegesen vélasztottuk a 5; N P = () feltétel mellett, igy a ®o konjunkcio
minden tagja IGAZ lesz, amibdl kévetkezik @, teljestiilése.

A fentiekben megmutattuk tehéat, hogy ®,, ®; és ®, mindegyike
IGAZ, amibdl kovetkezik @ teljesiilése.

A masik irdny bizonyitasahoz most tegyiik fel, hogy y kielégiti ®-t.
Legyen (m, o) az (M,O) y-hoz rendelt folyamat részgrafja. Igazolni szeret-
nénk, hogy (m, o) lehetséges megoldas struktura, azaz kielégiti az (A1) - (A4)
feltételeket.

(A4) az y definiciojabol kozvetleniil kovetkezik.

®o(y) = IGAZ miatt minden X € P-re létezik olyan v € O miiveleti
egység, mely X-et kozvetleniil termeli, igy (A1) is teljestil.

(A2) bizonyitasahoz legyen X € m N R. Mivel o C O és az (M,0)
maximalis struktirdban a nyersanyagokat egyetlen O-beli mtveleti egység
sem gyartja, igy nem létezhet (Y, X) él az (m,o0)-ban. Feltételezziik, hogy
X € m és nem létezik (Y, X) él (m,o0)-ban. Bizonyitani szeretnénk, hogy
X € R. Feltételezziik az ellenkezgjét, azt hogy X ¢ R. Mivel X € m, a
®-hez rendelt (m, o) definicioja miatt léteznie kell u; = (g, ;) € o-nak ugy,
hogy X € a;, ami azt jelenti, hogy y; = IGAZ. Masfeldl az (M, O) maximalis
struktira is a 2.1.1. kovetkezmény alapjan egy lehetséges megoldas struk-
tara, melyben feltételezéslink szerint X nem nyersanyag, igy létezniiik kell
olyan u;, € O miveleti egységeknek, melyekre X € 3. Mivel a ®; a maximéa-
lis struktiira minden, nem csak nyersanyag bemenettel rendelkezd mitiveleti
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egységére tartalmaz egy tagot, ezért ®; tartalmazni fogja a (-y; V. '\ yn)

heJ
X€ePy,

tagot is. Mivel feltételezésiink szerint ® = IGAZ, ezért &, = IGAZ, de
akkor az (—y; V. \/ wp) tagnak is IGAZ-nak kell lennie. Ugyanakkor a fen-

heJ

Xepy,
tiekben azt kaptuk, hogy y; = IGAZ. Ez azt jelenti, hogy \/ yp is IGAZ,
heJ
Xepy,

amibdl az kovetkezik, hogy létezik olyan hg, melyre up, € 0 és X € [y,.
Ebbdl viszont az adodik, hogy létezik (Y, X) él (m,o0)-ban, ami ellentmond
a feltételezésiinknek. Kovetkezésképpen X € R, és (A2) teljesiil.

(A3) bizonyitasdhoz vegylink egy tetszéleges u; € o miveleti egysé-
get. Ha B; N P # (), akkor nyilvan létezik ut w;-bsl P-be. Egyébként, fel-
hasznalva azt a tényt, hogy a maximalis struktira egy lehetséges megoldas
struktura, a maximalis struktiraban létezik at u;-b6l P-be, igy 1étezik olyan
uy, € O miiveleti egység, melyre 3; Nay, # (). Mivel ®, a maximalis struktira
minden célterméket nem gyarté miveleti egységére tartalmaz egy tagot, ezért
tartalmazni fogja a —y; V. \/  y, tagot is. Mivel u; € o miatt y;, = IGAZ,

hed
BjNouy, #0

ezért az el6bbiekhez hasonlé modon létezik olyan hg, hogy us, € 0 és 3; N
ap, # 0. Most up,-al indulva ugyanezt a gondolatmenetet megismételve,
véges szamu ismétls 1lépés utan kapunk egy wu;-bsl P-be vezets (m, o0)-beli
utat, ami azt mutatja, hogy (A3) igaz. —

A 3.2.1. lemma alapjan felirhatjuk a PNS probléma egy ekvivalens
forméjat:

min Z w; @y kielégiti ®-t | (3.2)

JET(y)

ahol w; = w(uy), j=1,...,L

A ([24]) alapjan bevezetve a 2}, z; € {0,1}, j = 1,...,1 valtozokat

ugy, hogy zi = 1 akkor és csakis akkor ha y; = IGAZ, tovabba z; = 1— zj*,
a fenti feladatot az alabbi formaban is felirhatjuk:

> z;r > 1, minden X € P-re,
JjeJ
XEﬁj
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— + ] )
Z; + hze; z7 >1, minden j € J, X € a; \ R-re,
Xepy,

z; + > 2z >1, minden j € J, PN g; = -re,
=)

zF + z; =1, minden j € J-re,

j
2,z €{0,1}, minden j € J-re,

: -
min ) w; - 2;
jeJ

A fenti, 2] valtozot tartalmazo feltételrendszer minden valtozoja
binéris. A feltételrendszer méatrixa szintén binaris, minden feltételben mind-
egyik valtozo egyiitthatdja 0 vagy 1. A jobboldali vektor minden komponense
1. Vannak egyenlgségek is, illetve > 1 feltételek. Egy ilyen feltételrendszert
és célfiiggvényti probléma nem halmazlefedési feladat az egyenléségek miatt,
de nem is halmazosztalyozasi feladat, mert nem minden feltétel egyenlGség.
A pl. [36]-ban bemutatott bizonyitas alapjan konnyen belathato, hogy tet-

sz6leges L > > wj-re a fenti feladat optimalis megoldasai azonosak az alabbi
j€J
halmazlefedési probléma optimalis megoldasaival:

> z;r > 1, minden X € P-re,
jeJ
Xep;

_ + . - . -
Zj‘i”,;,zh > 1, minden j € J, X € a; \ R-re,
X€eBp,

z; + > 2z >1, minden j € J, PN ;= P-re,
=y

+ — . .
z; +z; > 1, minden j € J-re,

z;“,z]_ € {0,1}, minden j € J-re,




3. FEJEZET. A PNS PROBLEMA NP-NEHEZ 27

min Y [(w; 4+ L) - 2] + L - 2;]
i€l

Osszegezve az eddigieket, azt kaptuk, hogy a PNS probléma vissza-
vezethets egy halmazlefedési feladatra, ugyanakkor a 3.1.1. lemma értelmé-
ben a halmazlefedési feladat ekvivalens egy specialis PNS problémaosztallyal.
Ebbdl az kovetkezik, hogy:

3.2.1. Tétel. [37] A PNS probléma ekvivalens a halmazlefedési problémduval.

A halmazlefedési probléma NP—teljessége (1d. [2, 41]) alapjan ebbdl is adodik,
hogy:

3.2.2. Tétel. [4], [37] A PNS probléma NP-teljes.

3.2.1. Megjegyzés. A [4] cikkben leirt visszavezetés, a |24, 37| cikkekben
publikalt, itt felidézett ekvivalencia bizonyitas a silyozott PNS problémak
koziil az tn. Minsum problémat az NP-teljes problémék osztalyaba helyezi.
A mar egy ideje, kiilonbo6zd termelési és egyéb gyakorlati kérdések altal moti-
valt, és sokat vizsgalt probléma elhelyezése a klasszikus, hires problémak kozé
fontos eredmény. Ezek utan ugyanolyan joggal vethetdk fel érdekes kérdések
a PNS probléma osztéllyal kapcsolatban (speciélis strukturak, egyedi cél-
fliggvények), mint barmely mas univerzalisan nehéz probléméarol. A fenti ek-
vivalencia bizonyitas logikai formulakat hasznéal. Ennek kovetkeztében talan
lehetséges lett volna igazolni, hogy az altalanos PNS problémabdl adodé CNF
van annyira altalanos, hogy kielégithetésége még mindig NP—teljes. Ahhoz
azonban, hogy a halmazlefedési problémaval valé ekvivalencia kideriiljon, a
kules 6tlet az, hogy ha a valtozokra a z?. = 1 pontosan akkor teljesiil, ha
az uj-t bevalasztjuk a lehetséges megoldasba, akkor a lehetséges megoldas-
ra vonatkoz6 axiémék éppen a megadott feltételrendszert eredményezik. A
feltételrendszer éppen olyanna volt alakithatd, mint amilyennek egy halmaz-
lefedési feladatnak lennie kell. A logikai formuléra val6 visszavezetést, a két
modell ekvivalenciajat a torténeti hiiség kedvéért mutattuk be.

A 3.2.2. tétel alapjan feltételezhetd, hogy a PNS probléma haté-
kony, polinomiélis idejii megoldasa nem varhat6. Ez indokolja azt, hogy akar
exponencialis idejd megoldd algoritmusokat is elfogadhatonak tekintsiink, és
alkalmazzuk az ilyen esetekben szokasos korlatozas és szétvélasztas jellegi
modszereket.



4. fejezet

Dontési leképezések

Fontos szerepet jatszik a PNS-probléménak a korlatozas és szétva-
lasztas modszerével torténd, kiillonbo6z6 (|34]) megoldéasaiban a (|20, 21])-ban
bevezetett dontési leképezés fogalma.

Legyen O a miiveleti egységek egy halmaza. Definialjuk a A :
M\ R — p(0), figgvényt a kovetkez6 modon. Minden X € M \ R-re
legyen A(X) = {(o, ) : (o, ) € O & X € [}. Szemléletesen a A min-
den nem nyersanyaghoz hozzarendeli azokat a miiveleti egységeket, melyek
azt az anyagot gyarthatjak. Mi viszont altalanos esetben a miveleti egysé-
geknek csak egy olyan részhalmazét szeretnénk hasznalni, mely a legkisebb
koltséggel képes a céltermékek legyartasara. Mivel altaldban egy anyagot
tobb miiveleti egység is legyarthat, ezért egy megoldas felépitése sordn min-
den anyagra vonatkozoan donteniink kell arrél, hogy azt az anyagot mely
mitiveleti egységekkel kivanjuk legyartani. Ezen dontések leirasara hasznél-
juk a donteési leképezéseket. Legyen m C M \ R és 6(X) € A(X), minden
X € mre. Adm] = {(X,6(X)) : X € m} leképezést reguldris déntési
leképezésnek, vagy egyszertien csak dontést leképezésnek nevezziik.

4.1. Konzisztens dontési leképezés

Egy dontési leképezés konzisztens, ha §(X)NA(Y) C §(Y) barmely X, Y €
m-re. Ez azt fejezi ki, hogy ha egy miveleti egység tobb anyagot is gyart,

28
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akkor vagy azt feltételezziik, hogy nem miikédik, azaz nem gyéart semmit és
akkor nem rendeljiik hozza egyetlen anyaghoz sem, vagy azt feltételezziik,
hogy mtikodik, de akkor mindegyik kimeneti anyagat gyartja és igy mindhez
hozza kell rendelni. Az M strukturalis modell konzisztens dontési leképezé-
seinek halmazat yr-el fogjuk jelolni.

Most tegyiik fel, hogy egy d[m] dontési leképezés altal meghatéroz-
tuk a mitveleti egységek egy részhalmazat abbodl a célbol, hogy az m-beli
anyagokat kozvetleniil gyartsa. Ha vesziink egy tovabbi Y € M \ (m U R)
anyagot, és ennek kozvetlen gyartasara konzisztens moédon hozzarendeljiik az
ul, ..., u. A(Y)-beli bizonyos miiveleti egységeket, akkor egy bévebb dontési
leképezést kapunk. Az ennek megfelel

I mU{Y} =dmlU{(Y,{ul,...,u.})}

» T

donteési leképezésre azt mondjuk, hogy a d[m| egy reguldris kiterjesztése,
vagy egyszeriien csak a 0[m| kiterjesztése.

A kiterjesztés fliggvény z-en reflexiv, antiszimmetrikus és tran-
zitiv, tehat részben rendezés relaciot hataroz meg. Jeloljiik a részben ren-
dezett halmazt (Qpg, <)-el. Nyilvanvaloan 6[0] az (2um, <) halmaz legkisebb
eleme. A fentiek értelmében a kiterjesztés relaciot altalanosithatjuk dgy, ho-
gy azt mondjuk, hogy ds[ms] (reguldris) kiterjesztése &1 [mq]-nek és ezt
ugyancsak 01[my| < da[my] -vel jeloljik, ha m; C my, 61 [my] és 09 [ms] kon-
zisztens dontési leképezések, valamint 6; (X )= d2(X) minden X € my-re. Az
(O, <) halmaz maximalis elemeit Qyf*-val fogjuk jeldlni.

Konnyen belathatjuk, hogy teljesiil az alabbi tulajdonsag:

4.1.1. Lemma. Egy d[m] € Qn dontési leképezés az (Qn, <) részben ren-
dezett halmaz mazimalis eleme akkor és csakis akkor, ha m = M \ R.

Erdemes definialni a mtiveleti egységek azon halmazat, amely egy konzisztens
dontési leképezés altal van meghatarozva. Nevezetesen, legyen

op(6[m]) =U{d(X): X e m}.

Bizonyos esetekben egy d[m] € Qv \ Qpf* dontési leképezésbdl maximélis
elemet képezhetiink a kovetkezd moédon. Ha

W = (mat™(op(3lm])) U P) \ (RUm) = 0,
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akkor legyen

0'(X) = {(a, ) : (, B) € op(d[m]) s X € B}

minden X € M \ R-re. Akkor konnyen belathato, hogy ¢ € Qy*. A ¢
donteési leképezést a 0[m] (reguldris) lezdrdsdnak fogjuk nevezni.

Mivel minden 0 [m] € Qpf*re m = M \ R, ezért ismert M =
(P, R, O) strukturalis modell esetén adott maximalis dontési leképezést egy-
szertien d-val fogunk jelolni.

A maximalis konzisztens dontési leképezések és a lehetséges megoldas
struktiurak kozotti osszefliggések tanulméanyozasara minden (m,o0) € S (M)
lehetséges megoldas struktirahoz hozzarendeliink egy maximalis konzisztens
dontési leképezést a kovetkezdképpen.

4.1.1. Definicioé. Legyen p : S (M) — QNP fiiggvény, melyre p(m,o0) = 0
tgy, hogy

I(X)={v:u=(a,0)€0& X €}, ha X em\R, és

§(X)=10, ha X ¢ M\ (RUm).

4.1.2. Lemma. ([33]) p egy injektiv leképezés S(M)-rél Qyg*-ba, tovibbd

p~1(0) = (mat(op(6)), op(9))

igaz minden olyan 0-ra, mely eqy S(M)-beli elem p dltali leképezése.

Bizonyitas  Elgszor megmutatjuk, hogy (m,o0) € S(M)-bdl kovetkezik
p((m,0)) € QpF*. Mivel a p((m,0)) = 6[M \ R] az M \ R halmazon defi-
nialt, tovabba egy o[m| dontési leképezés akkor és csakis akkor maximaélis,
ha m = M \ R, ezért azt kell belatnunk, hogy  konzisztens. Ebbdl a célbol
legyenek X,Y € M\ R tetsz6leges anyagok. Igazoljuk, hogy 6(X)NA(Y) C
5(Y). Ha 6(X)NA(Y) = 0, akkor a konzisztencidhoz sziikséges tartal-
mazas nyilvanvaloan teljestil. Most tegytik fel, hogy 6(X) N A(Y) # 0 és
(a,B) € 6(X) NA(Y). Akkor 0 definicidja alapjan X € m \ R és (o, 3) € o.
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Masfeldl (a, ) € A(Y)-bol kévetkezik, hogy Y € 5. Mivel (m,0) egy meg-
oldas struktura, ezért a 2.1.2. Lemma alapjan m = mat(o) 2 33 Y, és igy
Y €m. Az Y € M\ R feltételezés azt vonja maga utan, hogy Y & R, és
ezért Y € m \ R. Azt kapjuk tehat, hogy («, 3) € §(Y), amibdl kovetkezik
az el6irt tartalmazas.

Most legyen (m,o0) és (m/,0") két kiilonbozé megoldas struktura.
Megmutatjuk, hogy a p((m,0)) = 0 és p((m’,0")) = ¢, egymastol kiilon-
b6z dontési leképezések. A 2.1.2. Lemma és 2.1.2. Kévetkezmény alapjan
az (m,o) és (m/,0') egyértelmiien meghatarozottak az o illetve o' halmazok
altal, ezért o # o'. Akkor az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhet-
juk, hogy létezik olyan (o, 5) € O, melyre (o, 3) € o, de («,5) & o'. Mivel
(m,0) € S(M), ezért a 2.1.2. Lemma alapjan m = mat(o) és igy § C m. Az
(A3) feltételbdl |5] > 1, vagyis létezik legalabb egy olyan X anyag, melyre
X € 3, és ezért X € m. Mivel (M, O) egy megoldas struktira és X € [, to-
vabba (a, #) € O, ezért az (A2) feltételbdl X & R ésigy X € m\ R. Tovabba
a 0 definiciojabol («, 5) € 6(X). Két esetet kiilonboztethetiink meg.

Ha X & m’, akkor a ¢’ definicija alapjan ¢'(X) = 0, kovetkezéskép-
pen 6(X) # §'(X).

Ha X € m/, akkor (o, 3) & o'-b6l ¢’ definicioja alapjan kovetkezik,
hogy (a, 8) & 0'(X) .

[ly modon igazoltuk, hogy & # ¢§'.

Végiil legyen 0 = p((m, 0)) valamely (m, o) € S(M) megoldés struk-
tarara. A p definici6ja alapjan konnyen belathato, hogy o = op(d). Akkor
a 2.1.2. Lemmabol azt kapjuk, hogy (m,o0) = (mat(op(d)),op(d)), ami azt
jelenti, hogy igazoltuk az allitast. —

4.1.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy p nem raképezés, és igy nem is
bijekcio. Példaul a 6*(X) = 0,VX € M \ R dontési leképezés eleme az
OQpP* halmaznak, de nem létezik olyan (m,o0) € S(M) lehetséges megoldas
struktura, melyre p((m,o0)) = 0* teljestilne.

Jelolje S"(M) az S(M) p melletti képét, vagyis legyen
S' (M) = {p((m,0)) : (m,0) € S(M)}.
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Vegyiik észre, hogy minden (m, 0) € S(M)-re ha p((m,o0)) = §[M \ R], akkor
0o =op(6[M \ R]). Ezen észrevételbdl és a 4.1.2. Lemméabol azt kapjuk, hogy
a PNS feladattal az alabbi is egyenértéki megfogalmazas:

min¢ Y w(u):de S (M) . (4.1)

u€op(d)

Az egyszertiség kedvéért az S’'(M) elemeit lehetséges megoldasoknak fog-
juk nevezni.

A késGbbiekben latni fogjuk, hogy a konzisztens dontési leképezé-
sek lehetévé teszik a lehetséges megoldés strukturdak hatékonyabb lefrasat és
generalasat.

4.2. Megoldé eljarasok

Ebben a részben a (4.1) feladat megoldasara fogunk kidolgozni alap-
vet$ algoritmusokat. A 3.2.2 Tétel alapjan tudjuk, hogy nem véarhaté haté-
kony polinomiéalis idejii megoldas. Ismertetiink egy olyan Branch and Bound
jellegl eljarast, mely altalanos keretet nyujt majd az ilyen algoritmusok
késébbiekben torténd targyalasara.

4.3. Branch and Bound kereteljaras PNS felada-
tokra

Legyen M egy PNS probléma strukturalis modellje, és jelolje (M, O)
a maximaélis struktirat. Célunk az, hogy megoldjuk a (4.1) problémét. Mivel
az S’(M) nem {ires, véges halmaz, ezért léteznie kell legalabb egy optimalis
megoldasnak. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy hogyan alkalmazhato6 az
altalanos korlatozés és szétvalasztias modszere a feladat megoldasara.

A Branch and Bound algoritmus egyik f6 0sszeteviGje a szétvalasztasi
fiiggvény, mely S’(M) részhalmazait particiokra osztja. Mivel itt S’(M) csak
implicit moédon van definialva, viszont S’(M) C Qpf™, amibdl kifolyolag az
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QR particioi az S’(M)-ben is particiokat hoznak létre, ezért S’(M) helyett
az 6t befoglalo Qpf* halmazt és annak részhalmazait fogjuk felosztani.

Definialjuk az w : Qp \ QO — ¢/ (QFF) fiiggvényt a kévetke-
z6képpen. Minden d[m| € QO \ Q)P -re legyen

w(d[m]) ={d: § € Qpf™ és §[m] < 6}

Tulajdonképpen w(d[m]) megadja a d[m| maximalis konzisztens kiterjeszté-
seit. A 4.1 részben lattuk, hogy minden nem maximalis konzisztens dontési
leképezésnek létezik maximéalis konzisztens dontési leképezésre valo kiterjesz-
tése. Az is nyilvanvalo, hogy w(0[0]) = Qpf*. Az w(d[m]) N S'(M) halmaz
elemeit (reguldris) lehetséges megoldds kiterjesztéseknek fogjuk nevez-
ni.

A [35]-ban igazolast nyert a kévetkezd allitas.

4.3.1. Lemma. Ha 6[m],d'[m'] € Qnm \ Q3 és 3X € mnm/ : 0[X] #
8 X], akkor w(d[m]) Nw(d'[m']) = 0.

Legyen d[m] € O \ Qpf*. Akkor a 4.1.1. Lemma értelmében m C
M \ R, ami azt jelenti, hogy létezik X € M \ (RUm) anyag. Mivel (M, O)
maximalis struktira, ezért A(X) # 0, igy A(X) minden Q;, i = 1,.. ., 214X
részhalmazara definidlhatjuk a

d;lm U{X}] = d[m] U {(X, Q:)}

dontési leképezést.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a d;[m U
{X}], i = 1,...,223)] halmaz konzisztens dontési leképezései a d,[m U
{X}], t=1,...,k dontési leképezések. Akkor a [35] alapjan tudjuk, hogy

4.3.2. Lemma. Azw(&[mU{X}]), t =1,...,k halmazok nem feltétlen nem
trividlis particioi az w(d[m]) halmaznak.

Akkor a B&B algoritmus w szétvélasztasi fiiggvénye a kovetkezs lesz:

w(0[m]) = {w(d:[mU{X}]), t=1,...,k}.
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A Branch and Bound algoritmus maésik lényeges OsszetevGje a kor-
latozo fiiggvény. Jelen esetben ez egy g : Oy — R fiiggvény, mely alsod
korlatokat hataroz meg a w(d'), &' € S'(M) Nw(d[m]), d[m] € O \ QR
értékekre, g(§) = w(d) had[m] € §'(M), és g(§) = oo ha §[m| € QRF*\S'(M).

A korlatozas és szétvalasztas modszere tulajdonképpen az Gsszes le-
hetséges megoldast tartalmazo leszamlalési fa olyan intelligens bejarésa, mely
a szétvalaszto és korlatozo fliggvényeinek koszonhetGen a fanak csak egy ré-
szét generdlja és jarja be azért, hogy minél hamarabb eljusson az optimélis
megoldashoz. Ez tgy lehetséges, hogy azokat a cstcspontokat nem fogja to-
vabb osztani, melyekrsl a korlatozo fliggvény segitségével biztosan meg tudja
allapitani, hogy nem tartalmazhatnak optimélis megoldast. Az ilyen cstcs-
pontokat felderitett, vagy lezdrt csicspontoknak szoktuk nevezni, mig a
tobbi cstcspontok alkotjak az €lé csicspontokat. Ezek utan megadhatjuk a
(4.1) probléméat megoldé B&B algoritmust.

Branch and Bound Algoritmus ([35])
Inicializdlds

e Legyen m =0, L = {w(0[0])}, z =00, s=0, r =0.
Szamoljuk ki g(8[0])-t.

Iterdcio (r. iterdcid)

1. Befejezés tesztelés

Ha L = 0, akkor VEGE: z tartalmazza az optimumot, s pedig az
optimélis megoldést.

Egyébként, ha r» > 0, akkor térjiink a 2. lépésre,

ha pedig r = 0, akkor folytassuk a 3. 1épéssel.

2. Levélkivdlasztds

Vélasszunk egy olyan w(d[m]) elemet az L-bdl, melyre % minimalis.

Ha tobb ilyen van, akkor valasszunk egyet véletlenszerten koziiliik.
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3. Szétvdlasztds

Alkossuk meg w(d[m])-nek a w(d[m]) = {w(d;[mi]), i =1,...,k} par-

ticioit.
4. Korldatszamitds

Minden ¢ = 1,..., k-ra szamoljuk ki a g(d;[m;]) korlatokat. Tovabba,
ham =M\ R és g(d;) < z, akkor legyen z = ¢g(d;) és s = {d;}.

5. Felderités

Aktualizaljuk L értékét:
L =A{w(@[m']) : w('[m']) € (L\{w(d[m])}) Uw(6[m]), g(8'[m']) < =}

Legyen r = r + 1, és térjiink a kovetkezd iteraciora (1. lépés).

4.3.1. Megjegyzés. A leirt algoritmus nem teljes, hanem egy séma, mely a
kiilonb6z6 valasztasi lehet&ségek pontositasaval implementalhato. Példaul a
3. lépésben nem hataroztuk meg, hogy mely anyaggal fogjuk kiterjeszteni az
m anyaghalmazt a particiok képzése céljabol. Erre egy lehet6ség lehet, hogy
az M \ (m U R) halmaz legkisebb indextd elemét valasztjuk. Hasonloképpen,
a g korlatozo fliggvény pontos képletét sem adtuk meg. Trivialis korlatként
megadhatnank példaul a o[m] altal rogzitett miveleti egységek sulyainak
Osszegét. Ezek kiilonbo6z6 implementacioja kiilonbozé B&B algoritmusokhoz
vezet. Tovabbi ilyen lehetdségeket tartalmaz a [35] munka.



5. fejezet

A dontési leképezések szama

A fejezet a [5], [6] és [7] cikkek eredményeit tartalmazza. Ezek olyan kézos
publikaciok, melyek eredményeit szerzétarsaimmal oszthatatlanoknak tekint-
jik.

A konzisztencia sziikséges ahhoz, hogy eljussunk a lehetséges meg-
oldasokig. Azonban tébb is igaz: minden konzisztens dontési leképezés azo-
nosithatd a fentiek szerint hozzarendelt mtveleti egységek részhalmazaval,
hiszen, ha m C M \ R adott, akkor azon miveleti egységek koziil valaszt-
hatunk, amelyek kimenetében szerepel legalabb egy anyag m-bdsl. Viszont
ha egy miveleti egységet valamelyik anyaghoz hozzarendeltiik, akkor éppen
a konzisztencia miatt ezt méar minden kimeneti anyagadhoz hozza kell ren-
delniink. Ez az egyszerd észrevétel tehat azt jelenti, hogy az eddigieknél
jobban kezelhetjiik a konzisztens dontési leképezéseket és megszamolhatjuk
Gket.

5.1. Az altalanos eset

5.1.1. Tétel. ([5]) Minden ) #m C M \ R-re, az m-en definidlhato

konzisztens dontési leképezések szama 2!Uxem A1,

Bizonyitas
Jeloljiikk 7(m)-el az m anyaghalmaz felett definidlhat6 konzisztens

36
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dontési leképezések szamat. Eljarasunkban |m| szerinti indukciot fogunk
alkalmazni.

Ha |m| = 1, akkor X — @ egy konzisztens dontési leképezés barmely
@ C A(X)-re, ahol X az m egyetlen elemét jeloli. A konzisztens dontési
leképezések szama ebben az esetben 214X

Most legyen 1 < i < |M \ R| egy tetszéleges egész szam, és felté-
telezziik, hogy az allitas igaz minden olyan m C M \ R-re, melyre |m| = i.
Vegylink egy tetszéleges i + 1 elemd m’ C M \ R halmazt. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy m’ = {Xi,..., X;, X;41}. Legyen
W =A(Xip1) \ (U{A(Xy) : t=1,...,4i}). W alapjan két esetet kiilonbozte-

tiink meg.

L. BSET. W = 0. Akkor Uy, AX) = Uxenm AX).

Igazolnunk kell hat, hogy 7(m’) = 7(m). A konzisztencia defini-
ciojabol kovetkezik, hogy minden §[m/] konzisztens dontési leképezésnek az
{X1, ..., X;} halmazra valo sziikitése is konzisztens dontési leképezés. Masfe-
161, ha azonos halmazon definialt két konzisztens dontési leképezés kiillonb6z6,
akkor a kiterjesztéseik is kiilonboz6ek lesznek. Elegendd tehat azt igazolni,
hogy barmely 6[{ X1, ..., X;}] dontési leképezésnek egyetlen kiterjesztése van
az {X1,...,X;, X;41} halmazra.

Elgszor megkonstrualjuk a 0[{ X1, ..., X;}| egy kiterjesztését az { X7,
..., X;, Xiy1} halmazra. Legyen

§'(Xis1) = {(c, B) : (0, B) € A(Xi1) & Fj € {1,..., i} : (o, B) € 5(X;)},
§'(X,) = 8(X,), Yt e {1,...,i}.

El6szor igazolnunk kell a 6'[{ X1, ..., X, X1 }] konzisztenciajat, nevezetesen
azt, hogy

(1) &(Xe) NA(Xig1) € 6'(Xiga),
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és

(2)  0"(Xip1) NA(Xy) C6'(Xy)

teljesiilnek barmely X; € {Xi,..., X;} esetén.

Az (1) érvényessége a ¢ definiciojabol kovetkezik. A (2) igazolasara
vegyiink egy (a,3) € 0'(Xiy1) N A(X;) tetszleges miiveleti egységet vala-
mely t € {1,...,i}-re. Mivel (o, 3) € 0'(X;41), ezért 35 € {1,...,4i} :
(a, B) € 8(X;) N A(Xiq1). Akkor (o, 5) € §(X;) N A(X;). Masfelol, mivel
J.t€{l,...,1} ezért 0 konzisztenciajabol kovetkezik, hogy 6(X;) N A(X;) C
3(Xy) = 0'(X;). Kovetkezésképpen (o, 3) € 0'(Xy), ami azt jelenti, hogy a
(2) feltétel is teljestil.

Most legyen 0*[{ X1, ..., X;, Xiu1}] a 0[{Xy,..., X;}| egy kiterjesz-
tése. Meg fogjuk mutatni, hogy §'(X;) = §*(Xy), VvVt € {1,..., i+ 1}.
Ha 1 < t < 4, akkor az egyenlGség nyilvanvaloéan teljesiil. Azt kell iga-
zolnunk tehat, hogy ¢'(X;41) € 0*(Xit1) és 0'(Xiq1) 2 0°(Xit1). Ennek
érdekében legyen (o, 3) € §'(X;y1) egy tetszéleges miiveleti egység. A ¢
definicioja alapjan («, 5) € 0(X;) N A(Xj41) valamely X; € {Xy,..., X;}-
re. De §(X;) = 0*(X;) és 0* konzisztens dontési leképezés, kovetkezésképpen
(a, B) € 0*(X;) N A(Xi41) C 0*(Xiq1). Forditva, legyen (a, 5) € 0*(Xit1).
Mivel W = 0, ezért 3 j € {1,..., i} : (a,8) € A(X;), és ily modon
(a, B) € 6" (Xi+1) N A(X];). De 0* konzisztenciaja miatt 0*(X;11) N A(X;) C
0" (X;) = 6(X;), kovetkezésképpen (o, ) € A(Xit1) N 0(Xj;), de akkor ¢
definici6ja miatt («a, 5) € 6'(Xit1).

2. ESET. W # (). Az 1. ESET.-ben tett észrevételek alapjan ele-

gendd azt megmutatni, hogy a 6[{ X1, ..., X;}] konzisztens dontési leképezés-
nek 2" kiterjesztése van a {X1, ..., X;, X;41} halmazra. Ennek érdekében
legyen

T={(a,8): (a,0) € AXo) & 3t € {1,...,i}: (a,8) € 6(X,)}.

T és W definici6jabol nyilvanvalo, hogy TN W = (. Meg fogjuk mutatni,
hogy a

§(X) = 0(X), haXe{Xy... Xi}
TUQ, haX =X
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dontési leképezés minden @@ C W-re konzisztens. A §[{ X, ..., X;}] konzisz-
tencidja miatt elegendd igazolnunk a

(3) (X5 NA(Xip1) ©'(Xita)

(4)  0'(Xipa) NAX;) C0'(X))

tartalmazasokat minden j =1, ..., i-re.

Ezért legyen j € {1,...,i} egy tetszoleges index és (a, 5) € §'(X;) N
A(Xiq1). Akkor (o, B) € T, és igy (o, B) € §'(Xi41), amibdl kévetkezik (3).
Most legyen (o, ) € 0'(Xip1) N A(X;). Akkor (o, 8) € (TUQ) NA(X;) =
T NA(X;). Az (o, 8) € T tartalmazasbol kovetkezik, hogy (o, §) € §(X})
valamely ¢ € {1,...,i}-re, kovetkezésképpen (o, §) € 6(X;) N A(X;). Mivel
d konzisztens, ezért 0(X;) N A(X;) C §(X;) = §'(X;), ami a (4) teljesiilését
jelenti.

Mivel W lehetséges @ részhalmazainak szama 2V ezért a fenti
modszerrel a 0[{X,..., X;}] dontési leképezésnek 2" kiilonbozs kiterjesz-
tését kapjuk. Meg kell még mutatnunk, hogy a fenti dontési leképezésnek
nincsenek tovabbi konzisztens kiterjesztései { Xy, ..., X;, X1 }-re.

Legyen ehhez 6*[{X,..., X;, Xi11}] egy tetszbleges kiterjesztése o-
nak, ¢és (a,3) € T. Akkor (a, ) € §(Xy) N A(Xi41) = 0%(Xy) N A(Xi41)
valamely ¢t € {1,...,i}-re. Mivel ¢* konzisztens, ezért §*(X;) N A(X;1) C
0*(Xit1), és igy (o, B) € 6"(Xi41). Kovetkezésképpen T' C 6*(X;41). Most
legyen (a, 8) € 0*(X;41) \ 7. Ha («, 5) ¢ W, akkor (o, 3) € A(X}) valamely
t e {l,...,i}-re, és akkor §* konzisztenciaja miatt (o, 8) € 6*(X;) = 0(Xy),
ami azt jelenti, hogy (a, 3) € T, de ez ellentmondas. Tehat (o, 5) € W, igy
0*(Xiv1) CTUW. Ez azt jelenti, hogy d*-nak meg kell egyezni § valamely
el6zGekben mér felsorolt kiterjesztésével.

Az indukcits feltevést hasznélva tehat azt kapjuk, hogy

T({Xl, o 7Xi+1}) — 2|U{A(Xt):t:1 ,,,,, z}}\2|W| _ 2|U{A(Xt):t:1 ..... i+1}

amivel igazoltuk az allitast. —
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Megjegyezziik, hogy m-en Gsszesen 22 xem 13N déntési leképezés de-
finialhato. Tételiinkbsl kovetkezik, hogy m = M \ R-re, vagyis a maximaélis
konzisztens déntési leképezésekre 7(Qu*) =201 adodik. Ez azt mutatja,
hogy szoros kapcsolat all fenn az O részhalmazai és a maximalis konzisz-
tens dontési leképezések kozott. Konnyen belathato, hogy v(d) = op(9) egy
bijektiv leképezés Q™ és ¢ (O) kozott.

A 4.1.1. Definiciéban meghataroztunk egy p fiiggvényt a lehetséges
megoldés struktirak és a maximalis konzisztens dontési leképezések kozott.
Vilagos, hogy p az S (M)-et kolesondsen egyértelmiien beleképezi Qp*-be.
Ez viszont azt is jelenti, hogy 2/°! egy trivialis fels6 korlat S (M)-re. Termé-
szetesen ez nagyon durva becslés. Azonban ha akar mar csak (A2)-t figye-
lembe vessziik, sokkal jobb becslés adhato S (M)|-re. A [5] munka alapjan
ezt fogjuk megvizsgalni a tovabbiakban.

Legyen (m,0)€ S (M) egy tetszéleges lehetséges megoldés struktura
és p(m,o0) = 6. Ha X € mat™(op(9)), akkor létezik u = (o, 3) € op(d) gy,
hogy X € a. A § definicidja szerint u € o, és igy X € m. (A2) alapjan
X € mat®™(op(d)) U R, tehat felirhatjuk, hogy:

(A2) mat™ (op(8)) C mat®(op(8)) U R.

Az (A’2)-nek megfelel6 maximalis konzisztens dontési leképezések
szama nyilvan nem kevesebb, mint a lehetséges megoldas struktiarak szama,
igy feliilrsl becsiiliink, ha az el6bbit meghatérozzuk. Ennek érdekében legyen
(M,0) egy PNS probléma folyamat grafja, M = {Xi,...,Xx}, és O =
{uy, ..., u,}. Legyen tovabba

OX;)={u: u=(,0) €0 & X; € a}
minden X; € M-re. Tetszbleges j € {1,...,k}-ra legyen
A;j=1{6:0 € ™ & X; € mat™(op(8)) \ (mat®™ (op(6)) UR)}.

A; azon maximalis dontési leképezéseket tartalmazza, melyek X; miatt nem
elégitik ki az (A'2)-t. Minden () # I C {1,...,k}-ra vezessiik be az A; =
NicrA; jelolést, tovabba legyen Ay = Q. Vilagos, hogy I = {iy,... 4}
esetén

Ar={0:6 € Qp &{Xi,.... Xi} € mat™(op(6)) \ (mat®*(op(6)) UR)}
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azon dontési leképezéseket jelenti, amelyek esetén (LA'2) éppen az I-beli in-
dexii anyagok miatt sériil. Igy a Szitaformulat alkalmazva, az (A’2)-nek
megfelel6 maximalis konzisztens dontési leképezések szamara

R\ (AU AU UA) = 5 (=) |4)]
1C{1,. .k}

adodik.

5.1.1. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a kapott korlat fliggetlen az el6-
allitand6 anyagok halmazatol, azaz érvényes barmely P C M \ R-re.

5.1.1. Példa. Az dltaldnos esetre vonatkozo korldtszdmitds szemléltetésére
legyen M = {Xl, c ,X12}, 0= {ul, ce ,U7}, P = {Xg} és R = {Xlo,Xll,
Xi2}, ahol a miveleti eqységek bemeneti és kimeneti anyagait a 5.1. tdbldzat
tartalmazza.

Miiveleti egységek
bemenetek — kimenetek

Uy X10 X1, Xo
U2 X1 X3, Xy, X5
us X9 X5, X6
Uy X Xo, X3
Us Xo, X3 X7, X3
Ug X5, Xs Xg, Xg
Uz X X5, X3

5.1. tablazat.

A megfeleld folyamat grifot az 5.1. dbra szemlélteti.

A maximdlis konzisztens dontési leképezések és O részhalmazai kozot-
ti kapcsolatot felhaszndlva tudjuk, hogy Ay akkor €s csakis akkor tartalmazza
a 6-t, ha op(0) kielégiti az uy & op(6) és uy € op(d) tulajdonsdgokat. Ezen
mazimdlis dontési leképezések szdma 2°, tehdt |Ay| = 2°. Hasonldan kapjuk,
hOgy |A2| = 24, |A3| = 25, ’A5 = 23, ’Aﬁ’ =3- 24 és |A]| =0a tObe]
indexre. Kovetkezésképpen

> |A;| = 136.

IC{1,..k} & |I|=1

A kételemi részhalmazokat vizsgdlva, Agy gy akkor €s csakis akkor
tartalmazza 6-t, ha uy,ug & op(d) €s us,us € op(0), ezért Ap oy = 0. Ha-
sonldan |Ap gy| = 23 mivel Aq1 3y akkor és csakis akkor tartalmazza 6-t, ha
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X,
u, u, u,
1 2 3 4 5 X6
T —
5.1. &bra.

uy, us & op(8) €s ug,us € op(6). Kiszdmolva és dsszegezve a részhalmazokra
a megfeleld értékeket azt kapjuk, hogy:

> |A;| = 60.

IC{1,...k} & |I|=2

Folytatva az eljardst, a hdrom elemd részhalmazokra a 12 értéket kapjuk.
Végiil azt tapasztaljuk, hogy |I| > 3-ra |Af| = 0. Kdvetkezésképpen a keresett
érték:
27 — 136 + 60 — 12 = 40.

Megjegyezziik, hogy ebben a példdban |QNF*| = 128 és |[S(M)| = 19. Az
|S(M)| kiszdmitdsdhoz megjegyezziik, hogy a miveleti eqységek eqy részhalma-
za dltal meghatdrozott struktira csak akkor lehetséges megoldds, ha az (A2)
tulajdonsdg mellett még (A1) és (A3) is teljesil. Az (A4) ilyenkor automa-
tikusan igaz. Az (Al) miatt vigydzni kell arra, hogy a P = {Xg} elddllitod-
jon. Az (A3) miatt arra kell dgyelniink, hogy bdarmely kivdlasztott géptdl
elérhetd legyen eqy irdnyitott uton az Xg anyag a folyamatgrdfban. Tehdt
pl. az {uy,uy} dltal meghatdrozott struktira lehetséges megoldads, az {ug, us}
nem elégiti ki az (A1) feltételt. Lehetséges megoldds az {uy, us, us, uy, ug, uz}
gépek dltal meghatdrozott struktira, azonban az {uy,us, us, uy, us} nem, mert
az (A3) nem teljesiil, ugyanis az us dltal elddllitott anyagokra, az X5, Xg-ra
eqyik gépnek sincs sziiksége, tehdt us kozvetve sem vehet részt a kivant anyag
eldallitasaban. Az {us,us, uy, us, ug, w7} géphalmaz viszont még az (A2)-nek
sem felel meg, hiszen az uy szamdra fontos lenne bemenetként az X, anyayg,
viszont ezt eqyik kivdlasztott gép sem gydrtja. Ez utobbi miveleti eqység hal-
mazhoz tartozo dontésleképezés tehdt nem maximadlis konzisztens dontéslekeé-
pezés, tehdat még a 40 megszdmolt kozott sincs.

A Szitaformulaban |A;| meghatarozasara van sziikség, ami altalaban,
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tetszGleges folyamat graf esetén, rendkivil bonyolult: |Af| az {X,,..., X, }
azon «;,, ..., q;, fedérendszereinek szdmaval egyenls, amelyekre léteznek az
(aj,,0;) € O, t=1,...,s miveleti egységek ugy, hogy {X;,,..., X;,} NG, =
0, t=1,...,sre.

5.2. Specialis esetek

Bizonyos sajatos esetekben |A;| meghatérozasa természetesen egy-
szertisodhet. A tovabbiakban azt a speciélis esetet fogjuk megvizsgalni, ami-
kor egyetlen input anyaggal miikods, tn. szeparator tipust mtveleti egysé-
geink vannak, melyekre tehat |o| = 1, barmely u = (o, 3) € O miveleti
egységre. Legyen ismételten I = {iy,... 4}, és

O*(Xy;) = O(Xi)) \ (Uier A(X)).
O*(Xj,) azon miiveleti egységek halmaza, melyeknek bemeneti anyaguk az
Xi;, de nem termelnek egyetlen anyagot sem az {X; : t € I} halmazbol.
Akkor |Af|-re a kovetkez6 képletet kapjuk ([5]):

l
1Ay = (H <2|O*(Xit>| _ 1)) . IO\ (Vier AX)\(VierO(Xa))|

t=1

A tovabbiakban két specialis szeparator tipust miiveleti egységeket
tartalmazé PNS problémaosztaly esetén a lehetséges megoldas struktarak
szamara explicit modon kiszamolhato képleteket fogunk adni.

Mindkét esetben legyen M = {Xi,..., X}} az anyagok halmaza és
O = {uy,...,ux} a miveleti egységek halmaza. Figyeljiikk meg tehat, hogy
az anyagok és miveleti egységek szama egyenld.

Az els6, az an. Egyenes modellben
uy = (ai, £1), ahol oy = Xj és f1 = Xs,
up = (o, Br), ahol ap = Xy, és By = Xj—1,

és altalaban:

u; = (i, 3;), ahol oy = X; és fB; = {Xi_1, Xin},(2<i <k —1).
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Elképzelhetjiik sorban egymés mellett a miveleti egységeket tgy,
hogy mindegyik egyetlen bemeneti anyaggal rendelkezik, és a két szomszéd-
janak a bemeneti anyagait gyartja. Gondolhatunk itt anyag helyett pl. in-
forméciora is.

Az egyenes két végén csak egyetlen szomszéd van. Ha teljesebb szim-
metriat akarunk, akkor a masodik, a Lanc modelliinket is tekinthetjiik, ahol

B = {Xo, Xi} és B = {Xi—1, Xa}.

Mindkét modelliinkben lehetséges |A;| kiszamitéasa, azonban szamos
kombinatorikai probléma adédik, amelyeket meg kell oldanunk. A mitveleti
egységek részhalmazaiban gondolkodva, nyilvan az A; olyan S; C O mtveleti
egységek halmazanak megfelel§ maximalis konzisztens dontési leképezéseket
tartalmaz, melyekre u;, € Sy, de az u;, egyik szomszédja sincs Sy-ben (1 <
s < j). (Az Egyenes modellben a két szélsé miiveleti egységnek csak egy
szomszédja van, a Lanc modellben mindegyik miiveleti egységnek egységesen
két szomszédja van.) Adott I-re legyen tehat S; = {w;,,...,u;}, Ni(i) az
u; szomszédai indexeinek halmaza, és jelolje

Fr={i:47#isési ¢ N(is), 1 <s<j,1<i <k}

a "szabad" miiveleti egységek halmazat, tehat azokét, amelyek miikodése
nem érinti (A'2) teljesiilését. Egy konkrét I -re |A;] = 2/l Sajnos |Fy|
nem csak pusztan j-t6l fligg, hanem az I struktardjatol is. Az wg, ..., u;
nem szomszédos miveleti egységek az Egyenes vagy a Lanc modellben. A
leszamolas szempontjabol nagyon fontos, hogy hany olyan intervallumra vag-
jék fel a miveleti egységeket, amely egyelemt, és ezek hogyan helyezkednek
el.

5.3. Az Egyenes modell

Tegyiik fel, hogy az S; = {u,...,u;} miveleti egységei r olyan
intervallumot hataroznak meg [I-ben, amelyek 1 hossztiak. Egy interval-
lum hossziisagan az I altal meghatarozott miiveleti egység halmaz két eleme
kozotti miveleti egységek szamat értjiik. Harom esetet kiilonboztethetiink
meg az [ tipusa alapjan:
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a) ’ilzléSij:k,
b) iy =1¢si; <kvagyiy >1¢ési; =k, és

C) i1>1éS7;j<k?.

Ko6nnyti belatni hogy ezen eseteken beliil F; elemszama azonos, rendre |Fy| =
k—3j+r+2,|F|=k—3j+r+1,illetve |Ff| =k —3j +r.

Kérdés, hogy hany olyan I halmaz van, mely a fenti eseteknek megfe-
lel. Jelolje Ly(r, 4, k), Ly(r, j, k), illetve L) (r, j, k) a fenti eseteknek megfelels
I-k szamat. Az 1 hossza (r darab) miveleti egység intervallumokat ( J 1

modon lehet kivalasztani, mig a maradék miiveleti egységeket a hosszabb

intervallumokba rendre ( j]i o Qjé ), ( j]i ;2}1 ), ( ]“]-:27? )—féleképpen lehet
szétosztani a harom esetben. Kovetkezésképpen

) — 1 k—29
Lu(ﬁj,k‘)=<‘jr >'<j—r$]2)’
. ) — 1 k—29 3
L[)(?“,J,/f):<]r )'(j_r_]1)’es
. — 1 k—29
L()(Ta.]:k):(]r )(]_rj)

Figyelembe véve a paraméterek hatarait, a Szitaformula az Egyenes
modell esetében azt adja, hogy (|6]):

=24 3 (-1 3 (j;l).(jli;%j2>.2k—3j+r+2+

k1 0<r<j—1
1=j=% k—3j+r+2>0

i1 k—29 k—3j+r+1
+ Z (]T )'(j—r—jl>‘2 ’ +

0<r<j—1
k—3j+r+1>0

i—1 ). ( k—27 ) ok—3j+r
+ Y (i) (kY )2
0<r<j—1
k—3j+r>0
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5.4. A Lanc modell

Jelen esetben is az Egyenes modell jeloléseit fogjuk hasznalni. Most
a szimmetrianak koszonheten |Fy|-t kénnyebb kiszamolni, nem sziikséges
eseteket megkiilonboztetni, hanem minden I-re | Fy| = 283+ az I halmazok
szamanak meghatarozasa azonban éppen a forgéasszimmetria miatt nehezebb.
A miveleti egységek 1 hosszu intervallum struktirainak szama:

()

mig az {u;struktira} parok szama:

() (525

de igy j-szer szamoltuk az I -ket, ugyanis az u;-gyel j-féleképpen vaghat-
juk el a lancot, barmely intervallumban, igy a parok szdma j-szer tébb. A
Szitaformulaval megkapjuk a keresett szamot a Lanc modell esetében is ([6]):

, k ‘ k—2j—1 ;
(1) _ ok _1Vi . Mofodoy . J _ok—3j+r
CO =2k >~ (-1 > = (r) (j—r—l ) 28T ey,

]
ick 0<r<j—1
1<j<3 k—3j4r>0

ahol .
o — (—=1)z -2 |, ha k paros,
g 0 , ha k paratlan.

Az e ,hibatag” kezeli a maximalis j esetét kiilon, ilyenkor csak két I van, a
péaratlan indexek, vagy a paros indexek.

A fentiek alapjan elmondhatjuk, hogy az L és C) formulak a
tekintett két modellben az |S (M)|-et feliilrs] korlatozzak.
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5.4.1. Azonossagok

Altalanos esetben a felmeriilé bonyolult kombinatorikai és grafelmé-
leti probléméak kovetkeztében nem varhato, hogy a Szitaformula kiszamolhato
korlatot adjon a lehetséges megoldas strukturak szamara. A targyalt speciélis
strukturak esetén azonban olyan képleteket kaptunk, melyek lehetévé teszik
a felsd korlatok kozvetlen kiszamolasat.

El6szor az Egyenes modellben, egy U C O, U = op () akkor tel-
jesiti az (A’'2) feltételt, ha minden u;€ U miiveleti egységnek van szomszédja
U-ban. Legyen O = {uy,..,ux} és U = {w;,,...,u;, }. Az U-beli miivele-
ti egységek ¢ darab 1 hosszi intervallumot hatéroznak meg. A fentiekhez
hasonl6 modon megszamléalhatjuk az U és O \ U particioit. Akkor ([6]):

PN M G N Gl |

2<t<k lgqgmin{%;k—t-l—l}

Az U részhalmazainak kozvetlen megszémlalasa a Lanc modellben
sokkal bonyolultabb, ebben az esetben a szimmetria nem segit. A Lancban
az u; helyzete szerint 3 esetet kiilonboztetiink meg:

1) up € U és bal oldalan van egy masik U-beli elem, de jobb oldalan
nincsen;

2) u; € U és az 6 (i — 1) jobboldali szomszédja U-beli elem, ahol (i > 1);

3) uy ¢ U és az 6 (i — 1) jobboldali szomszédja nem eleme U-nak, ahol
(i>1).

Ezek az sszes lehetséges kiilonbozs esetek. Rogzitett (k,t,q,i) paraméte-
rekre az eseteknek megfelelen az U részhalmazainak szama:

t—q—1\ (k—t-1
q—1 q—1 ’
(t—i—q+1).(k—t—1>7maw
qg—1 qg—1
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t—g—1Y\ (k—t—i
q—1 ¢—=1 )
Igy a kovetkezd képletet kapjuk ([6]):

dene | S () ()

25t<k | 1<q<min{$;k—t}

_+§: E: (t_;:%+1)'<k;le>*‘

2<i<t1<q <t tiq

IR GO R G | B

1<i<k—t 1<q<min{L;k—t—i+1}
melyben az els6 egyes a t = 0, az utolso egyes pedig a t = k esetet jelenti.

Osszesitve, két szép kombinatorikus azonossagot kapunk ([6]):

LW =1 & O =@,

5.4.2. A korlatok tulajdonsagai

Az eredmény hatékonysaganak szemléltetésére az alabbi tablazatok-
ban leirjuk az [S(M)|-re kapott korlatokat. Mig az els6 tablazat a kilénbozs
méretld, Egyenes és Lanc struktirdja feladatokra kiszamolt korlatokat tar-
talmazza, a masodik tablazat a korlatok és a maximélis dontési leképezések
szamanak aranyait szemlélteti a kiillonb6z6 mérett feladatokra.
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[ %] L® c® |
3 4 5}
4 7 10
5 12 17
6] 21 29
T 37 51
8 65 90
9 114 158
0 200 277
1 301 436
2 616 853
3 1081 1497

1897 2627

3329 4610
6 5842 090
7 10252 14197
8 17991 24914
9 31572 43721
0 50405 76725
21 97229 134643
22 170625 236282
23 299426 414646
24 525456 727653
25 922111 1276942
20 1618192 2240877
27 2839729 3932465
28 4983377 6900995
29 8745217 | 12110402
30 | 15346786 | 21252274

(D) (@)

L * e |
3 1 5.0000000000E-0T T 6.2500000000E-01
4 14.3750000000E-01 | 6.2500000000E-01
5 [ 3.7500000000E-01 | 5.3125000000E-01
6 [ 3.2812500000E-01 [ 4.5312500000E-01
7 [ 2.8906250000E-01 | 3.9843750000E-01
8 12.5390625000E-01 [ 3.5156250000E-01
9 1 2.2265625000E-01 | 3.0859375000E-01

10 [ 1.9531250000E-01 | 2.7050781250E-01
1 [ 1.7138671875E-01 2 3730468750E-01
12 [ 1.5039062500E-01 | 2.0825195313E-01
3 3195800781 E-01 | 1.8273925781F-01
] 1.1578369141E-01 | 1.6033935547E-01
5 [ 1.0159301758E-01 | 1.4068603516E-01
16 | 8.9141845705E-02 | 1.2344360352E-01
7 1 7.8216552731E-02 | 1.0831 51416 F-01
18 1 6.8630218504E-02 | 9.5039367684E-0
9 16.02188 1040 F-02 8.8391189581 F-02
0 [5.2838325502E-02 | 7.3170661930E-02
21 | 4. 6362400052 [-02 [ 6.4202785490E-02
22 [ 4.0680170050E-02 [ 5.6334018708E-02
24 1 3.1319618239FE-02 [ 4.3371498586E-02
26 [ 2.4112939849E-02 | 3.33916693871-02
28 | 1.8564525990E-02 [ 2.5708209726E-02
30 | 1.4292808268E-02 [ 1.9792722558E-02
0 [ 3.8662157089E-03 [ 5.3539468199E-03
0 [ 2.8289357042E-04 | 3.9175187251E-0
80 | 2.0700221556E-05 [ 2.8661325825E-0
100 | 1.5277899843E-06 2 0515052235E-06

49
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Sajnos a korlatok még ebben a két specialis esetben sem mondhatok
elég jonak. Ossze lehet ket hasonlitani P ismeretében a lehetséges megoldas
struktardk szamaval, de a P nélkiil csak a maximaéalis dontési leképezések
szaméaval. Mindenesetre a fenti tablazatokbdl kiolvashatd, hogy a korlat és
a maximalis dontési leképezések szamanak aranya a k névekedésével gyorsan
csokken.



6. fejezet

A PNS bottleneck és k-0sszeg
valtozatai

A silyozott PNS probléma, amikor a célfiiggvény a megoldasban
részt vevs miveleti egységek sulyainak osszege (4.1) alaku, specidlis Min-
sum probléma. Megmutatjuk, hogy a PNS probléma k-6sszeg valtozata jol-
megoldhato, igy az altalanos Minsum probléméak abba az osztalyaba tartozik,
amelyekre a Minsum véltozat NP-teljes, mig a k-sum véltozat jol-megoldhato
rogzitett k esetén (8.

6.1. Minsum, Bottleneck és k-0sszeg optimali-
zalasi problémak

Legyen E egy véges halmaz, F' az E részhalmazainak egy csaladja, valamint
f : F — R olyan fiiggvény, amely minden S € F részhalmazhoz egy valds
szamot rendel. Egy altalanos kombinatorikus optimalizalasi probléma olyan
S* € F elemet talalni, melyre f(S*) < f(S), minden S € F esetén. Sza-
mos kombinatorikus optimalizalési feladatban adott egy sulyozas ¢ : E — R
az E elemein, és az f(S) célfiggvény ezen silyok fliggvényeként van defi-
nidlva. Amennyiben f(S) = max{c. : e € S}, a Minmax vagy Bottleneck
Optimalizdldsi problémdt kapjuk, roviditve (BOP).

Ha f(S) = > .csCe, akkor jutunk egy Minsum problémdhoz, rovi-

51
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ditve (MSP), ahol ¢, jelentse mindig a c(e) értékét az egyszeribb jelolés
kedvéért. Ismert néhany NP-teljes probléma a (BOP) és az (MSP) problé-
maosztalyokon beliil. Olyan specialis szerkezetd F' is van azonban, amikor
létezik hatékony megoldas; ilyen pl. a hozzarendelési probléma.

Egy S € F részhalmazra legyen feltéve, hogy S elemeit a stlyaik

szerint nemnoévekvds sorrendben soroljuk fel. Precizebben S = {sl, Cey 8] S|}
és ¢5, > €y, ha i = 1,...,]5| — 1. Tetszéleges pozitiv k egészre legyen
fk(S) = 37 ¢, ahol p = min{|S|,k}. Ekkor a k-dsszeg optimalizdldsi

probléma (roviditve SUM(k)) a kovetkezd:
min{ f(S) : S € F'}.

Ha k& = 1, a SUM(k) probléma a BOP problémat adja vissza, ha pedig
k > max{|S|:S € F}, akkor az MSP adodik. Tehat a SUM(k) kozos al-
talanositasa a BOP és MSP problémaknak; Ebbdl kévetkezik, hogy akar a
BOP akar az MSP NP-teljes, akkor a SUM(k) is az.

Az altalanos SUM(k) problémat el6szor Gupta és Punnen [29] ta-
nulmanyozta, majd kés6bb Punnen és Aneja [47]. Megmutatték, hogy a
SUM(k) problémat meg lehet tgy oldani, ha megoldunk O(m) darab Min-
sum problémaét, ahol (m = |FE|). Ha tehat lenne polinomidejd algoritmus a
Minsum problémara, akkor a SUM(k) problémat tetszéleges k, (1 < k < m)
esetén meg tudnank hatékonyan oldani. A PNS problémara a Minsum val-
tozat NP-teljes [4], tehat nem hivhatjuk segitségiil a SUM(k) feladathoz.

6.2. Bottleneck PNS probléma

Legyen adott egy PNS probléma M = (P, R, O) redukalt strukturalt modell-
je. Szeretnénk talalni egy olyan lehetséges megoldast, amelyben a legkoltsé-
gesebb miveleti egység koltsége a lehets legkisebb. Formalisan a kovetkezdt
akarjuk megoldani:

min{max{w(u) : u € o} : (m,0) € S(M)}. (6.1)

A 6.1 optimalizalési feladatban az Osszes miiveleti egység halmaza legyen
O = {uy,...,u,}. Feltehetd, hogy w(u;) < w(uz) < --- < w(uy,). Minden
pozitiv i(< n) egészre legyen O; = {uy,...,u;} and M; = mat(O;). Tovabba
legyen M; = (P, R, O;). Ekkor igaz a kovetkezs allitas:
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6.2.1. Lemma. Ha valamely 1 <i < n egészre S(M,;) mazimdlis struktirdja
létezik, viszont S(M,_1) mazximdlis struktirdja nem létezik, akkor az u; benne
van az dsszes S(M;)-beli lehetséges megolddsban.

Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy 6.1 optiméalis megoldasanak értéke w(u;).
Valoban, legyen (m/,0’) € S(M) egy tetszdleges lehetséges megoldéas. Abban
az esetben ha van egy j > i indexd u; € o, akkor w(u;) < max{w(u) :
u € o'}. Tegyiik tehat fel, hogy u; € o esetén j < i. Ha u; € o, akkor
w(u;) = max{w(u) : u € 0'}. Végiil pedig u; € o lehetetlen, mivel (m/,0') az
M, egy lehetséges megoldasa, tehat a 6.2.1 Lemma szerint, u; € o'. Kovet-
kezésképpen

w(u;) = min{max{w(u) : u € o} : (m.o) € S(M)}.
A kovetkezd eljarassal tehat meg tudjuk oldani az 6.1 feladatot.

1. Eljaras

o Inicializalds Legyen i =1 és O; = {uy}.

e [terdcio (i.) Legyen M; = mat(O;). Alkalmazzuk a maximalis struk-
tara generalo algoritmust az M; = (P, R, O;) strukturalis modellre. Ha
létezik a maximalis struktura, akkor megallunk; a maximalis struktira
tartalmazza az optimaélis megoldést és az optimum értéke w(u;). El-
lenkez§ esetben legyen O = {uq,...,uip1}, @ := i+ 1, és folytassuk
a kovetkezd iteracioval.

Koénnyt latni, hogy az eljaras idsfelhasznéalasa legfeljebb n - ¢(n), ahol g(n)
jeloli a maximalis struktara generald algoritmus maximalis idGigényét.

6.2.1. Megjegyzés. A fenti iddbonyolultsig a szokdsos mddon javithato.
Ha az eljarasban az i = [n/2] értékkel kezdink és azt taldljuk, hogy léte-
zik mazximdlis struktira, akkor a kévetkezd lépésben vdlasszuk az (1,1 inter-
vallum egyik kézépsd pontjdt, illetve ellenkezd esetben az [i,n] intervallum
eqyik kozépsd pontjdt. Ezzel az ismert maodszerrel az algoritmus futdsi idejét
q - log(n)-nel becsiilhetjiik.
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6.3. A PNS probléma k-0sszeg valtozata

Legyen (M,O) a maximalis strukturaja az M = (P, R,O) PNS probléma
redukalt strukturdlis modelljének. Tovabba legyen k egy rogzitett pozitiv
egész. Olyan lehetséges megoldést szeretnénk talalni, amelyre a k legkoltsége-
sebb miiveleti egység koltségének Osszege minimalis.

Formalizalva a problémat, legyen u,,,...,u; , a k legkdltségesebb
miiveleti egysége az (m, o) lehetséges megoldéasnak. A k-dsszeg PNS probléma
ekkor

min{) " w(u;,) : (m,0) € S(M)}, (6.2)

ahol ha egy lehetséges megoldas kevesebb gépet tartalmaz mint k, akkor
fiktiv, O stlyu miveleti egységekkel egészitjiik ki a valodiakat. Mivel az o
egyértelmiien meghatarozza az (m, o) P-grafjat minden lehetséges megoldés-
ra, (6.2) valoban egy specialis SUM(k) probléma.

A (6.2) megoldasa érdekében, legyen O = {uy,...,u,}. Az al-
talanossag megszoritasa nélkiil most is feltehetjiik, hogy w(ui) < w(uy) <
-+ < w(uy,). Rendezziik most még az O legfeljebb k elemt részhalmazait is
(a linearis rendezés jele legyen <) a kovetkezd modon

{wiy, ... wi } 2 {uj,, ..., u;,} akkor és csak akkor, ha

r

t=1
Ilyen rendezés 1étezik, tovabbi szabéalyokkal egyértelmtsithetd.
Minden {u;,,...,u; } € O részhalmazhoz legyen

s} = Wiy - U u € O & wluy) < w(uy)l,

ahol feltessziik, hogy w;, az {u;,, ..., u; } részhalmazban el6fordulo legkisebb

777777777

kovetkezd allitéas teljestl.
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6.3.1. Tétel. Ha a mdveleti eqységek valamely {u;,, ..., u; } C O részhalma-
zdra az S(Myy, .., y) maximdlis struktirdja létezik, és minden {u;,, ..., u;}
C O olyan részhalmazra, melyre {u;,, ..., uj, } = {u;,...w;, } teljesil, vala-

mint S(M{ujl,__sz}) maximdlis struktirdja nem jon létre, akkor S(M{uil,---,uiT}>
mazximdlis struktirdja eqy optimdlis megolddsa (6.2)-nek, és az optimum ér-
téke >, w(uy,).

A 6.3.1 Tétel alapjan a kovetkezs eljaras megad egy optimalis megoldast.
2. Eljaras

1. lépés Allitsuk el6 a megfelel linearis rendezést.

2. lépés Legyen ¢ = 1.

3. lépés Tekintsiik az O i-edik részhalmazat a rogzitett rendezés
szerint. Legyen {u;,,...,u; } ez a részhalmaz. Futtassuk le a maximalis
struktira general6 algoritmust az M{uil,-..,uir} modellre. Ha létezik maximaélis
struktira, akkor az eljaras befejezddott; a maximalis strukttara egy optimaélis
megoldas. Egyébként legyen ¢ := i + 1 és ismételjiik a 3. 1épést.

Az eljaras idSkomplexitasa & (7) - q(n) ahol g(n) jeldli itt is a
maximélis struktira general6 eljaras id6komplexitasat.

Erdemes megjegyezni, hogy a fent bemutatott technika alkalmas 6.2-
nél még altalanosabb probléma megoldaséara is. Nevezetesen ha a célfiiggvény
nem a k legdragabb miiveleti egység koltségeinek az Osszege, hanem csak
éppen ezektdl fligg, vagyis pl., z(w(u;, ), - .., w(u;,)) alakd; ahol fiktiv gépeket
megengediink, akkor a kovetkezd probléméat kapjuk:

min{z(w(ug, ), ..., w(u;)) : (m,0) € S(M)}. (6.3)

Természetesen a linearis rendezés most a kovetkezé alakot olti:

{wiy, ... wi } =2 {uj,, ..., u;,} akkor és csak akkor, ha

Z(w(uh)? s 7w<uik)) < Z(w(ujl)’ s 7w(ujk))'



6. FEJEZET. A PNS BOTTLENECK ES K-OSSZEG VALTOZATAI 56

A bottleneck PNS-probléma jol megoldhato, mig a PNS probléma
NP-teljes ([4], [24], [37]). Modszeriink a k-Osszeg valtozatra természetesen
csak rogzitett (kicsi) k esetén polinomialis. Hasonloan pl. az litemezés
elméletébdl vett k-késés Osszegének optimalizaldsa probléméhoz, amint az
Woeginger cikkében [50] olvashato.



7. fejezet

Egyszertisitett PNS problémak

Minden PNS problémat egy egyszertibb miiveleti egységeket tartal-
maz6 PNS feladatba lehet transzformalni. Ez az észrevétel lehetévé teszi a
stlyozott grafokra vonatkozo hires éllefedési probléma egy szép alkalmazasat
PNS feladatok kozelité megoldasanak megtalalasara. A minimalis koltségii
éllefedési algoritmus (Minimum Cost Edge Cover-MCEC) segitségével 1j
heurisztikus algoritmusokat definidltunk, és vizsgaltunk meg egyszertisitett
PNS feladatokra [11], [12].

Valos problémak esetén is gyakori, hogy a miiveleti egységek bemene-
ti és kimeneti anyaghalmazai kis elemszamuak. Ha tudnank, hogy csak egy-
szerid miiveleti egységek fordulnak eld, talan ki lehetne hasznalni ezt a tényt.
Ebben a részben csak olyan PNS feladatokat tekintiink, amelyek ebben az
értelemben egyszertiek. Fzekre dolgozunk ki heurisztikus megold6 algorit-
musokat. Ennek érdekében bevezetiink egy olyan miiveleti egységek kozotti
helyettesitési modot, amely egyszerii egységeket hasznal. Az atalakitas soran
tigyeliink arra, hogy ne veszitsiink el lehetséges megoldasokat.

A tovabbiakban akkor mondjuk, hogy egy miiveleti egység egyszerd,
ha a bemeneti és kimeneti anyagok szama egyiittesen legfeljebb 3. Alapvetd
észrevétel, hogy minden miiveleti egység helyettesithet egy egyszerd egysé-
gekbdl allo halozattal. Ez a megfigyelés lehet6vé teszi egy tetszéleges PNS
feladathoz torténd, vele ekvivalens PNS feladat hozzarendelését, amely csak
egyszerii miiveleti egységeket tartalmaz. Az ilyen feladatot egyszertisitett
PNS feladatnak nevezziik. A hozzarendelés soran néhany 4j mitiveleti egysé-
get kell definidlni, be kell vezetni Gj anyagokat is. A feladat méretének nove-

o7
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kedése azonban nem olyan mértéki, hogy az elnevezésiinket megkérdGjelezze.

7.1. Miiveleti egységek helyettesitése
kisebbekkel

Legyen M = (P, R, O) egy tetsz6leges PNS feladat és legyen u = (a, ) € O
egy tetszdleges miiveleti egység az a = {Xy,..., X} és B = {Y1,...,Y,,}
anyaghalmazokkal. Ha egy u mtveleti egység nem egyszert, vagyis n=2 és
m=2, vagy n > 2 és m > 2 koziil legalabb az egyik teljesiil, akkor definiéljuk
az Ui, . . ., Upsm gépeket a kovetkezsképpen

ur = ({ X1, Xo}, {Z1}),

wi = ({Xit1, Zica 1, {Zi}) 1=2,3,...,n—1,
un = ({Zn-1, Znim}, {Zn}),

Untj = ({Zn14ib {0 Y5) 7 =1,2,...m,

ahol 71,7, ..., Zym 0j anyagokat jelol, tehat 7y, Zs, ..., Zpom & M U O.

Helyettesitsiik az u mitiveleti egységet az uy, us, ..., Upim egységekkel az O
halmazban, tehat legyen O* = O\{u} U {uy,us, ..., Uy} az 4j halmaza a
mitiveleti egységeknek, és a {71, Zs, ..., Znim} 4j anyagokat is vegyiik hozza

az M-hez. Ismételjiik meg a fenti helyettesitést az Osszes nem egyszeri gép-
re, igyelve arra, hogy mindig tjabb és tjabb egyszert miveleti egységeket és
anyagokat definidljunk, vagyis legyenek paronként diszjunktak a hozzaren-
delt {uy,ug, ..., Upim} miveleti egység halmazok is és a {Z1, Za, ..., Znim}
anyaghalmazok is. Legyen M* = (P*, R*, O*) a helyettesitések utan kapott
1j PNS feladat, ahol a kivant anyagok halmaza megmarad, P* = P ¢s a
nyersanyagok halmaza is véltozatlan lesz (R* = R). Béarmely v € O mt-
veleti egységre legyen m(u) = {uy,ug, ..., Uptm} ha u nem volt egyszerd és
m(u) = {u} ha u egyszerd volt. Tovabba a gépek részhalmazaira is vezessiik
be a logikus jelolést, ha o C O, legyen Il(0) = U{m(u) : u € o}. A fenti
egyszertisitésrdl a kovetkezdt allithatjuk.

7.1.1. Tétel. Létezik egy bijektiv megfeleltetés S(M) és S(M*)kizdtt.
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7.1. dbra. Egy miiveleti egység helyettesitése egyszertiekkel.
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Bizonyitas Elgszor megadunk, egy ¢ leképezést S(M)-bsl S(IM*)-be
és bebizonyitjuk rola, hogy injektiv és sziirjektiv. Minden (m,0) € S(M)
lehetséges megoldasra legyen ¢((m,0)) = (m*, 0*), ahol o* = Il(0) és m* =
mat™(o*)Umat®(o*). Legyen (m, o) € S(M) egy tetszéleges lehetséges meg-
oldas. Megmutatjuk, hogy ekkor ¢((m,0)) az M* egy lehetséges megoldasa.
Vilagos, hogy ¢((m,0)) egy P-graf, amely (M*, O*) részgrafja. Kovetkezés-
képpen elegendd ellendrizni, hogy ¢((m, 0)) kielégiti az (Al) - (A4) feltéte-
leket. Az (A1) teljesiil, mivel P* = P C m C m*. Az (A2) érvényességéhez
elég megfigyelni, hogy

mat®(0) N'm = mat®*(Il(o)) N'm és mat®*(I1(o))\m N M = 0.

Az (A3) feltételhez legyen u* egy tetszéleges miiveleti egység 0*bol és legyen
Yy az a miveleti egység o-bol, amelyre u* € 7m(Yy). Mivel (m,0) € S(M),
letezik egy [Yo,Y,] ut (m,o0)-ban, melyre Y,, € P. A helyettesités modja
miatt ekkor van egy [u*,Y,] ut (m*, o*)-ban, mivel minden [Y; 1,Y;, Vi 4]
részutja [Yy, Y, ]-nek helyettesithets a [Y;_1, wi,, Xiy, wiy, Xigy ooy Wiy, Yig1] rés-
zattal, ahol {u;, u;y,...,u; } C 7(Y;) és X, € mat®(u;;)\m. Tehat talal-
tunk egy [u*,Y,] utat az (m*, 0*) részgratban, a ¢((m, o)) képben, és Y, € P
is teljestil. Tehat érvényes az (A3) feltétel is. Végiil az (A4) is igaz, mert
m* = mat™(o*) Umat®(o*).

Most igazoljuk, hogy ¢ egy kolcsondsen egyértelmi leképezés. Ve-
gyiink két kiilonbozs lehetséges megoldast, (m, o) # (m’,0') € S(M). Mivel
a miiveleti egységek halmaza kiilonbozik, o # o, igy az egyszert miiveleti
egységek halmazai is eltérnek egymastol, II(o) # II(o'). Tehat kiilonb6zs
lehetséges megoldasok ¢ melletti képei szintén kiilonboz6k. Még precizebben
©(m, 0) = mat™(I1(0)) U mat°“*(I1(0)),

I(0)) # mat™(I1(o")) U mat®!(II(c)), I(0')) = ¢((m’, 0')).

Megmutatjuk, hogy ¢ raképezés. Legyen (m*,0*) € S(M*) egy tet-
sz6leges lehetséges megoldas. Keressiik meg azt az (m,0) € S(M) lehetséges
megoldast, melyre p((m,0)) = (m*,0*). Legyen o = {v : v € O és Ju € o*
ahol u € 7(v)} és legyen m = M Nm*. Most be fogjuk latni a négy alapvetd
feltétel teljesiilését (m,o)-ra. Az (Al) vilagos, mivel P C M és P C m*.
Ha az (A2) tulajdonsaggal ellentétben 3X € m melyre X ¢ mat®?(o) és
X ¢ R, akkor X € m* és X ¢ mat®(o*), ami ellentmondas. Tovabba
RNimat® (o) = ) is teljestil, mivel RNmat®(0*) = 0. Ennek kovetkeztében
az (A2) feltétel fennall.

Legyenek u € 0 és Yy € 7(u) tetszéleges miiveleti egységek. Legyen
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tovabba [Yp, Y,] egy létezd ut (m*,0*)-ban, ahol Y, € P. Hagyjuk el az
Yo, Y,] atbol az Gsszes anyagot és gépet ami (m*, 0*) -ban el6fordul. Ameny-
nyiben maradnak anyagok az Gt mentén, mondjuk Y;,Y;,; koveti egymast,
akkor irjuk be az u € o miiveleti egységet a két anyag kozé, melyre Y; €
mat™({u}) és Yir; € mat®({u}). Mindig megtehets az ilyen besziras az
(A2) tulajdonsag és a helyettesités természete miatt. Az igy modositott at
(m,0)-ban u-tol az Y, € P kivant termékig halad, tehat az (A3) is teljesiil.

Az (A4) tulajdonsag vizsgalatahoz vegyiik észre, hogy minden X €
M N'm* esetén van olyan u € o* és X € mat™({u}) U mat®({u}), hogy
X € mat™({v}) Umat®({v}) ahol u € 7(v).

Végiil meg tudjuk mutatni, hogy ¢((m,0)) = (m*,0*), ha belatjuk
még, hogy II(0) = o*. Nyilvanvaloan II(0) D o*. Megforditva, ha u € o
akkor m(u) C o* az (A2) és a helyettesités modja miatt, kovetkeztetésképpen
II(o) C o*.

7.2. Alkalmazzuk a minimalis 0sszsulyt
éllefedési problémat!

Kifejlesztettiink egy heurisztikus algoritmust az egyszertsitett PNS feladatok
megoldésara. Minden iteracidban lesz egy valtozé kivant anyagok halmaza;
ez kezdetben a P. Az eljaras ehhez a halmazhoz fog mindig egy G grafot hoz-
zérendelni a kovetkez6 modon: Két kivant anyagot pontosan akkor kotiink
Ossze egy éllel, ha létezik olyan miiveleti egység, nevezziik szildnek, amely
két kimeneti anyaga éppen ez a két anyag. Lehetséges tobb sziils is.

A G graf ezen éléhez rendelt koltsége legyen a minimaélis stulyt sziils
miveleti egység silya. Az izolalt cstucsokat elhagyva a kapott grafra alkal-
mazzuk a minimalis sulyu éllefedési algoritmust. A kapott minimalis silyta
éllefedésben szerepld élekhez tartozo sziil miveleti egységek bemeneti anya-
gai, valamint az izolalt csiicsokként le nem fedett anyagok koziil mindazok
a kovetkezd iteracié kivant anyagai lesznek, amelyeket nem gyart egyetlen
méar korabban kivalasztott gép sem. Az eljarés akkor ér véget, ha iires lesz
a kivant anyagok aktualis halmaza. Ekkor az egyes iteracios lépésekben ki-
valasztott miiveleti egységek alkotjak a lehetséges megoldasunkat.

Mi motivalta algoritmusunkat? A PNS probléméara hatékony me-
goldasi eljarasra nincs esélyiink, mivel az NP-nehéz probléma [4]. Jol ki-
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valasztott specidlis problémaosztalyokra talaltunk j6 megoldasokat [9]. Al-
talaban azonban be kell érniink heurisztikus megoldé eljaréssokkal. Ebben az
algoritmusban azonban legalabb minden egyes 1épésben optimalisan probél-
juk elgallitani a kivant anyagok aktualis halmazat. Erre kitting eszkoz az
MCEC problémara vonatkozoé algoritmus. (1. [45] és [46]). Erre a fontos algo-
ritmusra kevés alkalmazast talaltunk, s6t az algoritmus matematikai leirdsan
tul nem talaltunk hasznalhaté megvalositast sem. Keserd Kornél diploma-
munkéjat az MCEC algoritmus megvaldsitasa témajabol irta. Az OTDK
munkajat is vezetésemmel irta, dijazott lett. Egyéb, nem stlyozott esetekre
vonatkozo6 kehely-tipusa péarositasi algoritmusok azonban jol ismertek.

7.3. Kehely-tipusa algoritmus

Iranyitatlan halozatokkal foglalkozunk. Legyen G = (N, A,c = (¢;5)) egy
irdnyitatlan héalozat, ahol a ¢ vektor az élekhez rendelt koltségeket tartal-
mazza, |[N| = n,és|A| = m. Parhuzamos éleket megengediink, hurokéleket
nem, és feltessziik, hogy nincsenek a grafban izolalt cstcsok sem. A ¢;; szé-
mok valosak, altalaban feltessziik, hogy c;; > 0 is fennall. Az élek egy £ C A
részhalmazarol azt mondjuk, hogy lefedi a GG cstucsait, ha minden N-beli
csucs legalabb egy E-beli élre illeszkedik.

Ekkor az E lefedd, vagy dominal6 élhalmaz G-ben. Egy parositas pontosan
akkor lefeds élhalmaz, ha teljes parositas. Feltettiik hogy nincs G-ben izolalt
csucs, ezért az A élhalmaz maga lefedi a G cstcsait. Létezik hatékony kehely-
tipust algoritmus, amely megtalal egy minimélis koltségi élfedést (1. [45]).
Ez Edmonds hires péarositasi algoritmusara épiil, amely barmely grafra poli-
nomidGben taldl maximalis parositast. Egyszerd tény, hogy minden optimalis
megoldas-élhalmaz csillagokbol allo erdst hataroz meg, (¢;; > 0) esetén (1.
[46]).

Definialjuk a G-beli z = (z;;) lefedd vektort a kovetkezSképpen:

~_ | 1, hale van fedve a G-beli (i; j) ¢él,
i = 0, ha nincs lefedve.

A kovetkezs egész értéki (binaris) programozasi feladatot kapjuk:
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min z(z) = Z (cijziz),

(i.4)€A)

feltéve, hogy x(i) > 1, minden i € N esetén, és z;; € {0,1}, minden (¢,5) €
A esetén, ahol (i) := 37, ; e a) (@)

Legyen Y C N, melyre |Y| > 3 és paratlan.
Legyen Y (z) = Zz vagy jeY;(i,j)eA)(xij)'

Ha a fenti feltételrendszerben x;; € {0,1} -t 0 < x;; < 1 -re relaxal-
juk és helyette még felvessziik a

V¥ (@) = (Y[+1)/2 ()

feltételt minden megfelels Y-ra, akkor egy LP-t kapunk. A (*) feltétel az
un. fedési kehely egyenldtlenség, amely Edmonds pdrositdsi kehely egyenldt-
lenségére hasonlit. A fenti LP optiméalis megoldasa egy egész vektor lesz,
amely egy minimalis élledést ad meg G-ben. A tovabbiakban az (MCEC)
rovidités jelentse a specidlis LP-re vonatkozé hatékony megoldasi eljarést.

7.4. Heurisztikdk egyszertisitett PNS
problémakra

Legyen (P, R, O) egy egyszertsitett PNS probléma strukturalis modellje.
R: a nyersanyagok halmaza,
P: a kivant anyagok halmaza, természetesen P N R = (),
M O P U R az 0sszes anyag halmaza,
Minden u € O miiveleti egység (1,2) vagy (2,1) tipus,
Minden m, € M \ R esetén létezik, ()

(a, B) € O amelyre m, € 3.
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7.5. A heurisztikik leirasa
7.5.1. Az 1. heurisztika

Legyen (P, R, O) egy, a feltételeket kielégité PNS probléma strukturalis mo-
dellje, azaz minden u € O gép (1,2) vagy (2, 1) tipust.

RM; az i-edik 1épés elvégzése utan gyartani kivant anyaghalmaz,
PM; az i-edik lépés utan rendelkezésre allo anyaghalmaz,
Gl(Nl,Az) (C(@) T ec Al)

Pontosan akkor kapcsolunk ossze két, m,, m, € RM;_; cstcsot egy e éllel, ha
létezik (o, B) € O és my,m, € (B = {my,m,}).

(o, B)qr = azon minimalis sulyt gépek egyike, melyek gyartjak mind
mg-t és m,-t, feltéve, hogy létezik ilyen gép.

cle) = w(a, ), ha e = (mg, m,),

A ={e: e=(mg,m;) mg,m, € RM;_ym, # m,
és 3(a;mg,my) € O}

Ha A; = 0 akkor G; nem létezik.

N; := {Az A;-beli élek végpontjai} (C RM;_4).

Az algoritmus lépésenkénti leirasa:

1./ Inicializalas: Oy =0, RMy= P, PMy=R,i=0

2./ Konstrualjuk meg a G; grafot a fent leirt modon.
Ha létezik G;, akkor = 3. Ha G; nem létezik, akkor = 4.

3./ Alkalmazzuk G;-re az MCEC algorimust, legyen F; a minimalis silya
lefedd élhalmaz.
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O; := O U{(@, B)gr : (mgmyy € By},

RM; := (P|Umat™0;) \ mat°*O;,

PM; := R|Jmat*0,;.

Ha RM; = ), akkor O := O; a gépek heurisztika altal adott megoldasi
halmaza. Készen vagyunk.

Ha RM; # () akkor i := i+ 1, = 2.

4./ u' := azon minimélis silyu gépek egyike, mely gyartja valamely RM; ;-
beli anyagot.
Oi = Oi—l Uui,
RM; = (P|Jmat™O;) \ mat®O;,
PM; = R|Jmat*"*O;.
Ha RM; = 0, akkor O := O; a gépek heurisztika altal adott megoldasi
halmaza. Készen vagyunk.
Ha RM; # () akkor i :=1i + 1,= 2.

7.5.2. A 2. heurisztika

Ez az eljaras annyiban kiilonbozik az el6z6t6l1, hogy a lefedett graf kiértékelé-
sekor a minimalis koltségi gépek koziil olyat valasztunk, amelynek a bemend
anyagait mar gyartjuk, vagy ha ilyen nincs, akkor olyat, amelynek bemend
anyagait a legolcs6bban tudjuk elgallitani. A tesztelés eredménye azt mutat-
ja, hogy ez a heurisztika javulast eredményez a megoldasok koltségében.

7.5.3. A 3. heurisztika

Ez az algoritmus az el6z6, 2. heurisztikara épiil. Az eltérés a lefedendd
graf éleinek sulyozasaban van. A G; grafot az 1. heurisztikiban leirt mo-
don konstrualjuk meg, majd minden G-beli ¢((pg; p;)) élstlyt helyettesitsiink

' ((pr; p1))-vel, ahol:
J j

d(px) + d(pr)

((pes ) =

Példa:
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c(i;j) = 4,
(i j) = (1+2+2+4+54J)rz(3+2+5+4) _3

7.5.4. A 4. heurisztika

P;-n teljes graf G;.

Az élek sulyozasat a kovetkezSképpen végezziik:

c((pei o)) = min{w(A); (w(B) vagy w(C)) + (w(D) vagy w(E))},

ahol az alabbi abra mutatja rendre az A, B, C, D, E tipusu gépeket. Az

adott anyagot gyarto, adott tipusu gépek koziil a minimalis koltségid gép
silyat jelenti a w érték.

SETOR

7.6. A heurisztikdak miikodésének bemutatasa

Ebben a részben egy adott példan mutatjuk be a heurisztikik miikodését.
A példéban az {A, B,C, D, E, F,G, H} anyagok szerepelnek, nyersanyagunk
nincs, az {F, G, H} anyagokat szeretnénk eléallitani. A feladat formalisan a
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C E B A D
F G G H F H B
A G B
C D B E A E
7.2. dbra. A rendelkezésre allo gépek

kovetkezdképpen adhaté meg:

M = {A,B,C,D,E,F,G H}

R =0
P = {F,G H}
0 = {ulz(C,F,G),u2:(E,G,H),u3:(B,F,H),u4=(A,D,B),

Us = (A,C,D),Uﬁ = <G7B7E>7u7 = (B7A7E>}
w = (2,7,3,4,6,9,4)

Az 7.2 abran lathatok a gépek. A feladathoz tartozo folyamat graf a 7.3
abran lathat6. Az abran vannak anyagok, melyek tobb példényban szerepel-
nek. Igy az abra kevésbé bonyolult. A megoldas folyamata a kévetkezd:

Kiindulas: RMy =P, PMy=R, Go=0, Eg =0, Oy =10

1. 1épés: RM, = {F,G,H}, PM, =0, G, = (F,G, H; (F,G), (F, H), (G, H))
E1 = (F, G, H, (F, G), (F, H)), 01 = OO U {Ul,U3}.

2. lépéS RM; = {B,C}, PM; = {Fva H}a Gy = ®702 = {u17u3}u{u4}'

3.1épés: RM; = {A7 O7D}a PM; = {B7F7 G, H}7 G = (C7D7 <C7D))u
Ey = Gs, O3 = {u1, uz, us} U{us}.
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a4

7.3. dbra. A példahoz tartozo folyamat graf.

4. lépéS RM, = {A}a PM, = {B707D7F7G7 H}7 Gy = ®7 Oy = {ul,u3,u4,u5}U
{ur}.

Leallas: RM; =0, PMs = {A, B,C,D,E,F,G, H},
04 = {Ul,U3,U4, U5,U7}

Lathato, hogy a megoldasban az uq, us, ug, us, uy gépek szerepelnek. A meg-
oldas koltsége: 19.

A t6bbi heurisztika ugyanezt a megoldast adja, emlitést érdemel a
4. heurisztika esetében jelentkez§ kiilonbség. Ebben az esetben az 1. lépés
azonos lesz az 1. heurisztikanal latott 1. 1épéssel, mert méar ott is teljes grafot
fedtiink le. Az eltérés a 2. 1épéstdl jelentkezik, mert teljes grafot kapunk itt
is, igy a B és C kimend anyagokhoz tartoz6 gépeket mar ebben a lépésben
bevessziik a megoldasba. A 3. 1épés azonos lesz az 1. heurisztika esetében
latott 4. lépéssel. Lathato, hogy a 4. heurisztika alkalmazasaval kevesebb
lépésben kaphatunk egy lehetséges megoldast.
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7.4. abra. A heurisztikus megoldéshoz tartozo folyamat graf

7.5. abra. Az optimalis megoldashoz tartozo folyamat graf.
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Egy Branch and Bound tipusu eljaras altal adott optimalis megoldas-
ban az us, uz, ug gépek szerepelnek, az optimum értéke 19. Lathato, hogy bar
az altalunk talalt megoldasokban mas gépek szerepelnek, ebben a példaban
a heurisztikdk optimalis megoldést talaltak. A 7.4 abrén a heurisztikak altal
talalt megoldashoz tartozo folyamat graf lathato, mig a 7.5 abran a B&B el-
jarassal talalt optimalis megoldashoz tartozo graf. Megjegyzendd még, hogy
elképzelhets olyan feladat is, melyben nyersanyagokat is gyartunk, valamint
végtermékeket tjra felhasznalunk. A heurisztikdk alkalmasak ilyen tipusa
feladatok megoldaséara is. Az is elképzelhetd, hogy a megoldésban diszjunkt
korok adodnak akar a nyersanyagok teljes kizarasaval is, tehat a rendszer
ontaplalo. Ezek a megjegyzések nem idegenek a gyakorlati alkalmazasoktol,
hiszen a vegyiparban talalhaté olyan gyartasi folyamat, melyben végterméket
taplalunk be kezdetben mint nyersanyagot, és kés6bb a gyéartas sorén a nyers-
anyagot ujra felhasznaljuk. A kénsav gyartasa is igy modellezhetd.

7.7. Teszteredmények PNS feladatok kiilonféle
osztalyaival

Ebben a fejezetben teszteket végziink, melyek soran kiilonféle PNS feladato-
kat oldunk meg a heurisztikus algoritmusok, illetve egy optiméalis megoldést
szolgaltatd Branch and Bound tipusu eljaras segitségével. A lehetGségeket
korlatozta, hogy bonyolultabb feladatok optimalis megoldasanak meghataro-
zésa tulsdgosan nagy idGigényi a megoldas modjabol adodoan. A feladatok
a programhoz késziilt PNS probléma general6 eljarassal lettek elGéllitva, a
generalt feladatok megfelelnek a rajuk vonatkozo feltételeknek. A tabléazatok-
ban szereplé feladatok optimalis megoldésanak meghatérozéasa egy 466 MHz-
es Celeron szamitégépen percekig, egyes feladatoknal orékig tartott, mig a
heurisztikak segitségével néhany méasodpercen beliil taldltunk megoldast.

A tablazatokban szerepld jelolések:
|O| : az adott algoritmussal kapott megoldasban szerepls gépek szama,

w(0) : a megoldas koltsége,

ui(TO‘) . a gépek atlagos szama az egyes algoritmusok altal adott megoldasok-
ban,

% . a heurisztikdk altal adott megoldéasok koltségeinek viszonya az op-
timumhoz.



1. 50 feladat, |M| = 18, |R| = 2,|P| = 3,|0| = 40,1 < w(0) < 25.

B&B | Alg1 | Alg2 | Alg3 | Alg4
megoldhato 48 42 40 42 40
0] 6,08 | 7.67| 7.88| 7.67| 9,00
w(O) 96,56 | 130,4 | 134,7 | 130,4 | 132,77
i) 15,88 | 17,01 | 17,10 | 17,01 | 14,75
% 1,00 135| 1,39| 135| 1,38

2. 50 feladat, [M] = 25,|R| = 4, |P| = 5,]0| = 45,1 < w(0) < 50.

B&B | Algl| Alg2 | Alg3 | Alg4
megoldhato 48 45 48 48 48
0] 755 | 9,09| 9,15 9,00 11,71
w(0) 115,49 | 176,24 | 174,73 | 176,8 | 133 44
e 15,30 | 19,39 | 19,10 [ 19,64 | 11,40
N 1,00 153] 151 1,53] 1,16
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B&B | Alg1 | Alg2 | Alg3 | Alg 4
megoldhato 44 41 38 41 42
0] 418 6,12 6,00 6,22 6,86
w(O0) 32,75 | 53,44 | 54,29 | 54,54 | 51,98
% 783 | 873] 905| 877 | 7,58
% 1,00 1,63] 1,66 1,67| 1,59

3. 50 feladat, |M| = 30, |R| =8, |P| = 10,|0| = 76,1 < w(O) < 50.

A tablazatokbol lathatod, hogy éltalaban a 4. heurisztika adja az
optimumtol legkevésbé eltéré megoldést, viszont ezekben a megoldasokban
van sziikség a legtobb gépre. A 3. tablazatbol kiolvashato, hogy tobb gépet
tartalmazoé feladatoknal rendkiviil nagy javulast érhetiink el a 4. heurisztika
segitségével a tobbihez képest. Esetiinkben csupén 16 szézalékos volt az
eltérés az optimumtol. Megallapithato az is, hogy altaldban a 3. heurisztika
adja a legkevesebb gépet tartalmazo megoldast.



8. fejezet

Dominal6é halmazok de Bruijn
grafokban

Szamitogépek halozatanak épitése szamos nagyon érdekes matematikai, infor-
matikai problémét vet fel. Takarékossagi kdvetelmények miatt fontos, hogy
adott szamu szamitogép kozotti direkt kapcsolatboél a csticsok szamahoz ké-
pest kevés legyen. A kis atlagfokszam ellenére azonban legyen elég kicsi a
halozat atmérdje is. A szokasos halozati topologidk ezért nagyon erds szim-
metria feltételekkel rendelkeznek. A hiperkocka egy jo példa erre, de a de
Bruign grdfok is alapvet&ek, mint alternativ lehetéség. Ha arra gondolunk,
hogy parhuzamosan kapcsolt gépek koziil bizonyosak szerver szerepet tol-
tenek be, mig masok csak adatbézisok, akkor fontos a szerverek optimélis
elhelyezkedése. Célszert a haldzat olyan csticsaiba telepiteni a {6 gépeket,
amelyekbdl barmely més csiics elérhets, vagy kevés lépésben elérhets. A
vizsgalatunkat a [42] cikk motivalta, az abban felvetett egyik nyitott kérdést
sikeriilt megvalaszolni. Amit korabban Biggs perfekt d-kodnak nevezett
el, azt [42] nyoman itt mi is perfekt d-domindlé halmaznak hivjuk. A
tovabbiakban dominald, hatékonyan dominal6 cstcshalmazokat kerestink de
Bruijn grafokban, veliik kapcsolatos kérdésekre adunk tovabbi valaszokat,
bizonyitunk perfekt dominal6é halmazokra vonatkozo pozitiv és negativ ered-
ményeket.

72
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8.1. Alapfogalmak

Legyen A egy ébécé, |A| =n . A de Bruijn grafokat definialjuk a kovetkezd
modon:

B(n,k) = (V(n,k), E(n,k)),

ahol V(n,k) = A a graf cstcsainak halmaza az abécé betiiibsl alkotott
Osszes k hosszt szobol all. Az irdnyitott élek E(n, k) = A* azonosithatok
a k + 1 hosszu szavakkal, mert az x1xs ... 2, cstcsbol az y1ys ...y, cstcsba
pontosan akkor vezet irdnyitott él, ha zox3... 2, = Y1y ... yr_1. A 8.1 dbran
a B(2,3) egy lehetséges rajza lathato.

8.1. dbra. A B(2,3) de Bruijn graf.

Egy G = (V, E) gratban egy y cstcsot domindl egy x csics (maskép-
pen x domindlja y-t) ha létezik egy iranyitott él z-t8l az y-ba, vagy = = y.
A csicsok egy D C V részhalmaza domindlé halmaza G-nek, ha a G min-
den cstucsat dominal legalabb egy D-beli cstics. A G legkisebb elemszami
dominélé halmazanak méretét hivjuk a G domindldsi szdmdnak. A G-ben
barmely ekkora dominélé halmazt minimadlis domindlo halmaznak neveziink.
Ha a G mindegyik cstcsat a D pontosan egy cstucsa dominal, akkor a D-t
a G perfekt domindlé halmazdnak (PDS) nevezziik. Egy x csucs d-domindl
egy y csucsot, ha létezik G-ben legfeljebb d hosszu iranyitott ut z-t6l y-ig. A
csucsok egy D C V részhalmaza d-domindlo halmaza G-nek, ha a G minden
csucsat d-dominél legalabb egy D-beli csiics. Egy ilyen D halmaz perfekt
d-domindldé halmaz (d-PDS), ha a G mindegyik csticsat csak egyetlen D-beli
pont d-dominal.
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8.2. Minimalis dominalé halmazok

.2.1. Tétel. A B(2,k) de Bruijn grafban egy minimdlis domindlé halmaz

8.2.1.
2k:
{g—‘ cstcsot tartalmaz.

Bizonyitas A B(2,k) minden pontjanak kifoka ketts, tehat egy cstcs
legfeljebb két masikat tud dominalni (létezik hurokél is). Emiatt barmely
dominal6 halmaznak legaldbb [2%/3] eleme van. Megadunk egy dominalo
halmazt, amely éppen ennyi cstcsbol all. Tekintsiik az A abécé elemeit a 0 és
1 szamjegyeknek. Ekkor a B(2, k) csucsai a k hosszu binaris szavak. Emiatt
a tovabbiakban a csiicsokat természetes modon azonosithatjuk a kovetkezd
nemnegativ szamokkal: 0, 1, 2, ...2¥ — 1, mint a binaris szavak értékeivel.
Példaul a k = 3 esetben létezik harom elemt dominalé halmaz. A 4 cstcs
onmagan kiviill dominalja a 0 és az 1 cstcsot, az 5 dominélja még a 2-t és
a 3-at, végiil a 7 pedig a 6-ot. A fenti csicshalmazt a kovetkezd eljarassal
kaptuk:

a 4 altal dominaltak 0
az 5 altal dominaltak 2
a 6 altal dominaltak 4,
a 7 altal dominalt a 6

Y

Tt W

— mar dominéaltak, igy a 6-ra nincs sziikség

Az altalanos esetben igy konstruélhaté meg egy minimalis dominalé halmaz:

k-1 altal dominalt 0 és 1

2k=1 41 altal dominalt 2 és 3

k=1 4 9k=2 _ altal dominalt 2F ! —2 és
2k=1 _ 1

2k—3 kovetkezs szamra nincs sziikség

k=1 4 9k=2 4 gk=3 ltal dominalt 2F~1 4+ 2F=2 &g
|

ok=1 4 9k=2 4 9k=3 4 9k=4 _ 1 4ltal dominalt 2k~ 4 2k=2 4 9k=3 &g
2k—1 + 2k—2 + 2k—3 + 1
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k=5 koévetkezd szamra nincs sziikség
2k 1 altal dominalt a2* — 2 ha k paratlan,

egyébként semmi més.
A fenti eljaras egy 2% — (281 4283 1285 1 4 2k=[k/21+1) elemii dominald
halmazt ad. Indukciéval konnyt belatni, hogy ez az dsszeg éppen [27/3]. —

Az el6z6 tétel természetes altalanositasa a kovetkezd tétel.

.2.2. Tétel. A B(n,k) de Bruijn grdfban egy minimdlis domindlé halmaz

8 .
k
[ n —‘ cstesbol dll.
n+1

8.3. Perfekt d-dominalé halmazok

M. Livingston és Q. F. Stout igazolta [42] a kovetkezd eredményt (Theorem
2.12).

8.3.1. Tétel. Tetszdleges d > 1 esetén ha a k pozitiv egész (d + 1)m vagy

(d+ 1)m — 1 alaki, illetve k < d, jelolje Ty, a B(2,k) csucsainak kovetkezd
részhalmazadt:

(’I,) T1 :TQZZTd:{O},
(i1) Tiar1ym+1)-1 = Tiar1ym—1 U {j : 2@HDm=1 < 5 < old+)m _ 1}
(i1i) Tias1ym = Tiastym—1 U {24 — 1 — 52 s € Tigriym-1}-

Ekkor a Ty perfekt d-domindlé halmaza B(2,k)-nek.

A [42] cikkben megfogalmaztak a kovetkezs sejtést: Taldn nincse-
nek is a fent definidlttol kiilonbozd perfekt d-domindlo halmazok. Specidlisan
B(2, k)-ban taldn egydltaldn nem is taldlhatd 2-domindld halmaz, amikor k—1
a 3 tobbszordose. A kovetkezd tétel allitja, hogy az utdbbi sejtés igaz.
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12 8
22<i 0 20<i
13 9
11 0 16 2 10
14 \\ 2
23< 1 < 1 21
15 3 \\11
3
d

a. b. C.

8.2. abra. Kiilonb6z6 tipust csticshalmazok a 2-dominalaskor a de Bruijn grafban
(k=5)

41
2p
' o
2p+1
4p+38

8.3. abra. A legaltalanosabb egy cstucs altal 2-dominalt "sziget" a de Bruijn graf-
ban. Az értékek mod 2% értendéek.

8.3.2. Tétel. A B(2,k) de Bruijn grifban nincs perfekt 2-domindlé halmaz,
ha k—1 a 3 tébbszdrose.

Bizonyitas Jelolje Ny(G,v) a G = (V, E) graf azon csicsainak halmazat,
amelyek legfeljebb d 1épésben elérhetSk v-bdl (irdnyitott grafban iranyitott
értelemben). Ha a D egy perfekt d-dominalé halmaza G-nek, akkor az
Jelolje ng(G,v) = |Na(G,v)| a v szigetének méretét. Ekkor Y, nq(G,v) =
|V| teljestil.

1. tulajdonsdg: ne(B(2,k),v) =4,5,6 or 7.

na(B(2,k)),v) csak a kovetkezs esetekben tér el 7-t6l (1. a 8.2. abrat).
p=2p=p=0=ny(B(2k),0) =4
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p+2P =22+ 1=>p=2F—1=ny(B(2,k),25-1)=4

2p+2F =dp = p = 2"t = ny(B(2,k), 2 1) =5
p+28=dp+2=p=2F1—1=ny(B(2,k), 2" -1)=5

Ha a k paratlan:

+2’f—4p+2:»;+a_—;»n2(3( k+)12’“32)
P2 =dp 1= p =20 = ony(B(2,k), ) =

Ha a k paros:

p+2F=dp+1=p=27L = ny(B(2,k), 2’“31 =6
p+25l =dp+ 2= p= 2022 = ny(B(2,k), 2572) =

2. tulajdonsdg: Ha B(2,k)-ban a p cstcs d-dominélja a ¢ cstcsot,
és a q paros, akkor a p d-dominalja a (¢ + 1)-et is. Ha a p d-dominélja a ¢-t,
és q paratlan, akkor a p d-dominalja (¢ — 1)-et is.

3. tulajdonsdg: Hany(B(2,k),v) = 5, akkor v nem lehet egy 2-PDS
eleme.

Konkrét esetvizsgalattal ellendrizhets. na(B(2,k),v) = 5 csak két
csucsra teljesiil, v = 2871 és v = 2871 — 1 -re.
a) Ha 2! egy 2-PDS eleme lenne, akkor 2*~! + 1 nem lehet benne, hiszen
mindketten 2-dominaljak a 2-t. De ha meg a 27! + 1 nem lenne a 2-PDS
eleme, akkor vele egyiitt 2-dominélva lenne a 2¢~! is mégegyszer. Tehét a
v = 271 nem lehet egy 2-PDS-ben.
b) Ha a 2¥~! — 1 lenne egy 2-PDS eleme, akkor a 2¥~! — 2 nem lehet benne,
hiszen ekkor mindketten 2-dominalnak a 2F —4-et. Ha pedig a 2~! — 2 nincs
a 2-PDS-ben, akkor vele egyiitt egy cstics 2-dominélja a 2¥~! — 1-et is, de &
mar benne van a a 2-PDS-ben, nem 2-dominalhatja még egy cstcs. Igy tehat
nem lehet 5 méretii sziget a csticsparticiéban.

4. tulajdonsdg: Egy 2-PDS-ben legfeljebb egy v cstcsra teljesiil az
na(B(2,k),v) = 6 egyenldség.

Példaul a 2L _1 és 2k+31 —2 dominaljak egymaést.



8. FEJEZET. DOMINALO HALMAZOK DE BRULJN GRAFOKBAN 78

Tegyiik most fel, hogy k = 3l+1 és ] > 0. Ha az egyes tipusi csicsok
szamat a 2-PDS -ben A, B és C jeldli, akkor fennall a kovetkezs 6sszefiiggés:

4A+ 6B+ 70 =237 = 2((2%) — 1) + 2

valamint a fenti tulajdonségok alapjan tudjuk, hogy az A értéke 0, 1 vagy 2
és a B pedig 0 vagy 1. Ha egy matrixban kiszamitjuk a 4A+ 6B — 2 kifejezés
lehetséges értékeit, akkor azt tapasztaljuk, hogy egyik sem lesz oszthato 7-
tel. Ebbdl arra a kévetkeztetésre jutunk, hogy nincs 2-PDS a B(2,3[+ 1) de
Bruijn grafban.

8.4. Az iranyitatlan de Bruijn grafok esete

M. Livingston és Q. F. Stout a [42] cikkben az iranyitatlan esettel is foglal-
kozik. Ha elhagyjuk az élek iranyitasat a B(n, k)-ban, akkor megkapjuk az
iranyitatlan de Bruijn grafot. Jelolje tehat B*(n, k) az iranyitatlan de Bruijn
grafot. Most tehat az x1xo... 2 éS Y1y ...y, cstcsok pontosan akkor van-
nak oOsszekotve, ha xoxs... 2 = Y1Y2. .. Yp_1 VAZY X122 ... Th_1 = Y2UY3 ... Yk
teljestil. Hasonloan adhaté meg a domindldas (és d-domindlds) fogalma is. A
[42] munkéban olvashato a tény, hogy B*(2, k) rendelkezik perfekt dominélo
halmazzal (PDS) k=1 vagy 2 esetén, de nincs PDS k=3, 4 vagy 5-re. Belat-
juk, hogy B*(2, k) csak k=1 vagy k=2-re rendelkezik PDS-sel.

5. tulagdonsdg: ny(B*(2,k),v) = 3,4 or 5.

Tekintsiik egy tetszoleges csucsat B*(2, k)-nek. Tovabbra is tekinthet-
juk mint egy természetes szam binaris reprezentaciojat. Igy Ni(B*(2,k),p) =
{p, 2p,2p+ 1, |p/2], 25t + Lp/QJ} ahol minden természetes szamot mod 2*

vegyiink. A 0 és a 2 — 1 csak harom-harom csticcsal szomszédos (és ebbe
mAar 6nmagat is beleértettiik). Pl. a 0 domindlja a 0, 1-et és a 2 l-et. Két
olyan cstcs van, amelynek a "szigete"—az altala dominalt csticsok—négyelemti:
ny(B*(2,k), 2824284 4+2) =4 ésny(B*(2,k), 2814283 4 +1) =4
ha k paratlan és ny(B*(2,k), 282+ 254+ +1) =4 ésny(B*(2,k), 281 +
2F=3 + .. +2) =4 ha k péaros. Tehat mésképpen mondva B*(2, k)-ben van
két hurokeél, és két parhuzamos él az alternalé 0-1 szavak kozott (1. a 8.1.
abrat, most tekintsiink el az iranyitastol). Egyébként barmely més cstcsra
ni1(B*(2,k),v) = 5.
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6. tulajdonsdg: Egy PDS legfeljebb egy 4 méreti szigetet tartalmaz.

Ez az allitas nyilvanvalé a graf szerkezete alapjéan.

8.4.1. Tétel. k > 2 esetén nincs PDS B*(2, k)-ban.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy mégis lenne egy D PDS B*(2, k)-ban. Kiilén-
boztessiink meg négy esetet a k négyes maradéka alapjan. A fenti tulajdonsa-
gokat figyelembe véve mind a négy esetben csak egyetlen lehet&ség marad a
szigetek méretére. Ezen méretek Osszege megadja a csticsok szamét:

a) 3+ 3+ 5t = 2% ha k = 4] alaka,
b) 3+4+5t =2% ha k=4l + 1 alak,
c) 4+ 5t = 2% ha k = 41 + 2 alakqi,
d) 3+ 5t = 2% ha k = 41 + 3 alakn.

Az a) esetben nincs 4 méret sziget. Tehat a két alternald szo nincs
aD-ben, 2F 24 2k=4 1 42241 Deés 281 4283+ 4+ 2¢ D. Ahhoz,
hogy ezeket a szavakat is dominaljuk, két lehetéségiink van. Az egyik, hogy
2R3y 2k 5 4 42€ Deés 242240k 0 42241 € D. A masik eset
hasonlo, csak a 0 és 1 jegyeket kell felcserélni a binaris alakjukban. Elegendé
csak az egyiket esetet részletezniink. Vegyiik a 283 + 285 + 4+ 241
sz6t! Ezt szintén nem tehetjiik bele a D-be, mert 2873 + 2k=5 + 4+ 2
dominalja 2F4 + 26 + 4 1-t és 2F3 + 250 + . + 2 4 1 szintén do-
minélja 6t. De nem tehetjiik D-be sem a 2F% 426 4 . 4+ 1, sem a
k=14 ok=4 4 9k=6 4+ 11 sz6t, mert ezeket dominélja a 251 423 4 42
sz6. Azonban a mésik két szomszédja a 2873 + 2875 4 . 4+ 2 4 1 szénak
a2f2 Lokt 1 122 41 2¢sa 2824284 1 422 42+ 1. Viszont
mindkét sz6 dominélja a 2871 + 2573 + .+ 2 4 1 sz6t, pedig ez a sz6 mar
a 2k 1 4 2k=2 L ok=4 4 22 1+ 1 sz6 altal is dominalt. Ez ellentmondas,
vagyis nem lehet PDS B*(2,4l)-ben, az a) esetnek megfelels k-ra.

Ha k£ = 4] + 1, akkor sziikség van egy 4 méretii szigetre a D-ben.
Az egyszertiség kedvéért a b) esetet csak k=5-re részletezziik. Legyen pl.
01010 € D. 01010 dominélja a 01010,10100,10101 és 00101 szavakat. Ho-
gyan fogjuk dominalni a 11010 és 01011 szavakat? Ezeket dominalna 10101
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de ez a sz6 méar dominalt, igy nem keriilhet D-be. Az 11010 dominélja
a 11010,01101,11101, 10101, 10100 halmazt, de az utobbi kett6t mar 01010
dominélja. 01011 dominalja a 01011,00101,10101,10110,10111 halmazt, a
masodik és harmadik sz6t 01010 dominalja. Igy tegyiik pl. a 11101 szét D-be!
Most mar a 10111 sz6t nem tehetjiik D-be, mert az 11011 sz6t mindketten
dominalnak. Ha a 10110 szoval probalkoznank ugyanaz lenne az ellentmon-
das! Ezzel a k = 5, esetben megmagyaraztuk, miért nincs megfelels D és a
k =4l + 1 eset altaldban is ugyanigy megy.

A ¢) esetben ha volna egy megfelels D PDS, akkor pl. 282 42k~ 4
...+ 1€ D, mert kell egy 4 méretii sziget is. 2872 424 4 ... +1 dominalja
a2k=2 pok—4 1y 2kt ok 2 2R3 L okS g okl
2F=3 1.4+ 2+ 1 halmazt. Dominalnunk kell a 22 4 2F=4 1 4 22 ¢
k=1 yok=24 ok=41 = 419211 elemeket is, hiszen ez a kett§ a 28142834 42
még nem dominalt szomszédai. De az Osszes szoba johets lehetGség rossz,
ugyanis 2871 4 2873 4 423 41 vagy 2871 4 283 + . + 23 dominalna
az elsd szot a 2872 4 284 1 4 22t mig 282 4 2F3 1 25 4 2 vagy
oF=l p ok=2 L ok=4 422kt pok=2 4 ok—4 1 1 92 1 1 masodik szot,
de barmelyikiik ugyanazt a szot, a 271 + 28=2 4 2k=4 4 92t dominalja.
Ez ismét ellentmondashoz vezet.

Végiil a d) eset az a)-hoz hasonlit, ennek meggondolasat az olvasora
bizhatjuk.

A 8.4 &bran feliil a B(2,4) de Bruijn graf lathato (a 0 és a 15 csticso-
knal hurokéleket lathatunk). Ez a binaris abécé feletti legkisebb olyan graf,
amelyre nincs perfekt 2-dominélo cstucshalmaz (8.3.2. tétel). Négyzettel jel-
oltiik meg az M. Livingston és Q. F. Stout altal megadott kunstrukciéban
a Ty = {0,2,3,12,13,15} halmazt, amely egy perfekt dominalé halmaz. A
[13] cikkben megjelent és itt felidézett konstrukcionk altal kapott minimé-
lis dominéal6 halmazt D = {8,9,10, 11,14, 15} az abran haromszogek jelzik.
Az 6tszogekkel megjeldlt {3,10,12} csticsok egy minimalis 2-dominalé halmaz
elemei. A d = 3 esetben Ty = {0, 15} egy perfekt 3-dominal6é halmaz.

Az als6 dbran az iranyitatlan B*(2,4) de Bruijn graf lathato.
Nincs benne PDS (8.4.1. tétel)! A haromszoggel megjelolt {1,4,11,14} cstics-
halmaz egy minimalis dominalé halmaz. Az 6tszoggel jelzett cstcsok {4,7}
2-dominéljak az Osszes csucsot, de nem perfekt modon.
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8.4. abra. Dominal6é halmazok az iranyitott és irdnyitatlan de Bruijn grafban



9. fejezet

A TSP és LOP Altalanositasa

Imreh Baldzs szerzdtarsunk, tandrunk, szeretett kollégank 2006. augusztus
8-an elhunyt. A [14] cikket szerzétdrsaimmel az & emlékének ajanljuk.

Az utazo6 iigynok probléma inkabb elméleti szempontbol meghataro-
z6 jelentGségi. A gyakorlatban felmeriil6 problémék &ltal felvetett optima-
lizalasi kérdések ritkan oldhatok meg a TSP modellben. Ha az iigyndknek
a valosagban meg kell latogatnia néhany varost, akkor fontos, hogy minden-
hova eljusson, a végén a kiindulasi helyére érkezzen, de a szokasos feltételt,
hogy egyetlen kort tegyen meg az ligynok nem igazan koveteli meg valamilyen
takarékossagi szempont.

Egy maésik alapvetd hélozati optimalizalasi probléma az optimélis
sorrend (Linear Ordering Problem-LOP) megtaldlasanak kérdése. A csu-
csok olyan sorrendjét keressiik, melyre az olyan élekhez rendelt stulyok Osz-
szege minimalis, amely élek kezdGpontja a sorrendben megel6zi a végpontjat.
Tegyiik fel, hogy egy postakocsi a legtobb levelet szeretné kézbesiteni a varo-
sok kozott. Ezt tgy teheti meg, hogy egy ttvonalon minden varost pontosan
egyszer meglatogat valamilyen sorrendben, és az utolsoénak érintett varosban
marad. Ekkor csak azokat a leveleket van modja elszallitani a cimzetthez,
amelyeket az utvonal korabbi alloméasan adnak fel. A kézbesitésekkel bevétel-
re tesz szert, szeretne maximalis haszonhoz jutni. Vajon milyen sorrendben
jarja végig a varosokat?

A gyakorlattol nem idegen a kovetkezs probléma. Tegytik fel, hogy

82
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egy aruhazlanc iizletei kozott bizonyos belsd szallitasi igények meriilnek fel.
Jobb lenne az egyik raktarkészletét egy bizonyos arubol csokkenteni, mig
egy maésikban éppen erre lenne sziikség. A vallalat szeretne az egyik iiz-
letébdl reggel egy kamiont elinditani, amely végigjarja az aruhazakat, és azo-
kat a belsd atszallitasokat megoldja, amelyek esetében a feladé megelézi az
igényl6t. Minden létrejott belsé szallitas haszonnal jar. Az utvonaltol fiig-
gben kiadésai is vannak a kamion korutjanak. Milyen ttvonalat valasszon,
hogy az eredd bevétel maximélis legyen? Vil4dgos, hogy az utobbi probléma
a két klasszikus feladat kozos altalanositdsa. Ebben a fejezetben ezzel fog-
lalkozunk. Az altaldnositas otlete, az itt targyalt algoritmusok a dolgozat
szerzGjétol szarmaznak. A [14] cikkben tovabbi algoritmusokat definialtunk,
amelyeket Bartok Tamas megvalositott és dijazott OTDK munkat készitett
a futéasi tapasztalatok alapjéan.

9.1. A HPPIT probléma

T6bb fontos kombinatorikus optimalizalési probléma keres halézatokban op-
timalis koltségi utakat, korutakat. Ezek koziil az egyik legnépszeribb a
teljes iranyitott hélozatokban minimélis koltségii Hamilton—it keresése. En-
nek korut véltozata a hires utazo tigynok probléma (Travelling Salesman
Problem—TSP). Ez az egyik legtobbet vizsgalt optimalizalasi probléma, az
egyik legfontosabb NP—teljes kérdés. Valtozataival egyiitt pl. a [30] munka-
ban olvashatunk rola. Egy masik jol ismert probléma az optimalis sorrend
(Linear Ordering Problem-LOP) megtalalasdnak feladata, ahol a célfiigg-
vényiink az el6remutato iranyitott élek stlyainak Osszege, ezt szeretnénk
maximalizalni. Attekintés olvashatéo a LOP probléma eredményeirsl a [48]

és 49| cikkekben.

Bemutatunk itt egy 0j modellt, amelynek a célfiiggvénye a fenti két
probléma célfiiggvényeibdl alakult ki. A motivaciot a bevezetSben emlitett
gyakorlati kérdéshez hasonlok jelentették. Tegyiik fel, hogy egy jarmi néhany
helyet meglatogat, és a korabbiakbol késébbiekbe széllithat valamit. Ha az
1.-bdl a j.-be megvalosul egy szallitas, akkor ez B;; hasznot hoz. Ha a cél a
haszon maximalizalasa a megtett ut koltségét leszamitva beldle, akkor kapjuk
a (Min-cost Hamiltonian Path Problem with Internal Transports, réviditve
HPPIT) problémét.
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A HPPIT két NP-nehéz probléma kozos altalanositasa, tehat maga
is NP-nehéz. Divatos, de egyben fontos is nehéz optimalizalési problémakra
tigyes heurisztikakat definialni, amelyek kevés szamolési igénnyel kielégits le-
hetséges megoldasokat adnak. Ha azonban nem vagyunk elégedettek a heu-
risztikus megoldés josagaval, akkor is felhasznalhatjuk a kapott lehetséges
megoldasokat arra, hogy veliik gyorsitsunk fel pl. egy, a Branch and Bound
kereteljarasra épiils optimalis megoldoé eljarast. Altalaban a feladatok tipusa
és mérete egyiitt hatarozza meg, hogy mire van lehet&ség, meg kell-e eléged-
niink a kozelité megoldéassal, vagy futtathatjuk a nem polinomialis optimum
keresé eljarast.

Az 4j HPPIT modellre a TSP vagy a LOP probléméakra definialt
heurisztikus algoritmusokat érdemes tovabbfejleszteni. Ugyelniink kell azon-
ban arra, hogy a HPPIT bemené adatai, a profit métrix és az élekhez rendelt
utazasi koltség matrix 6sszemérhets értékekbdl alljon, ne dominaljanak sem
a varhato haszon értékei, sem az élek koltségei. Ilyen bemeneteknél varhato,
hogy az algoritmusaink lathatoan eltér§ eredményt adjanak, ekkor érdemes
a futasi eredményeket egymassal 6sszehasonlitani.

9.2. Fogalmak és jelolések

Legyen G(V,A) egy iranyitott teljes graf, ahol V' = {vg, vy, ...,v,} a csicsok
halmaza (vy a jarmi telephelye, mig a tovabbi cstuicsok jelentik azokat a he-
lyeket, amelyeket tutja soran meg kell hogy latogasson). Adott tovabba két
(n+ 1) x (n + 1)-es nemnegativ matrix, B és D. B;; a lehetséges hasznot
jelenti, ha a v; -b6l a v; -be torténd szallitas létrejon, vagyis ha v; az utvo-
nalon megel6zi v; -t (B; = 0 minden i-re). D;; adja a v; -bél v; -be torténd
kozvetlen eljutés koltségét (Dy; = 0 minden i-re), tehéat a halozatban az élhez
rendelt stlyt.

A HPPIT problémaban a telephelyrél indul a jarmi, minden varost
pontosan egyszer érint, majd visszatér a telephelyére. Egy lehetséges meg-
oldés tehat azonosithat6 az {1,..,n} halmaz egy p permutaciojaval. A p altal
meghatarozott koratban a jarmi a vy csticsbol indul, és rendre vy(1y, Vp(2), -, Up(n)
sorrendben latogatja meg a varosokat. A célfiiggvényt a kovetkezd formula
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adja:

n

2X0) = D Buiyat) + 2 (Bopi) T Br@0) = Y Doiiypiis1) = Dpimyos

0<i<j<n+1 i=1 0<i<n

és ezt szeretnénk maximalizalni. A telephelyrdl torténd, és a telephelyre cim-
zett belss széllitasok teljes haszna egy konstans, fliggetlen p -tél.

Természetesen a megoldasrol tgy is beszélhetiink mint az Gsszes
csticson athaladod korrol. Sziikség lesz egyes algoritmusoknal még meg nem
épitett, minden csticsot még nem tartalmazéd részkorutrol beszélni. Tet-
sz6leges részkoritra, amely tartalmazza a vy -t és valamely v csiicsot jelolje
PRE(v) a (v, v) Gt cstcsainak halmazat, és SUC(v) a (v, v) Gt cstcsainak
halmazat. Tehat a definialt két halmaz a részkoruttol fiigg, de ahol félreér-
tésre nincs mod ezt kiilén nem jeloljiik.

9.3. Heurisztikus algoritmusok a HPPIT
problémara

A |14] cikkben bemutatott algoritmusok koziil néhanyat itt is bemutatunk.

9.3.1. Korutépits technikak

KE1. algoritmus (Korit épitd)

Egymas utan definidljuk a cstcsok sorrendjét. Minden egyes 1épés-
ben azt a cstucsot valasztjuk, amely a maximélis nyereséget igéri (figyelembe
véve az utazasi koltséget is).

1. lépés Legyen 0 < k < n + 1 az az érték, ahol Zo<j<n+1 By; —
Dy, — Dio = maxXocjcnt1 Zo<j<n+1 Bij — Do; — Dyy . Legyen p(1) = k. Ha
egynél tobb ilyen k£ van, akkor valasszuk a legkisebb ilyet. Legyen t=1.

2. lépés Ha t = n, az eljaras véget ér, definialtuk p-t, a kapott korut
V0, Up(1); - - - » Up(n), Vo- Hat < n, akkor legyen p(t) a legkisebb k (k # p(s),s <
t) melyre: —Dpg—1)x + Zo<j<n+1,j¢p(s),s<t By =
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MAX0<i<n+1,ip(s)s<il— Dp(t—1),iTD0<jcnt1 jra(s)s<t Bis} Noveljiik a t érteket,
és folytassuk a 2. lépéssel!

KE2. algoritmus

Még mindig mohé méddon, de most mar mindkét irdnyba épitsiik a
kort! Felvaltva lépjiink, egyet hatulrél, egyet elolrsl! Most is valasszunk
azon lehetséges csicsok koziil, amelyek maximaélis haszonnal kecsegtetnek
pillanatnyilag, az utazasi részkoltséget is szamitva.

1. lépés (Az utolsd vy, ¢és az elsé vyq) cstcs meghatarozasa):
Legyen 0 < k < n + 1 az az érték, melyre Zo<j<n+1 B, — Dy =
MAX(<icntl Y oe jntl Bji — Djy. Ha egynél t&bb ilyen k van, akkor valasszuk
a legnagyobbat! Legyen p(n) =k, F = {k} (F a mar eddig rendezett csicsok
halmaza). Ha n > 1, akkor legyen 0 < k < n+ 1, k ¢ F az az érték, mely-
re Zo<j<n+1,j¢p(n)) Bij — Dor = maXocicpi1,igF Zo<j<n+1,j7£p(n) B;j — Dy;.
Legyen p(1) = k. Ha egynél tobb megfelels k van, akkor valasszuk a leg-
nagyobbat. Legyen t =n — 1, z =2, és F' = F U {k}.

2. lépés Ebben a lépésben a hatulrol kovetkezs varost p(t)-t valaszt-
juk ki. Ha z = n, akkor az eljaras befejezédik, a p permutéaciét megadtuk,
V0, Up(1), - - - s Up(n), Vo & korut. Ha z < n, akkor legyen p(t) a maximalis k,
k ¢ F melyre: _Dk,p(tJrl) + ZO<j<n+1,j¢F Bj, = maXO<i<n+1,i¢F{_Di,p(t+1) +
ZO<j<n+1,j<£F Bji}-

Legyen z =z+1,t=n—t+1, F = FU{k}

3. lépés Ebben a lépésben meghatarozzuk p(t)-t, az elolrsl kovetkezd
indexet. Ha z = n, akkor az eljaras véget ér, p-t meghataroztuk, a korut
a Vo, Up(1)s - - - » Up(n), Vo Ha z < n, akkor legyen p(t) a legkisebb k, k ¢
F, melyre: —D,q_1) + Zo<j<n+17]~¢F Byj = maXocicnt1,igr{—Dp-1): +
20<j<n+1,j§2F Bij}

Legyen z = z+ 1, t =n —t, F = FU{k} és lépjiink a 2. 1épésre.
KE3 algoritmus (A kévetkezd beillesztése)

Inicializdlds Legyen v = 0, I, = 0, E, = {(0,0)}. (vo a kiindulasi
részkorut) Legyen r = 0 és 1épjiink az iteracios részre!
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Iterdcios rész (az r. iterdcid) Ha r = n, akkor az eljaras befejezédik,
az F, élei adjak a megoldast. Egyébként valasszuk az r -hez azt az (u,v) élt
az F, halmazbol, melyre

ZiEPRE(’U) Bi, + ZjESUC(u) Bkj — Dy — Dyy + Dy =
maX(&t)EEr{Zz‘ePRE(t) Bij, + ZjESUC(s) Bkj — Dy — Dy + Dst}-

Legyen E, 11 = E. \{(u,v)}U{(u,7), (r,v)} ahol az (u,v) a kivalasz-
tott él. Noveljiik r-et eggyel, és lépjiink a kovetkezs iteraciora.

KEj algoritmus (A legjobb beszirdsa)

Ebben az algoritmusban minden lépésben a mér meglévs részkorathoz
olyan 4j varost valasztunk, amelyet a legnagyobb nyereséggel (legkisebb koltség-
gel) lehet beszurni és arra a helyre illesztjiik a korbe. Az algoritmus a leg-
olesobb beszirasa (cheapest insertion) TSP heurisztika kiterjesztése. Az
eredetit a [26] és [27] munkakban elemezték. A negyedik algoritmusunk a
kovetkezs:

Inicializdlds. Legyen r = 0,1, = 0,F, = {(0,0)} (vo a kiindulasi
részkorut). Menjiink az iteraciokhoz!

Iterdcios rész (Az r. iteracic) Ha r = n, akkor az eljaréas befejezédik,
a korut élei az F, elemei. Egyébként hatarozzuk meg minden egyes k-ra az
N\ I, halmazbol a k(u,v) élét az E, halmaznak, melyre

C(k(u,v)) = ZiEPRE(v) Bix + ZjeSUC(u) Bj = Dur = Dy + Dy =
maX(SJ)EEr{Zz‘ePRE(t) By, + ZjESUC(s) Byj — Dsg — Dyt + Dt}

Legyen k az az érték, ahol a fenti maximum a legnagyobb. Legyen
Iy =1, Uk és By = B\ {(u,v)} U{(u, k), (k,v)} ahol (u,v) az az él,
amelyre a maximalis C'(k(u,v) érték adodott a rogzitett k-ra. Noveljiik r-t
eggyel és lépjlink a kdvetkezd iteraciora.
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9.3.2. Tura javité6 moédszerek

Szamos moédon meg lehet probalni javitani egy megépitett korutat. Mi egy
olyat alkalmaztunk, amely a szomszéd keresési algoritmusok kozé tartozik.
(B6vebben a [1] cikk foglalkozik a részletekkel). Mondjuk azt, egy korutnak
szomszédja egy olyan korut, amelyet tgy kapunk bel6le, hogy két kivalasztott
cstuics helyzetét megeseréljiik. Ezt a szomszédossag fogalmat az ilitemezés
teriiletén is hasznéljak. A korutjavito alapeljarasunk a kovetkezd.

A kérutjavito alapeljards

Inicializalds Legyen X egy tetszdéleges modon kapott korut. Pl. vala-
mely fenti heurisztika eredménye. Legyen Xy = X, r = 0, és folytassuk az
iteracioval.

Iterdcios rész (r. iterdcid)

1. lépés Vegyiik az X, szomszédait. If z(X,) > z(Y) minden egyes
Y szomszédra, akkor a javitas befejez6dott, nincs lokdlisan jobb szomszéd.
X, a javito algoritmus eredménye.

2. lépés Legyen Y az X, szomszédai koziil egy maximalis célfiiggvény-
értékid. Legyen X,y =Y, az r -et noveljiikk eggyel, és lépjiink a kdvetkezs
iteracio 1. 1épésére.

Természetesen a javitd procedura nem hatékony! Bar egy lépésben
egy adott kortt szomszédainak szdma O(n?), azonban az iteraciok szamara
nem ismert polinomialis korlat.

9.4. Szamitbégépes vizsgalat, értékelés

A [14] cikkben bévebben olvashatok a szamitogépes vizsgalatunk eredményei.
Roviden Osszefoglalva a definialt 6 koratépits algoritmus viselkedését vélet-
lentil generéalt mintakon teszteltiik. A cél a kiilonb6z6 heurisztikak egymashoz
torténd osszehasonlitasa volt. Osszesen 14 algoritmust tudtunk dsszehason-
litani. A 6 korutépits, ezek mindegyikének a javitdé procediréval ellatott
valtozata, valamint egy-egy algoritmus, amely minden egyes bemenetre tor-
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ténd futassorozat utan kivalasztja a 6 koratépits algoritmus altal adott le-
hetséges megoldasok koziil a legjobbat, illetve ezek javitott valtozatai koziil
a legjobbat.

Mint a bevezetében is emlitettem, nagyon fontos a véletleniil generalt
bemeneti matrix parban szerepld értékek aranya, eloszlasa.

A teszt: Mindkét matrix (B és D, n X n-es) elemei a (0,500) interval-
lumbdl lettek kivalasztva, egyenletes eloszléassal.

e B teszt: A B elemei tovabbra is a (0,500) intervallumbol lettek ki-
valasztva egyenletes eloszlassal, mig a D maétrix elemei a (0,500n,/2)
intervallumbol, egyenletes eloszlassal.

Az intervallumok hosszat az indokolja, hogy a célfiiggvényiinkben a B
elemei koziil O(n?) szerepel, mig a D elemei koziil n.

o C teszt: Mindkét matrix (B és D, n x n-es) elemei a (400,600) inter-
vallumbol lettek kivalasztva, egyenletes eloszlassal.

Az A teszthez képest az eltolt intervallum nem engedi meg, hogy az
egyes haszon értékek aranya tul nagy legyen. Ott akar 500 is lehetett,
itt legfeljebb %

e D teszt: A B elemei tovabbra is a (400,600) intervallumbol lettek ki-
valasztva egyenletes eloszlassal, mig a D matrix elemei a (200n,300n)
intervallumbol, egyenletes eloszléassal.

A B és D tesztekben megprobaltuk kiegyensulyozni a belsd szallita-
sokbol eredd haszon volumenét és az utvonal koltségét. A koltség n él hossza,
mig a haszon n?/2 érték osszege. Ugy érezziik igy foghaté meg leginkabb a
HPPIT probléma egyedisége, lényeges eltérése a TSP és LOP feladatoktol.
Természetesen gyakorlati probléméakban a B és D métrixban szerepls ér-
tékek teljesen fliggetlenek lehetnek mind egymastol, mind a tébbi elemtdl.
Az egyes matrixokban szerepls értékek eloszlasa sem feltétleniil kovet sza-
balyt. 500 méatrix part (n = 100 az egyes tesztesetek szerint generalva a 9.4
Tablazatbeli célfiiggvényérték atlagokat kaptuk.
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KE1 KE2 KE3 KE4
A teszt | 1246680 | 1235690 | 1328640 | 1334750
B teszt | 1086660 | 1092810 | 1087470 | 1111690
C teszt | 2399830 | 2357190 | 2510870 | 2513650
D teszt | 376879 | 379556 | 455414 | 465313

9.4 Az atlagos célfiiggvényérték (KE alg., n=100)

Mindegyik korutépité algoritmus nagyon gyors, az Osszes feladatra
lefutott néhany mésodperc alatt. Ha azonban a javito proceduréat is futtattuk
méar lényegesen nagyobb volt a futési id6. Masrészt viszont nem javitottak
lényegesen a kordbban kapott eredményeken.

Méginkabb jelentkezett ugyanez a probléma az n = 1000 méretnél.
Ekkor mér olyan naggya valt a futéasi id6 a javito eljarasnak koszénhetGen,
hogy elértiik a tesztelhetGség hatéarat.

Az itt bemutatott koratépitd algoritmusok koziil a 4. adta a legtobb
esetben a legjobb megoldast. Ez 6sszhangban van a TSP heurisztikak kozot-
ti josagi viszonyokkal. De azért egyes feladatokra a 2., sokkal egyszeriibb
algoritmus bizonyult a legjobbnak. Erdemes megjegyezni, hogy megfigyelé-
siink szerint a legtébb legjobb eredményt adod 4. algoritmus joval lasstibb
mint a tobbi, tehat szamolasa nem hiabaval6. Meglepd, hogy az egyes teszt-
esetekben lényegesen eltérg a javité procedira idGigénye. Azonos szamu és
méretd feladatokra a B és D tesztekben, tehat amikor a célfiiggvény két
részének hozzajaruldsa kiegyensulyozott, sokkal gyorsabban befejez6dott a
javitas. A javitds mértéke azonban az A és C teszteknél nagyobb. Ez talan
abbol is adddhat, hogy az igazi optimumtoél tavolabb van az A és C esetek-
ben a koratépits algoritmusokkal kapott heurisztikus megoldas értéke, vagyis
tobbet lehet még rajta javitani.



Osszefoglalas

A dominal6 csicshalmazok szerepét haldzatokban csak a 8. fejezetben mu-
tatjuk be az eredeti értelmében.

A héalozati folyamatok szintézise témaban adott egy anyaghalmaz,
amelyet megadott atalakitok egy része segitségével el6 szeretnénk allitani.
Ha miveleti egységek egyiitt minden kivant anyagot elGallitanak, a szamuk-
ra sziikséges és még nem termelt anyagokat is el§ kell mas gépekkel allitani.
A nyersanyagokon kiviil tehat a gépek Gsszes bemeneti anyagat, és a kivant
anyagokat is dominalnia kell valamely kivalasztott gépnek. Egy géphalmaz,
amely teljesiti az eddig emlitett feltételeket csak akkor lehetséges megoldas,
ha nincs k6zottiik felesleges, vagyis olyan, amely nem d-dominél legalabb egy
kivant anyagot valamilyen d-re.

A disszertacié harmadik témaja a HPPIT probléma. A LOP prob-
léma az egyik olyan, amelybdl a HPPIT ered. Ebben, lényegét tekintve az a
feladatunk, hogy megtalaljuk a csiicsoknak azt a sorrendjét, amelyre a leg-
tobb az el6re mutato él.

Az els6 néhéany fejezetben a PNS modellt elemezziik. A masodik fe-
jezetben Osszefoglaljuk a PNS alapvets fogalmait és felidéziink tobb, korabbi
eredményt. A strukturalis modell, a maximélis struktira definicioja, a le-
hetséges megoldasok legfontosabb kombinatorikus tulajdonsagainak leirasa
megtalalhato a [18], [19], [20], [21],[22], [23], [25], [34], [35] cikkekben. Az
els6 vizsgalt optimalizalasi feladat az volt, amikor a miiveleti egységekhez
rendeltiink koltséget, és minimalis 0sszkoltségl lehetséges megoldéast keres-
tiink. Erre a PNS problémara elGszor a Korlatozés és Szétvalasztas techni-
kajaval sikeriilt megoldéast adni.

Vajon meg lehet-e oldani hatékonyan egy PNS problémat? A kombi-
natorikus Osszefiiggések megértésével tudunk-e polinomiélis algoritmust defi-
nialni a problémara? A 3. fejezetben egy polinomidejii visszavezetést adunk
meg (1. a [4] cikket); a PNS egy specidlis osztalyara vezetjiik vissza az
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NP-teljes halmazlefedési feladatot (3.1.1. Tétel). Ebbdl kovetkezik, hogy
a Minsum PNS probléma NP-nehéz, tehat nem varhato az altaldnos felada-
tra hatékony megoldas.

A Korlatozés és Szétvélasztas elvére épiild algoritmusokat mutat be
a [19] cikk, amelyben bevezették a dontési leképezés fogalmat. A negyedik
fejezetben targyaljuk az tn. konzisztens dontési leképezések szamanak kor-
latozasara vonatkozo eredményeinket [5], [6], [7]. A Korlatozas és Szétvalasz-
tas elvd algoritmusok gyorsitasaban nagy jelentGségd a lehetséges maximalis
konzisztens dontési leképezések szaménak feliilrsl torténd jo becslése. Ha a
lehetséges megoldéasok axiomai koziil az egyiket vessziik csak figyelembe, ak-
kor felsg korlatot kaphatunk (5.1.1. Tétel). Ha a Szitaformulat szeretnénk
felhasznalni a korlat kiszamitasahoz, akkor | A;| meghatarozasa sziikséges. Fz
altalaban nem tinik egyszertinek. Hasznélhaté a formula szeparator tipusi
miiveleti egységekre, az in. Egyenes és Lanc modelleknél sikeriilt ponto-
san kiszamolni a korlatokat, amelyek elég joknak is bizonyultak. Az eltéré
szamitasi modszerek hozomanya két kombinatorikus azonossag is.

A célfiiggvény szerint csoportositva kombinatorikus optimalizéalasi
feladatokat, beszélhetiink Minsum, Bottleneck vagy k-Gsszeg valtozatokrol.
Az utobbi kettdt el6szor a [8] cikkben vizsgaltam PNS feladatokra. Kideriilt
(6.2.1 Lemma), hogy a Bottleneck feladatra adhaté hatékony algoritmus (6.
fejezet, 1. Procedura). A PNS k-Osszeg valtozatara bizonyitottam a 6.3.1.
Tételt, az erre épills eljaras (2. Procedura) rogzitett k-ra hatékony.

Minden P-grafot at lehet alakitani, egy vele ekvivalens masik, egy-
szertibb P-grafra, amelynek lehetséges megoldasai alapjan az eredeti fela-
dat megoldasait visszakaphatjuk (7.1.1. Tétel). Az egyszertsitett P-grafok
csak harom anyaghoz kapcsolodo gépeket tartalmaznak. Ilyen P-grafokra si-
keresen alkalmaztuk tobb heurisztikaban az MCEC algoritmust, amely egy
hal6zatban minimalis 6sszstulyd élhalmazzal fedi le a graf cstcsait. A 7. feje-
zet heurisztikai minden 1épésben a valodi optimumot adé MCEC algoritmust
hasznaljak. Emiatt az egyes lépésekben nemcsak az idGigényt tekintve mt-
kédnek hatékonyan az algoritmusok. A [11] és [12] cikkekben publikaltam a
modszert és elemeztiik a szamitogépes tapasztalatainkat nagy, generalt fela-
datokon.

M. Livingston és Q. F. Stout a [42] cikkiikben szamos fontos graf-
osztalyra vizsgaltak dominalasi kérdéseket. A de Bruijn grafokra kimondott
tételiik konstrukciot adott bizonyos paraméterosztalyok esetén, de nyitva
hagyott tovabbi sejtéseket. A 8. fejezetben két tételben (8.3.2. és 8.4.1.)
igazoltuk, hogy nem létezhetnek perfekt dominélé halmazok végtelen sok de
Bruijn grafban [13|. Miniméalis dominélé halmazra altalanos konstrukeiot ad-
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tunk.

A disszertacié6 nagyobb részében algoritmusokat probaltunk gyor-
sitani, heurisztikakat definidltunk és elemeztiink, kiilonb6z6 célfiiggvényekre
bizonyitottunk bonyolultsigi eredményeket. A 9. fejezetben bevezettiink egy
1j, a valos élet altal motivalt kombinatorikus optimalizalasi probléméat, amely
két hires NP-teljes probléma kozos altalanositasa [14]. Osszesen 14 algorit-
mus véltozatot hasonlitottunk egymashoz. Ugy gondolom egy kértt soran a
belst szallitasok altal elérhetd teljes haszon maximalizalasa szamos gyakorla-
ti probléméaban megjelenik, emiatt a HPPIT problémat mind elméleti, mind
gyakorlati szempontbol sokan fogjak még vizsgalni.



Summary

The role of dominating sets in topic of process networks presents in the
original sense only in chapter 8. In Process Network Synthesis a desired
material set P is given, and our goal is to find an operating unit set to
produce P. A subset of operating units from a feasible solution dominate a
set of materials. For every unit we have a material set as input set of the
unit, which are need to be a subset of the dominated set of all units union
raw material set. In a manufacturing system or in other practical application
of the PNS model we need not a unit if it is not d-dominate some material
from P, for a positive integer d. The third topic of the thesis is the HPPIT
problem. One of the two parent problems is the LOP. We need to count all
the arcs forward in the case of constant weight function. The question is,
how many the sum of the number of dominated vertices consistent to the
order, and which ordering give a maximal value.

In the first part of this work we study the PNS model. The second
chapter is a survey of basic notions and notations of PNS. The definition of
the structural model, the first combinatorial properties of the feasible solution
processes, the notion of maximal structure were in [22], [23], [18], [19], [20],
[21] |25], [34], [35] papers. The first goal was to find an appropriate feasible
solution with minimal sum of costs of units in it. This objective function
yields the so-called minsum version of the weighted PNS problems. For the
solution of this PNS problem, more algorithms were developed, most of them
are based on Branch and Bound technique.

How can we solve a PNS problem efficiently? Can we use combina-
torial ideas for an algorithm to solve PNS in polynomial time? In chapter 3
we were able to show a nice polynomial transformation of a special case of
Minsum PNS problem (2.2) to the set covering problem [4]. We proved this
fundamental question of theory of PNS, the problem is NP-hard (Th. 3.1.1)!
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Exponential time Branch and Bound algorithms were studied for
PNS problem in [19]. In chapter 4 we considered the bounding problem of
the number of consistent decision-mappings belonging to an M = (P, R, O)
structural model. It is important to improve bounding function, and to
put smaller the space of maximal consistent decision-mappings of a Branch
and Bound technique. The optimization on the set of maximal consistent
decision-mappings it is easier in a bounded solution space. Taking into ac-
count axiom (\A2) only, this bound can be improved (Theorem. 5.1.1). Coun-
ting of | A;| from our formula is a difficult combinatorial question in a general
index set of operating units of an arbitrary P-graph. In a special PNS class
we have given a complicated formula for |A;|, see [5]. We considered two
more special models, the so-called Line model and Chain model. The deter-
mination of |A;| was easier to these nice models. We could count a formula
for these bounds with Inclusion—Exclusion Formula and with direct way, too.
So we obtained two nice combinatorial identity from these counting.

The general Minmax or Bottleneck optimization problem and the
k-sum versions are NP—complete problems. The Minsum version of the PNS
problem is NP—complete, what we can tell about complexity of these two
versions of PNS? In [8] we answered these questions. We have Procedure 1.
based on Lemma (6.2.1) which solve the Bottleneck optimization problem
for PNS efficiently. For the k-sum version of PNS we proved Theorem 6.3.1
and gave an algorithm to solve this problem, too. Our method for solving of
k-sum version of PNS problem is polynomial for ,small” fixed k.

Every P-graph can be transformed into a simplified form. This sim-
plified form consist of simple operating units in which the total number of
input and output materials is at most 3. This observation facilitates useful
application of the Edge Covering Problem of weighted graphs, which can be
used to develop a new heuristic procedure for the PNS problem. In chapter
7 we prove Theorem 7.1.1 about an equivalent transformation of P-graph.
Using the algorithm MCEC we have defined 4 algorithms for simplified PNS
problems, and gave an analysis of our computational experiments see [11] and
[12]. Our main tool for the exact optimization at every step of heuristics was
the algorithm MCEC, which is a blossom-type algorithm, it is very similar
to the famous Edmonds’ matching algorithm.

In [42] M. Livingston and Q. F. Stout gave a construction of a PDS
for de Bruijn graphs in infinitely many cases, but their characterization was
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not complete. We have proved two theorems, 8.3.2 and 8.4.1 about their
conjectures. These results claim for infinite & parameter values that some
directed and undirected de Bruijn graphs with parameter £ if there have a
2-PDS or PDS, [13]. We have a construction for a minimal dominating set
in directed de Bruijn graphs in general.

Most of our results try to improve algorithms, investigate simplifi-
cations for efficient heuristics, define other objective functions for a solution
in polynomial time. In chapter 9 we consider a new combinatorial optimiza-
tion model as a common generalization of TSP and LOP problems. These
two problem are well-known NP-complete problems. Why I define HPPIT,
a more complex problem with a mixed linear cost function from the parents
problems? The motivation was given by practical optimization questions.
The objective was to maximize the total profit achieved by the inner trans-
portation taking into account the cost of the tour of a vehicle.
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