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1. BEVEZETES

A disszertacioban harom problémat vizsgalunk, melyek féleg a meg-
oldasukat inspiral6 geometriai intuicion keresztiil kapcsolédnak. Bi-
zonyitasaink geometriai, kombinatorikus és analitikus eszkozoket hasz-
nalnak. Megjegyezziik, hogy a vizsgalt tertiletek gyokerei a 20. szazad
els6 felébe nyulnak vissza, s igy a kutatott kérdések szamos szallal
kapcsolédnak a diszkrét és konvex geometria kiilonbozo teriileteihez.

Az értekezés az alabbi harom publikacién alapszik:

e G. Ambrus, A. Bezdek, F. Fodor, A Helly-type transversal the-
orem for n-dimensional unit balls, Archiv der Mathematik 86
(2006), no. 5, 470-480.

e G. Ambrus, F. Fodor, A new lower bound on the surface area

of a Voronoi polyhedron, Periodica Mathematica Hungarica 53
(2006), no. 1-2., 45-58.

e G. Ambrus, K. J. Boroczky, Stability results for the volume of
random simplices. Publikédlasra benyuijtva, American Journal of
Mathematics. pp. 1-26.

2. EGYSEGGOMBOK TRANSZVERZALISAI

Az 1. Fejezetben a kovetkezo kérdéskorrel foglalkozunk. Legyen F
R?-beli halmazok egy rendszere. Az ¢ az F rendszer transzverzdilisa,
ha minden benne levé halmazt metsz. Az F rendszerre teljesil a T
tulajdonsdg, ha van transzverzélisa, és teljesil rd a T'(k) tulajdonsdyg,
ha barmely legfeljebb k elemének van transzverzélisa (itt k > 1 egész

szam).



Az alapkérdés a kovetkezo: hogyan tudjuk garantalni a T tulaj-
donsag teljestilését? Specidlisan, szeretnénk belétni, hogy ha F-re tel-
jesiill T'(k) (valamely k-ra), akkor van transzverzélisa is. Ez a felallas
ismerds a klasszikus Helly-tételbSl, mely szerint ha az R%beli kon-
vex halmazok egy véges rendszerének barmely legfeljebb d + 1 tagja
metszO, akkor a rendszer Osszes tagjanak van kozos pontja. Tehat
a fenti tipusu transzverzalis eredmények a “0-dimenziés” Helly-tétel
“I-dimenzios” altaldnositasanak is tekinthetok.

Az, hogy minden tovabbi megszoritas nélkiil bizonyitsunk a fenti
sémanak megfelel6 transzverzalis eredményt, til optimista cél. Holm-
sen és Matousek eredménye [HMO04] mutatja, hogy még olyan tétel sem
adhaté, mely az Osszes olyan rendszerre igaz, ami egy R3-beli konvex
test paronként diszjunkt eltoltjaibol all.

Az altalunk vizsgdlt szitudciéban F az R%beli egységgombok egy
rendszere, ahol d tetszbleges pozitiv egész. Az els6 kapcsoldédo ered-
mény Hadwigerhez kéthetd [Had56], aki beldtta, hogy T'(d?)-bdl kovet-
kezik T barmely R%beli gémbok ritkdn elosztott rendszerére: itt bar-
mely két gomb kozéppontjanak tavolsaga legalabb 2-szer akkora, mint
sugaraik Osszege. Egy masik vonatkozo6 eredmény szerint, Id. [HKLO3]
és [CGHO5], T'(11)-b8l kovetkezik T tetszbleges R3-beli diszjunkt egy-
séggombokbdl allé rendszerre.

Az altalunk hasznalt feltétel er6sebb, mint a diszjunktsag, de gyen-
gébb a Hadwiger-féle kritériumanal; a tovabbiakban csak tdvolsdgfel-

tételként fogunk ra hivatkozni.

1. TETEL. Legyen d > 2, és F Re-beli eqységgombok eqy rendszere,
melyekre teljesil, hogy barmely ketto kozéppontjanak a tdvolsaga le-
galdbb 2y/2 + /2 . Ha F bdrmely legfeljebb d° elemének létezik kézos
transzverzailisa, akkor az osszes gombnek is létezik transzverzalis egye-

nese.



Az [ABF06] cikk publikdlasa 6ta tovabb folyt a kutatas a témdaban.
Cheong, Goaoc, Holmsen és Petitjean [CGHPO8] az itt alkalmazot-
takhoz hasonlé moddszerekkel bebizonyitotta, hogy tetszoleges, disz-
junkt, Ri-beli egységgombok rendszerére T'(4d — 1) implikalja T-t.

Az 1. Tétel bizonyitasa a kovetkezo allitdson alapszik. Legyenek
By, ..., B, diszjunkt R%beli egységgombok. Vegyiik azon irdnyitott
egyeneseket, melyek a B, ..., B, gomboket az indexiiknek megfelelo
sorrendben metszik, és jelolje KC(By,. .., By,) ezen egyenesek (egység

hosszi) irdnyvektorainak halmazat.

2. TETEL. Legyen Fq={Bu,...,Bun} eqységgombok egy olyan rend-
szere, mely teljesiti a tdvolsdgfeltételt. Ekkor K(Bi, ..., By) gombi

konvex halmaz.

fgy a problémat egy 3-dimenzids kérdésre redukaljuk, amely haté-
konyan kezelheto analitikus modszerekkel. Ezutan bebizonyitjuk, hogy
ha az egységgombokbol allo F; rendszer teljesiti a tavolsagfeltételt
valamint létezik transzverzalisa, akkor barmely transzverzalisa ugyan-
abban a sorrendben (vagy a forditottjaban) metszi a gombdket. Ilyen
indukalt rendezést az F; rendszer egy geometriai permutdciojanak
neveziink. Tehat a tavolsagfeltételbdl kovetkezik, hogy Fi-nek legfel-
jebb egy geometriai permutécidja létezik. Végiil, az 1. Tételt a fenti

eredmények és a gombi Helly-tétel segitségével igazoljuk.

3. UJ KORLAT AZ EROS DODEKAHEDRALIS SEJTESRE

A 2. Fejezetben az egységgomb-pakolasok Voronoi celldinak mini-
malis felszinmértékére vonatkozé alsé korlatot javitjuk.

Az R3-beli egységgombok egy B rendszerét pakoldsnak nevezziik,
ha semelyik két gombnek nincs kozos belsé pontja. A legfontosabb

kapcsolodd kérdés, hogy mennyire lehet sird egy gombpakolas, ahol a



strliség alatt a lefedett tér ardnyat érjtiik: egy rogzitett kozéppontu
gomb sugarat a végtelenbe tartatva, a kapott aranyok hatarértékeként
definidljuk (mér ha ez a hatarérték létezik). Kepler [Kep66] klasszikus
sejtése szerint, a 3-dimenzids egységgdmbok pakoldsi stirtisége 7 /v/18 =
0.74078 ..., amelyet egy racsszerii elrendezéssel érhetiink el. A Kepler-
sejtést Hales igazolta [Hal05).

Tekintstink egy B gombpakolast. Egy B gomb Voronoi cellaja
azon pontok halmaza, melyek kozelebb vannak B kozéppontjahoz,
mint barmelyik masik gombkozépponthoz. Kozismert, hogy a Voronoi
cellak konvex poliéderek, és esetiinkben feltehetd, hogy politépok. A
Dodekahedralis Sejtés allitdsa szerint, melyet Fejes Toth Laszlé fo-
galmazott meg [FT43], egy egységgomb-pakolas tetszoleges Voronoi
celldjanak térfogata legalabb akkora, mint az egységgomb koré irt
szabalyos dodekaéder térfogata. Ezt a kozelmultban Hales és McLaugh-
lin igazoltak [HM].

Bezdek Karoly [Bez00] a Dodekahedrélis Sejtést a kovetkezoképpen

altalanositotta.

SEJTES (Erés Dodekahedrélis Sejtés).  Egy R3-beli egységgombpa-
kolds tetszoleges Voroni celldjanak felszine legalabb akkora, mint az

eqységgomb koré irt szabdlyos dodekaéder felszine: 16.6508. . ..
Mi a kovetkezé korlatot adjuk [AF06].

3. TETEL. Egy R3-beli eqységgombpakolds tetszbleges Voroni celldjd-
nak felszine legalabb 16.1977 . . ..

Jelenleg ez a problémara vonatkozoé legjobb alsé korlat. Korabban
Bezdek K. és Daréezy-Kiss E. [BDKO05] adott alsé becslést D. Muder
[Mud88],[Mud93] gondolatmenetének felhasznalasaval. Mi is ezt az
utat kovetjuk.

A bizonyitas alapotlete a kovetkezo. A Voronoi cella lapjai altal



kifeszitett kipokat (a tovabbiakban lapkupokat) specidlis kupokkal
helyettesitjiik oly moédon, hogy a felillet és a térszog aranya nem
novekszik. Az igy kapott, sziikebb osztalyba tartozé konfigurdcidk
kozotti optimumot analitikus eszkozokkel hatarozzuk meg.

A 2.2. alfejezetben részletezziik a helyettesitési eljarast. A hasznalt
specialis lapkupok a kovetkezéek. A merdleges korkip (RCC) alapja
egy korlap, csicsa pedig az ennek kozéppontjan athalado, a kor sikjara
meroleges egyenesen helyezkedik el. Metszett kornek hivjuk egy kor-
lemez és egy ennek a kozéppontjat tartalmazé szabalyos sokszog met-
szetét. A merdleges metszett korkip (SRCC) pedig olyan kip, melynek
alapja egy metszett kor, cstucsa pedig ismét a kor kozéppontja folott
helyezkedik el. Az eljarasban elemi helyettesitések sorozatdval a lap-
kupokat RCC illetve SRCC tipusu kupokkal helyettesitjiik. Ezeknek
a specidlis kupoknak a felszin-térszog aranyat tovabbi, egyszeriibben
kezelheto fliggvényekkel approximaljuk.

Végiil, a 2.4. alfejezetben a korabbi becslések, valamint egy tech-
nikai szamolas segitségével meghatarozzuk az optimalis konfiguraciot.
Ez 13 egybevagd, valamint egy kisebb térszogil lapbdl all. Ezek a lapok
azonban nem illeszthetoek o0ssze egy politéppd; ez okozza a becslésiink

és a sejtett érték kozotti eltérést.

4. VELETLEN SZIMPLEXEK TERFOGATARA VONATKOZO
EGYENLOTLENSEGEK STABILITASA

A dolgozat 3. fejezetének motivacidjaul a kovetkezo kérdés szolgal.
Legyen K egy R%beli konvex test. Mi a varhato értéke egy K-beli
véletlen szimplex térfogatanak? Harom modellt vizsgalunk: az elsénél,
a szimplex csicsait fliggetleniil, egyenletes eloszlassal valasztjuk K-
bol; a méasodik modellnél, egy cstucs rogzitett helyzetben van; mig

a harmadikndl, a rogzitett csics a K sulypontja, v(K). A vérhatd



érték mellett mas momentumokat is vizsgalunk, és a mennyiségeket

affin invarians moédon mérjiik.

DEFINiC1IO.  Legyen K C R? konvex test. Tetszbleges n > d + 1 és

p > 0 esetén, vezessuk be a kovetkezo jelolést:
BA(K) = V(E) ™" [ [ V(w1 de . dey,
Tovdbbd, valamely régzitett x € Re-re, legyen

EY(K) = V(K)™" [ ..

. /K V([z,21,...,2zq))F day .. . dzy.

Abban a specidlis esetben, amikor v = v(K), EE(K) helyett EP(K)-t

runk.

A fent bevezetett mennyiségek szamos kapcsolattal rendelkeznek;
ezek kozé tartozik Sylvester kérdése, a centroid test és a metszési test
térfogata, a Legendre-ellipszoid térfogata, a Busemann véletlen szim-
plex egyenlotlenség, a Busemann-Petty centroid egyenlotlenség, s i.t.
Ezeket az osszefliggéseket a 3.1. alfejezetben targyaljuk.

A legérdekesebb kérdés az, hogy mely K konvex test esetén vétetik
fel a fenti mennyiségek minimuma ill. maximuma. Ez a probléma
a 20. szazad elejérdl szarmazik, 1d. Blaschke [Blal7], [Bla23]. A

minimumok esete teljesen megoldott; o az origét jeloli.

4. TETEL. (Blaschke [Bla23], Busemann [Bus53], Groemer[Gro74])
Tetszbleges K C RY konvex test, p =1, ésn > d+ 1 esetén,

EN(K) > Ef(BY) , EX(K) >EXBY) , és EL(K) > EN(BY).

*

Tovdbbd, EE(K) = EP(B?) teljesiil pontosan akkor, ha K eqy o-szim-
metrikus ellipszoid, valamint EP(K) = E2(BY) illetve E? (K) = EP (B?)
pontosan akkor, ha K ellipszoid.



A maximumok esete sokkal kevésbé ismert. A Szimplex Sejtés sze-
rint tetsz6leges K C R? konvex test, p > 1 és n > d + 1 esetén,
EP(K) < EP(TY) és B (K) < EE(T?), ahol egyenldség pontosan akkor

all, ha K szimplex. Ez csak a sikon bizonyitott.

5. TETEL. ([Blal7],[DL91],[Gia92],[CCG99]) Tetszdleges K C R?
konvez lemez, n > 3 ésp > 1 esetén, EL(K) < EP(T?) és EP(K) <
EP(T?). Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K hdromszdg.

A Szimplex Sejtés fontossaga onnan ered, hogy kovetkezne beldle a
magas dimenzios konvex geometria egyik kozponti sejtése, a Hipersik
Sejtés.

A dolgozat 3. fejezetében a 4. és 5. Tételek stabilitdsi valtozatait
bizonyitjuk [AB|. Eredményeinket a Banach-Mazur tdvolsig segitsé-
gével fogalmazzuk meg: a K és M konvex testek Banach-Mazur tavol-
saga opm(K, M) =min{fA\>1: K—2 C ®(M —y) C A\(K —x)}, ahol
® a GLg-n, mig z,y az R%n fut végig. Eredményeink a kovetkezbek.

6. TETEL. Ha a K C RY konvex testre dp\i(K, BY) = 1 + & valamely
0 > 0-val, akkor tetszoleges p > 1 esetén,

EZ(K)

Bl (K)

(1 +~76" ) EL(B)

>
> (1470 )Ey, L (BY),

ahol a v > 0 konstans egyedul d-tol fugg. Tovabba, ha K centralszim-

metrikus, akkor a hibatag AP5 32 rq cserélhetd.

7. TETEL. Legyen K konvex lemez, melyre dpy(K,T?) = 1+ 6
valamely 6 > 0-val. Ekkor tetszoleges p > 1-re,

(1 — 6% (T?)

<
< (1= P6*)E5(T?),



ahol ¢ eqy pozitiv abszolut konstans. A becslések aszimptotikusan élesek,
ha 6 — 0.

A 6. Tétel bizonyitasanal eloszor feltessziik, hogy K centralszim-
metrikus konvex test, amely John pozicioban van, azaz a bele irhato
legnagyobb térfogati ellipszoid az egységgomb. FO lemmank segitsé-
gével azt becsiiljik, hogy mennyit valtoznak a kérdéses mennyiségek
egy megfeleléen valasztott Steiner szimmetrizacié elvégzésekor. Az
altaldnos eredményt ezutdan Boroczky Karoly [Bor] egy tételét fel-
hasznalva kapjuk, mely becslést ad egy K konvex test, és egy, K-
bol Steiner szimmetrizaltak hatarértékeként kapott szimmetrikus test
Banach-Mazur tavolsagara. Megjegyezziik, hogy a 6. Tétel becslése
aszimptotikusan kozel optimalis: a 3.4. alfejezetben kozolt példa

esetén a hibatag e(@+1)/2

nagysagrendii.

A 7. Tételt a linearis arnyék-rendszerek technikajanak segitségével
bizonyitjuk, melyet Campi, Colesanti és Gronchi [CCG99] vezetett be.
Ez a “shaking” technika egyfajta altalanositasa. Feltessziik, hogy a K-
ba irhaté maximalis teriileti haromszog szabalyos, majd a problémat
legfeljebb 6 csiicsti poligonok esetére redukéljuk. A f6 nehézséget
ezeknek a poligonoknak a tovabbi moédositasa jelenti, amelyhez elemi
arnyék-rendszereket hasznalunk. A kivant becsléshez egy technikai
jellegli szamolassal jutunk.

A fejezetet a Petty vetitési egyenlotlenség stabilitasi valtozatanak

bizonyitasaval zarjuk.
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