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1. Bevezetés

A globalis optimalizalas mind elméleti, mind alkalmazasi oldalrol jelentos és szerteagazo
tertilete az alkalmazott matematikanak, illetve az informatikanak. A globalis optimalizalasi
probléma altalanos alakja

min f(x), 1)

ahol X egy tetszbleges részhalmaza az n-dimenzios valos térnek, f pedig egy nemlineéris
fliggvény. A szakirodalombol ismert optimalizald modszerek egy része csupan lokalis opti-
mum keresésére alkalmas, mig a globalis optimalizal6 modszerek is szamos esetben csak az f
célfiggvényre vonatkozo erds feltételek mellett konvergalnak a globalis optimumhoz, és ak-
kor sem szolgaltatnak matematikai értelemben bizonyitd erejii megoldast. Az altalanos inter-
vallum-felosztasi modszerek ezzel szemben tetszoéleges elemi fliggvényekkel megadott cél-
fiiggvény esetében képesek elére megadott pontossaggal also és felsé korlatot adni az opti-
mum értékére. Az igy kapott korlatok altal meghatarozott intervallum bizonyithatoan tartal-
mazza a globalis optimum értékét. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy X egy interval-

lum.

2. Intervallum analizis, az intervallum-felosztas elve

Intervallumok alatt a valos, kompakt intervallumokat szokas érteni, melyek pontos defini-
cidja a kovetkezo:

1. Definicié. Az X=[a,h]={xeR": a<x<h} halmazt valos, kompakt intervallumnak nevez-
zitk, ahol a = R" és be R" az intervallum alsé, illetve felsé korlatja.

Az egydimenzios valos kompakt intervallumok halmazat I-vel, az n-dimenziosokét pedig
1"-nel jeloljiik. Ha DCR" egy tetszleges halmaz, akkor 1(D)-vel jeloljuk £ intervallumait,
azaz I(D)={Xel": XcD}. Mas szoval I=1(R), illetve 1"=I(R"). Az intervallumokat
nagybetiis szedéssel kiillonboztetjiik meg a valos értékektél. Az Xel” intervallum also és fel-
s6 korlatjat az Ib: 1"—>R", illetve az ub: I"->R" fliggvények segitségével adjuk meg, igy
tehat

X={xeR" : Ib(\) £ x < ub(.X)}.

m

Egy intervallum szélességét a w 1"—R fliggvénnyel definialjuk. ezen definicio szerint
w(X)=max,-;. ., (ub(X))-Ib(X))). YelI”

Ugyanakkor a valos fliggvenyeknek megfeleltetiink bizonyos intervallum ertelmezési tar-
y

tomanyu es értekkeszletii figgvenyeket, melyek eleget tesznek a kovetkezo elvnek
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2. Definicié. Legyen /2 D—R valos fliggvény, ahol DcR” Az F: I(D)—1 intervallum

ertekli fRiggvenyt az f valos fliggvény egy befoglalofiiggvényénck nevezzitk, amennyiben telje-
stil ra a kovetkezo osszefugges:

VX el(D) f(X)cF(X), 2)
ahol f(X)={f(x) : xeX} azf fuggvény X feletti értékkészletét jeloli.

A (2)-ben megfogalmazott osszefliggést az intervallum-aritmetika befoglalasi elvének ne-
vezziik. A befoglalasnal er6sebb feltételt fogalmaz meg a kovetkezd definicio:

3. Definicié. Az F: I(D)—1 (D<R") intervallumfliggvény izoton (avagy a befoglaldsra
nézve monoton), ha

VX, Yel(D), Xc¥ = FX)cF({). G)

A befoglalofuggvények megvalositasahoz tobb modszer is rendelkezésre all, melyek kii-
16nb6z6 pontossaggal és eltérd informacio-, illetve miiveletigénnyel rendelkeznek. Egy befog-
lalofiiggvény pontossagat, hasznalhatosagat tobb modon is jellemezhetjiik. A kovetkezd defi-
nicio6 segitségével ezen tulajdonsagot mérjik.

4. Definicid. Azt mondjuk, hogy az f:D — R (D c R") valos fuggvény F:1(D) -1 be-
foglalofiiggvénye a-konvergens, ha 3¢ >0 valos konstans és >0, hogy

vXel(D) w(F(X)-w(f(X)) < cw™(X). 4

3. Az intervallum-felosztasi eljarasok

Az intervallum-felosztasi eljarasok, melyek a korlatozas és szétvalasztas elvén mikodnek,
a globalis optimum adott pontossagu befoglalasahoz csupan azt feltételezik. hogy a feladat
célfiiggvényének befoglalo fliggvenye rendelkezésre all. Ebben az értelemben egy feladat
akkor is megoldhato, ha a célfuggvény értékkészlete mérési eredmények alapjan valamilyen
tolerancia mellett ismeretes csupan Az intervallum-felosztasi eljarasok modellalgoritmusa a
kovetkezo:

1. Algoritmus [3]. Az intervallum-felosztasi eljaras modellalgoritmusa.

1. Legyen L egy iires lista, 4 :=X az aktualis intervallum! Allitsuk a & iteracio-
szamlalot k=1 ertekre!
Daraboljuk az A intervallumot véges =2 szama 4, (i=1,....5) reszinterval-

(5]

lumra agy, hogy A=y A es (Vi j=1.....5: i#f) int(4,)nint(4 )= telje-

siiljon. ahol az int( ) egy halmaz belsejét jeloli!



Vegyuk fel a listara az ujonnan keletkezett intervallumokat, azaz legyen

L=Lu{d\}u...0{4,}!

4. Toroljunk bizonyos elemeket a listarol, melyek nem tartalmazhatnak globalis
optimumbhelyet!

5. Valasszunk ki egy uj 4 €L aktualis intervallumot a listarol, és emeljiik le on-

)

nan, azaz legyen L.=L\{A }!

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesul, noveljik az iteracio-szamlalot, k:=k+1, és
térjiink vissza a 2. 1épéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

Az 1. Algoritmus a részleteket nem rogziti, a konkrét eljarasok az egyes lépések pontosita-
saval nyerhetok. Az algoritmus leallasakor a listan maradt részintervallumok unioja tartal-
mazza az §sszes globalis minimumbhelyet.

Az 1. Algoritmus 2. lépésében hatarozzuk meg, hogy hogyan osszuk fel az aktualis inter-
vallumot. A felosztas soran definialandok a felosztas iranyai, a keletkezo részintervallumok
szama ¢€s az osztasi aranyok. Ez utobbi meghatarozasa elegendo informacio hianyaban mindig
ekvidisztans modon torténik.

A 3. 1épéssel kapcsolatban meriil fel a tarolas modjanak kérdése. Ez torténhet rendezetlen

eredmények:

1. Tétel [3]. Ha az 1. Algoritmusban alkalmazott lista rendezetlen, és az 4] listaelem kiva-
lasztasa szikségessé teszi a listaelemek vizsgalatat, akkor a &¢-dik iteracioig a listakezelésre
forditott miiveletigény a legrosszabb esetben

T(s,ko) = O(ski). ©)

2. Tétel [3]. Ha az 1. Algoritmusban alkalmazott lista rendezett, és az U] listaelem kivalaszta-
sa szitkségesse teszi a listaelemeknek a lista rendezését ado érték szerinti vizsgalatat, akkor a
ko-dik iteracioig a listakezelésre forditott miiveletigény a legrosszabb esetben

T(s,ko) = 0(sko(logs+logks)). (6)

Az eddig alkalmazott vegyes listakezelési modszerek a kovetkez6képpen miikodnek: a lista
rendezés szerinti elsd pg elemét rendezetten, mig a fennmarado — varhatoan nagyobb szamu
— elemet rendezetleniil taroljuk. A jo heurisztika ellenére legrosszabb esetben ez az eljaras a
rendezetlen listahoz hasonloan kvadratikus muveletigényli. A heurisztikat modositva jutunk el
a hibrid listakezeléshez. Ehhez két feltevés sziikséges [3]:

1. A rendezett rész elemeit csak akkor potoljuk, ha a rész teljesen kitrult, akkor azon-

ban a listabol a rendezés szerinti legjobb py darabbal teljesen feltoltjik

2. A po értékét nem rogzitjilk konstansként, hanem ugy allapitjuk meg, hogy az mindig
az [ lista hosszanak egy konstans k-adrésze legyen.

Az j modszer miveletigénye a kovetkezo
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3. Tétel [3]. Alkalmazzuk az 1. Algoritmusban a hibrid listakezelési modszert. Ekkor a ko-dik
iteracioig a listakezelésre forditott miveletigény legrosszabb esetben

7’(.\',/\'(,) = O(Ag lOg(A’ku)). (7)

Bizonyithato, hogy nem adhato legrosszabb esetben jobb modszer a rendezett és a hibrid
listakezeléseknél az iteracios ciklusok szamatol valo fliggésre vonatkozoan:

4. Tétel [3]. Amennyiben az 1. Algoritmusban az elemek listara helyezése és az uj aktualis
elem kivalasztasa nem eredményez azonos rendezettséget, akkor a listakezelés miiveletigé-
nyének ko-tol, azaz az elvégzett iteraciok szamatol valo fliggésére kapott 4ylogk, nagysagrend
legrosszabb esetben optimalis.

FIFO listat alkalmazva (Hansen algoritmus) mind a legjobb, mind a legrosszabb esetben
linearis az iteraciok szamatol valo flggés. A legjobb esetben a rendezett listakezelés szintén
linearis muveletigény(, mig rendezetlen lista esetén a legjobb és legrosszabb eset muveletigé-
nye megegyezik.

A 4. algoritmikus lépés az un. gyorsito eljarasokat tartalmazza, melyekkel a keresési fabol
bizonyos agak levaghatok. Bar ezeknek szamos valfaja létezik, mindeddig hianyzott a gyor-
sito eljarasok atfogo elméleti vizsgalata. A minél altalanosabb eredmények érdekében azon-
ban érdemes az elemzést (5. fejezet) a feloszto eljarasok altalanos attekintését kovetden foly-
tatni.

Az 5. lépés az uj aktualis intervallum kivalasztasanak modjat hatarozza meg. Az eddig leg-
elterjedtebb két modszer a legkisebb célfuggveny also korlattal rendelkezo (Moore-Skelboe),
illetve a legnagyobb szélességli (Hansen) intervallum kivalasztasa. Hansen modszerének el-
méleti vizsgalata eddig hianyzott, megadasahoz az iteracios szintek fogalma ad eszkozt:

S. Definicio [2]. Azt mondjuk, hogy Hansen algoritmusanak A-dik iteracios ciklusa az /-dik
(iteracios) szinten van, ha az L listan talalhato elemek szélességének maximuma 2"w(X).

A fejezet tovabbi eredményei az intervallumfelezést alkalmazo eljarasokra vonatkoznak,
mivel a szakirodalom tulnyomoan ezekkel foglalkozik. Ezek szerint Hansen algoritmusanak
konvergencia-sebessége legrosszabb esetben a Moore-Skelboe algoritmuséhoz hasonloan ex-
ponencialisan fugg a valtozoszamtol:

5. Tétel [2]. Ha F az f célfuggvénynek a-konvergens befoglalofiiggvénve, akkor legrosszabb

esetben is teljesul, hogy

Ib(A(X)-1b(F(A)) < c(2w(X)) (k+1)"", (8)

ciobol szarmazo konstans

A konvergencia rendje Hansen algoritmusanal legjobb esetben sem valtozik



6

6. Tétel [10]. Legyen /: R"—>R tetszoleges célfiiggvény, melynek /- befoglalofiiggvénye
a-konvergens. Ekkor legjobb esetben a Hansen algoritmus A-dik iteraciojanak A4 aktualis in-
tervallumara igaz, hogy

Ib(A(X))-Ib(F(4)) < ew*(X)k™ ", )

a’n

ahol ¢ a 4. Definiciobol szarmazd konstans. Az (k™ ") rendnél jobb felso becslés az also

korlatok konvergenciajara nem adhato.
Ugyanakkor a Moore-Skelboe algoritmusra legjobb esetben a kovetkezd igaz:

7. Tétel [10]. Legyen f: R"—>R tetszdleges célfiiggvény, melynek [/ befoglalofiiggvénye
o-konvergens. Ekkor legjobb esetben a Moore-Skelboe algoritmus 4-dik iteraciojanak 4 aktu-
alis intervallumara igaz, hogy

Ib (f(X))-Ib(F(4)) < 27w (X, (10)

ahol ¢ a 4. Definiciobol szarmazé konstans.

Az 1. Algoritmus 6. lépése tartalmazza a megallasi feltételt, mely kiilonboz6 intervallum-
kivalasztasi szabalyok esetén eltéréen valasztandd meg. A megallasi feltételeknek alapvetden
két osztalya létezik: az optimum értékének é€s az optimum helyének pontossagara vonatkozo-
ké. Az elso osztalyba tartozo legegyszerlibb és leggyakrabban hasznalt ilyen feltétel a kovet-
kezo:

w(F(4)) <. (11)
A feltétel Moore-Skelboe eljarasokra informativ, bizonyos esetekben azonban alkalmaz-

haté Hansen algoritmusara is:

8. Tétel [4]. Teljesiiljon Hansen algoritmusanak 6. 1épésében az 4 aktualis intervallumra a
(11) megallasi feltétel, tegytik fel tovabba, hogy az f célfiggvény Lipschitz-folytonos, és F
befoglalofiiggvénye a—konvergens. Igaz ekkor, hogy

ub(F'(A4)) - )'E‘?irll# b(FX) <e2™w*(X)+ K27 w(X) +¢, (12)

ahol X a kiindulasi intervallum, / az aktualis iteracios szint, ¢ a befoglalotiiggveny a—konver-
pedig a megallasi feltételbol szarmazo szam.

Tovabbi feltételek esetén az is eldre megjosolhato, hogy az algoritmus mely iteracios
szinten all majd meg:

9. Tétel [4]. Ha az f célfuiggveny Lipschitz-folytonos a K allando mellett a maximum normara
nezve, valamint a befoglalofiggvénye a—konvergens a ¢ konstanssal, akkor Hansen algorit-
musanak a (11) feltétel alapjan valo megallasakor az aktualis / iteracios szintre igaz, hogy

§ < 2 MWHTK2 W), (13)
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amennyiben a befoglalas w(/'(4)) pontossaga nem kell, hogy jobb legven, mint egy adott
5>0 (8<e) érték. Ervényes tovabba, hogy
1. ha o=1, akkor /-re fels6 korlat adhato a kovetkezképpen:

I<log, (c+ A‘)w(k)‘ (14)
o
2. az «=2 esetben az /-re adhat¢ felso korlat
/Slog:(\/K'+4bc+1\)w(.f\)_ (15)

28

Mivel az intervallum-felosztasi modszerek garantalt megoldast szolgaltatnzk, egy lényeges
felhasznalasi teriletuk lehet a numerikus matematikai bizonyitas. Egy gyakorlati felhasznalas
kapcsan el6szor sikeriilt igy bizonyitast adni egy elvi problémara. A feladat abban allt, hogy
vegyipari szeparacios haldzatok esetén az optimalis megoldas tartalmazhat-e azonos szepara-
torokbol tébb darabot, illetve visszaaramolhat-e folyamatosan anyag valamely szeparatorokba
optimalis esetben. A heurisztika szerint mindkét kérdésre nemleges a valasz. Az intervallum-
felosztasi eljarasok segitségével azonban sikertilt ellenpéldak létezését igazolnom matemati-
kai bizonyito erovel, mellyel az eddigi alapfelteveés megddlt [1].

4. Altalanos feloszté eljarasok

Lényeges elvi probléma, hogy gyorsithatok-e az intervallum-felosztasi eljarasok, ha egy
iteracios cikluson beliill nem csupan felezés torténik, hanem ennél tobb darabra vagas [S]. En-
nek specialis esete a szeletelés, amikor egy iranyban s darabra szeljik az aktualis intervallu-
mot. Az ilyen algoritmus konvergencia-sebességére vonatkozo korlat speciélis esetben szol-
galtatja az 5. Tétel eredményét:

10. Tétel [5]. Ha /" az f egy a-konvergens befoglalofuggvénye X felett, akkor

Ib(/(X))~ min Ib(F(Y)) < ew*(X)s“(k(s=1)+1)" g (16)

igaz a Hansen intervallum-kivalasztasi szabalyat alkalmazo szeletelo algoritmusra, ahol ¢ a
legkisebb olvan pozitiv konstans, melyre az o—konvergencia teljesil, 4 pedig a 4-dik iteracio
aktualis intervalluma.

Tovabbi vizsgalatok az elérhetd javulas tekintetében a kovetkezoket adjak

11. Tétel [5]. Ha a Hansen intervallum-kivalasztasi szabalyat alkalmazo szeletel6 algoritmus
valamely /-dik szintig torténd végrehajtasahoz s eddigi ertékét a p-szeresere noveljik (p>1, ps
egesz), akkor a kiindulasi intervallum legalabb ugyanolyan finomsagu telbentasanak elérese-

hez szitkséges iteracios szintek szama a f3-szorosara csokken. ahol



Bz(l+]°—g/—)]7|A a7)

logs
Ugyanakkor a sziikséges iteracioszam a y-szorosara valtozik, ahol

5—1

Y= (18)

ps—1°

A teszteredmények azt mutatjak, hogy s értékét S-ig novelve a konvergencia-sebességben a
szeletelés segitségével jelentds javulas érhetd el. Ugyanakkor a minden iranyban torténd tobb-
sz0rds vagas esetén, amikor az aktualis intervallumot minden koordinatairanyra merélegesen
elvagjuk gy, hogy az s darab egybevagé részintervallumra essen szét, a konvergencia sebes-
ségére a kovetkezd eredmény adodik:

12. Tétel [18]. Amennyiben F az f-nek a-konvergens befoglalofiiggvénye X felett, akkor a
minden iranyba tobbszoros vagast végrehajtoé Hansen algoritmusra

Ib(f(X))- min 1b(F(1) < ew*(X)s(k(s"~D)+1)™ " (19)

mindig teljesil, ha ¢ a 4. Definiciobeli konstans, L az algoritmus A-dik iteracios ciklusanak
listaja, A pedig aktualis intervalluma.

A futtatasi eredmények azt igazoljak, hogy bizonyos korilmények kozott a négy darabra
vagas a szokasos felezéshez képest akar tizedrészére is csokkentheti a futasi id6t, de szinte
minden esetben érdemes tobbszoros vagast végezni.

5. A gyorsit6 eljarasok hatasvizsgalata

A gyorsito eljarasok atfogo elméleti vizsgalatahoz az alapot egy j fogalom adja meg:

6. Definicio [5]. Gyorsito eljarasok egy halmazat akkor nevezziik 7-gyorsito eljcrdsnak, ha
elemei Osszességének segitségével minden egyes szint soran a listaelemek legalabb 1-n ha-
nyada torolheto (0<n<1).

Az n-feltevést, mely szerint a 6. Definicio értelmes, teszteredmények is igazoljak. Mivel
megfelelé 1 érték csupan az elsd néhany iteracids szint elérése utan varhatd, ezért az
n-gyorsitott algoritmus 1. lépéseben feltessziik, hogy ezeket a szinteket az eljaras mar elvé-
gezte. Az n-gyorsitott algoritmus iteracidinak az egyes szinteken valo elhelyezkedését jelle-
mezni tudjuk:

13. Tétel [3]. Ha a A-dik iteracios ciklus az n-gyorsitott algoritmus /-dik szintjen talalhato és
[ ns” [>1, akkor



ot ey, |
T - s-n (20)

S

Az[ ns"]=1 esetben pedig

s" =1

ks=—(+1N,. @

s—1

Ennek felhasznalasaval bizonyithato az eljaras konvergencia-sebességére vonatkozd ko-
vetkezo korlat:

14. Tétel [5]. Legyen F az f valos fliggveénynek a-konvergens befoglalofiiggvénye az X inter-
vallum felett, tovabba jelolje L az aktualis iteracios ciklus listajat, A pedig az aktualis inter-
vallumat. Ekkor az n-gyorsitott algoritmus /-dik szintjén lévo barmely A-dik iteracios ciklusa-
ban teljesiil, hogy

Ib(£(X))— min( b F(Y)) =™ "s gy (22)
YeLufd}
ha[ ns"T>1.
Amennyiben[ ns" =1, a miiveletigény a kovetkezé:
W
Ib(f(X)— min I(FY)) =0k """y =0 [L " (23)
Yelogd} .\'/\’,‘
/

A megadott 6sszefliggesek az n szerepét jol érzékeltetik.

6. Osszefoglalds

Doktori értekezésem az 1. Algoritmuson elvégezhetd, eddig meég kevésse vagy nem vizs-
galt javitasi lehetoségek elméleti és gyakorlati elemzésébdl all. Fo torekvésem, hogy az inter-
vallum-felosztasi modszerek sebességét noveljik, mukodestket és viselkedésiket jobban
megismerjik. Ennek érdekeben az eddigi vizsgalataim a kovetkezo pontokba foglalhatok 6sz-
sze: az intervallum-felosztasi eljarasok hatékonysaganak novelese tobbszoros vagas, illetve
szeletelés megvalositasaval, az algoritmusok tarkezelésének javitasa, a gyorsito eljarasok el-
méleti vizsgalata és hatekonysaguk mérhetdsége, az intervallum-kivalasztasi szabalyok kon-
vergencia-sebességre gyakorolt hatasa, a megallasi feltételek nyujtotta informaciok hasznosi-
tasa, gyakorlati felhasznalas, numerikus matematikai bizonyitas intervallumos modszer segit-

segevel
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