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Bevezetés

A graflimeszek elméletének egyik f6 motivaciojat az adja, hogy szeretnénk megérteni a
nagy grafok viselkedését. Ilyen grafokat véletlen grafmodellek segitségével kaphatunk, vagy
az alkalmazasokban el6forduld hélozatokbol, példaul szamitastudomanyban, statisztikus
fizikdban, bioloégidban vagy szocialis hélozatok vizsgalatdhoz kapcsolodoan.

A disszertécioban a Benjamini és Schramm altal bevezetett lokalis gyenge konvergenci-
aval foglalkozunk. Ez a fogalom jol hasznalhaté az alkalmazésokhoz kapcsoloddan leggyak-
rabban vizsgalt grafmodellek esetén, melyekre jellemzd a korlatos varhato értéki, de nem
korlatos fokszam.

A graflimeszek egyik elénye, hogy sok esetben egyszertibb a limeszgraffal dolgozni, mint
az ehhez konvergalo grafsorozattal [2|. Konvergens grafsorozatok esetén reménykedhetiink,
hogy a vizsgalt grafparaméter konvergal, és a limeszgrafon is definialhaté egy megfelels
paraméter, ami megegyezik a paraméterek hatarértékével. A parositasi arany egy olyan
példa, amire ez teljesiil. Ez a jelenség jol illusztralja, hogy miért lehet hasznos eszkoz
a grafok limeszelmélete grafparaméterekkel kapcsolatos kérdések vizsgalataban. Az ilyen
iranyu kutatasok soréba illeszkednek a 3. Fejezetben bemutatott eredményeink, melyekben
a parositasi aranyt vizsgaljuk.

A lokalis gyenge konvergencia természetes modon kiterjeszthets végtelen grafokra is.
Ebben a b&vebb osztalyban is felmeriilnek ugyanazok a kérdések: milyen értelemben ha-
taroz meg egy végtelen grafot a lokalis strukturaja? Konvergens grafsorozatok esetén
konvergalnak-e bizonyos grafparaméterek? A 4. Fejezetben perkolacios kritikus valoszi-
niiségekre vonatkoztatva vizsgaljuk ezt a kérdést, amelyet eredetileg Oded Schramm [5]
vetett fel tranzitiv grafokra. Az ehhez hasonlo, lokalitassal Osszefiiggd kérdések esetén
azonban jellemzGen nem a tranzitivitas, hanem az unimodularitas a vizsgalt grafok korére
tett természetes feltevés. A 4. Fejezetben a fenti kérdéseket az unimodularis grafok oszta-
lyaban vizsgéljuk, illetve ezzel Osszefiiggésben megnézziik, hogy a lokalitas szempontjabol
mi lehet a kritikus valdszintiség megfelels definicidja.

1. Véletlen grafok

Ebben a részben definialjuk azokat a leggyakrabban hasznalt véletlen grafmodelleket, me-
lyeket a 3. Fejezetben vizsgalni fogunk. Az itt leirt grafmodellek mindegyikének létezik
egy természetes modon iranyitott valtozata, tovabbé egy altalanosabb, cimkézett valtozata
is, azonban ezeket csak a disszertdacioban definialjuk.

1.1. Példak véges véletlen grafokra

Az elst két példank véges véletlen graf. Véges véletlen graf alatt egy diszkrét valoszintiség-
eloszlast értiink a véges grafok izomorfiaosztalyainak megszamlalhaté szamossagu halma-
Zan.



Az alabbi két grafmodell egyre fontosabbé valt az alkalmazéasokban, mivel képes meg-
ragadni a valésdgban el6forduld halézatok olyan fontos jellemzéit, mint példaul a skalain-
varidns fokszdmeloszlas. Ennek koszonhetd, hogy a a 3. Fejezetben bemutatott munkank
f6 motivaciojat nyajto [16] cikkben is ezeket a grafokat vizsgaltak.

1.1. Definicio (Véletlen konfiguracios modell). Rdgzitsiink egy nemnegativ egész értéki &
valosziniségi valtozot. Legyen Gy, az alabbi modon definidlt véletlen graf: legyenek &1, ..., &,
fiiggetlen, azonos eloszldsu valdsziniségi vdltozok, melyek eloszldsa megegyezik & eloszldsd-
val. Adott &, ..., &, értékek mellett legyen € = {(k,j) : k € [n],j € [&]} a fél-élek
halmaza. Legyen H az £ halmaz egy teljes pdrositisa (ha |E| pdratlan, akkor elészér
hagyjunk el beldle eqy egyenletes eloszlds szerint vdlasztott fél-€lt, és utdna vdlasszunk eqy
teljes pdarositast). Az [n] csicshalmazon a H véletlen teljes pdrositds dltal meghatdrozott
élhalmazi G, = G, (H) véletlen grifot véletlen konfigurdcios modellnek nevezziik.

A ¢ fokszameloszlast konstans d-nek valasztva a véletlen konfiguracios modell specialis
eseteként definidlhatjuk a véletlen d-regularis grafot. Az igy kapott eloszlas megegyezik
annak a véletlen grafnak az eloszlasaval, amit iigy kapunk, hogy egyenletesen eloszlés szerint
valasztunk egyet azon d-regularis grafok koziil, amelyeknek a cstcshalmaza [n).

A masodik vizsgalt modelliink a preferential attachment szaballyal megadott graf, me-
lyet Barabési és Albert vezetett be a [4] cikkben, a preciz konstrukciot pedig Bollobas
és Riordan [10] irta le. Ennek a véletlen grafcsaldadnak tobb valtozata is van, amelyek
aszimptotikusan ekvivalenseknek tekintheték: mind ugyanahhoz a végtelen limeszgrathoz
konvergalnak |7].

1.2. Definicidé (Preferential attachment grafok). Rdgzitsik a pozitiv egész v és a € [0,1)
konstansokat. Minden n esetén legyen azn csiucsiu preferential attachment grdaf az aldb-
bi rekurziv definicioval megadott G,, = Gfin véletlen grdf az [n] csicshalmazon: legyen G4
az eqy csucsu, €l nélkili graf. A G, grdfot gy hozzuk létre, hogy a kordbban létrehozott
G,_1 grdfot eqy 1j, n-el jelolt csiucesal és r darab j éllel boévityik ki, ahol minden 1j €l kez-
dépontja n. Az ij élek we, ... w, végpontjait eqymdstol fiiggetleniil vdlasztjuk meg az aldbbi
modon: « valdsziniséggel w;-t egyenletes eloszlds szerint vdlasztjuk az [n — 1] halmazbdl,
1 — « valdszintséggel pedig wj-t a degg . fokszdmokkal ardnyos eloszlds szerint vdlasztjuk.
Vegyiik észre, hogy az elsd csics kivételével mindegyik csics ki-foka r, tovabba minden csics

be-foka véletlen, és a be-fokok dtlaganak vdrhato értéke r-hez tart n — oo esetén.

1.2. Véletlen gyokeres grafok

Ha wvégtelen grdfokat is megengediink, akkor bonyolultabb esetet kapunk. A lokalisan vé-
ges grafok izomorfiaosztalyainak halmaza nem megszamlalhatéan véges, és els§ ranézésre
nem nyilvanval6, hogy milyen topologiat valasszunk ezen a halmazon. Egy lehetséges tt,
ahogyan topologiat definialhatunk, ha gyokeres grafokat tekintiink, ami a lokélis gyenge
konvergencia szempontjabol is egy természetes valasztas. Gyokeres grdfok tavolsdgdt oly



modon definidljunk, hogy két graf akkor legyen kozel egymashoz, ha a gydkereik nagy kor-
nyezetei izomorfak. Jeldlje G, a lokalisan véges, Osszefiiggd grafok izomorfiaosztalyainak
terét a fenti tavolsag altal definialt topologiaval ellatva. Véletlen gyokeres graf alatt a
g, téren vett valosziniiség-eloszlast értiink.

A vizsgalatainkban az unimoduldris véletlen gyokeres grafok terére szoritkozunk, ami
a véletlen grafok eloszlésara tett természetes szimmetria feltételt jelent. Ez a fogalom al-
talanositja a leggyakrabban vizsgalt véletlen grafok (Cayley-grafok invarians részgrafjai,
illetve véges grafok lokalisan gyenge limeszei) kozos tulajdonsagait. Az unimodularitasnak
tobb ekvivalens definicidja hasznalatos. Az alabbi definicié egy jo eszkozt nyajt a bizonyi-
tasokhoz: unimodularis grafokra vonatkozo egyenld(tlen)ségek gyakran bizonyithatok egy
megfelel6 tomeg transzportalo fliggvény segitségével.

1.3. Definicié (Unimodularis véletlen grafok). [1, Definition 2.1] Azt mondjuk, hogy a
véletlen gydkeres (cimkézett) grif unimoduldris, ha teljesiti a tdmeg transzportdcios
elvet, azaz

Eq Z f(CU,O,.T) =Eq Z f(w7x>0)
z€V(w) z€V(w)
teljesiil minden, a kitintetett rendezett csiucspdrral rendelkezd lokdlisan véges grdafok izo-
morfiaosztalyainak terén értelmezett mérhetd f fligguény esetén.

Az unimodularis grafok alabbi osztalyai, amelyeket a disszertacioban is vizsgalunk, egy-
szerl példakat adnak a definiciora.

1.4. Példa (Véges véletlen grafok). Kinnyen ellendrizhetd a definicic alapjin, hogy egy
véges grdaf a csicsai kozil eqyenletes eloszlds szerint vdlasztott gydkérrel unimoduldris. Az
unimoduldris véletlen grdafok osztdlydnak konvexitdsdbol kévetkezik, hogy egyenletes eloszlds
szerint vdlasztott gyokérrel minden véges véletlen graf unimoduldris.

Az unimoduléris véletlen grafok egyik fontos tulajdonsaga, hogy ez az osztily zdrt a
lokdlis gyenge limeszképzésre. Nyitott kérdés [1, Question 10.1], hogy vajon az unimodularis
grafok osztalya bévebb-e, mint a szofikus mértékek tere, azaz a véges véletlen grafok lokalis
gyenge limeszei halmazanak a lezartja.

1.5. Allitas (Unimodularis grafok lokalis gyenge limeszei [6]). Az unimoduldris grdfok tere
zart a lokdlis gyenge limesz képzésére (2.1. Definicid). Ebbol kovetkezik, hogy a véges
véletlen grafok limeszeiként eldallo véletlen gydkeres grafok unimoduldrisak.

Az utols6 példank egy 6nmagéban is érdekes unimoduléris véletlen gyokeres graf. Ahogy
a 2.4. Tételben leirjuk, ez a véletlen graf véges grafok lokalis gyenge limeszeként is elGallit-
hato. A kovetkezs részben bemutatunk majd még egy példat olyan unimodularis véletlen
gyoOkeres grafra, ami véges grafok limeszeként all eld, és a 4. Fejezetben szerepls példaink-
ban lesz fontos.



1.6. Definici6é (Unimodularis Galton-Watson fa). Legyen & nemnegativ egész értékd va-
loszintségi vdltozo véges vdrhato értékkel. A & fokszdmeloszldsiu unimoduldris Galton—
Watson fa (jelolése: UGW () ) az alabbi véletlen gydkeres fa. A fa gyokere o. Azt mond-
Juk, hogy az y csics az x csics gyereke, ha szomszédosak és dist(y, o) = dist(x,0) + 1. Az
UGW (&) grdf eloszldsdt az alabbi rekurziv definicié adja meg:

o Annak a valdszinisége, hogy a gyokérnek k > 0 gyereke van, P(§ = k).

(k+DP(E=k+1)

o Minden x csics esetén annak a valoszinisége, hogy x-nek k > 0 gyereke van, 73 ,

eqymdstol fiiggetleniil az egyes csiucsokra.

2. Grafsorozatok lokalis gyenge konvergenciaja

A gyokeres véletlen grafok lokalis gyenge konvergencidja az eloszlasaik gyenge konvergenci-
ajat jelenti a G, térben (Osszefiiggs, lokalisan véges grafok tere). Az alabbi, jol hasznalhato
definici6 a lokalis gyenge konvergencia azon a tulajdonsigéat ragadja meg, hogy a grafsorozat
tagjainak lokalis statisztikai a limeszgraféihoz tartanak.

2.1. Definicié (Grafsorozatok lokalis gyenge konvergenciaja). Azt mondjuk, hogy lokdlisan
véges véletlen gyokeres grdfok (G, 0,) sorozata lokdlisan gyengén konvergdl a lokdlisan
véges véletlen gyokeres (G, o) grafhoz, ha minden pozitiv egész r esetén a gyokér korili r su-
gari gomb eloszldsa a (G, 0,) grafban konvergdl a gyokér korili r sugari gomb eloszldsdhoz

a (G,o0) grdfban.

Jelolje GP a G, tér azon alterét, ami az olyan Osszefiiggd, lokalisan véges véletlen gyo-
keres grafok izomorfiaosztalyaibol all, amelyek minden fokszama legfeljebb D. Nem nehéz
megmutatni, hogy GP kompakt topologikus tér. Ebbdl kovetkezik, hogy minden GP-beli
sorozatnak van konvergens részsorozata, ami tart GP valamelyik eleméhez. Konvergens
grafsorozatokrol szold sok kordabbi eredményt azon erdsebb feltétel mellett bizonyitottak,
hogy valamilyen D-re a sorozat minden tagja GP-beli. Bizonyos kérdések esetén, mint pél-
daul a disszertacio 4. Fejezetében, a legalapvetébb példak mutatjik, hogy csak ebben a
sziikebb osztalyban értelmesek. Sok gyakran hasznélt grafmodell azonban nem teljesiti a
fokszamra tett egyenletes korlatosséagi feltételt, viszont az altalunk vizsgalt 6sszes sorozatra
teljesiil, hogy a fokszamok atlaganak a varhato értéke véges. Az ilyen sorozatok is jol vi-
selkednek a lokalis gyenge konvergencia szempontjabol, igy egyes eredményekbdl a korlatos
fokszam feltétel elhagyhatd, ahogy azt a 3. Fejezetben is latni fogjuk.

A kovetkezskben felsoroljuk a kutatasaink szempontjabol legfontosabb konvergens graf-
sorozatokat.

Az els6 példank a 4. Fejezet (ellen)példaiban jatszik fontos szerepet. FElsére talan
furcsanak tiinhet, hogy a reguléris fa egy cstcsa koriili gombok limesze nem a regularis fa.

2.2. Példa (3-regularis fa gombjeinek limesze). Legyen T3 a 3-reguldris végtelen fa, és le-
gyen G, = Br,(v,n) a T3 fa eqy csicsa korili n sugard gomb. Ekkor a G, grifok limesze



az aldabbi, A-val jelolt, a tovabbiakban lombkoronds fanak nevezett dsszefiiggd végtelen
fa megfelelden vdlasztott véletlen gydkérrel. Az dsszefiiggd A grdf csiucshalmaza megszdm-
lalhatoan végtelen sok diszjunkt részhalmazra oszthatd fel: legyen L(0) az 1 foki csicsok
halmaza, és minden k > 0 esetén legyen L(k) az L(0)-tdl k tdvolsdgra levd csicsok halma-
za. Minden L(j) halmazba végtelen sok csiucs esik, és minden L(j)-beli csicsnak pontosan
eqy L(j + 1)-beli és pontosan ketté L(j — 1)-beli szomszédja van. A A fa gydkere 27771
valdsziniséggel L(j)-beli csics.

A kovetkezd, nem trivialis példank végtelen grafok egy konvergens sorozata, ami azt
is mutatja, hogy miért természetes a korlatos fokszam feltétel a 4. Fejezetben. Ennek az
eredménynek az EX > 1 esete a Beringer, Pete, Timar (8| cikkben jelent meg, és kés6bb
kiterjesztettiik az itt bemutatott altalanosabb esetre.

2.3. Allitas. Adott nemnegativ egész értékid X valdszindségi vdltozo esetén jelolje X azt

a pozitiv egész értéki valdsziniségi vdltozot, amire IP’(X' =k) = % minden k > 1
X+1

esetén. Legyen U GWOO(X ) az X fokszameloszldsu unimoduldris Galton—Watson fa felté-
teles eloszldsa arra az eseményre, hogy a fa végtelen. Ha EX, > 1 és EX > 1, akkor

UGWo(X,) = UGW(X) lokdlisan gyengén akkor és csak akkor, ha X, — X eloszlds-
ban.

Az alabbi két konvergens grafsorozat a 3. Fejezetben lesz fontos.

Legyen G,, egy n csicsu, a véletlen konfigurdcios modell alapjan elGallitott véletlen graf
olyan ¢ fokszameloszlassal, amelyre E(£?) < oco. Ekkor G, lokilisan gyengén konvergal
az UGW (&) véletlen grafthoz n — oo esetén [1, Example 10.2], [11, Theorem 3.15. A
véletlen d-reguldris grdfok specialis esete mar kordbban is ismert volt, ekkor a limesz Ty, a
d-regularis végtelen fa.

Berger, Borgs, Chayes és Saberi |[7] megmutattak, hogy a preferential attachment grdafok
sorozata rogzitett r és a paraméterek esetén lokalisan gyengén tart az altaluk definialt,
azonos paraméterekkel rendelkezé Polya-pont grafhoz.

A fenti két modell valojaban erésebb értelemben is konvergal. Ha a (G),) sorozatot egy
kozos valoszintiségi mezén definidljuk, minden n esetén a megadott peremeloszlasokkal, de
tetszbleges egylittes eloszlassal, akkor a sorozat majdnem biztosan lokdlisan gyengén kon-
vergdl ugyanahhoz a véletlen limeszgrathoz. A fenti modellek iranyitott valtozatai, amelyek
az alkalmazasokban fontosak, szintén konvergalnak ebben az erGsebb értelemben a limesz-
grafok iranyitott valtozataihoz. A 2.4. Tétel 2) allitasanak bizonyitasahoz felhasznéaltuk
a [7] cikk eredményeit a preferential attachment grafok lokalisan gyenge konvergenciaja-
rol, és megmutattuk, hogy a lokalis gyenge konvergencia definiciéjaban szereplé megfelelé
valoszintségek erésen koncentralodnak. A 3) allitas bizonyitasahoz a [14, Proposition 2.2]
eredményt altaldnositottuk a nem korlatos fokszamu esetre.

2.4. Tétel. 1) [11, Theorem 3.28] Legyen & nemnegativ egész értéki valdsziniségi vdltozd,
melyre B(&P) < oo wvalamilyen p > 2 esetén. A £ fokszdmeloszldsu véletlen konfigurdcics



modellel definidlt grafsorozat tetszdleges egyiittes eloszlds esetén majdnem biztosan lokdlisan
gyengén konvergdl az UGW (§) unimoduldris Galton—Watson fdhoz.

2) [9] A preferential attachment grafok sorozata tetszéleges egyiittes eloszlds esetén majd-
nem biztosan lokdlisan gyengén konvergdl a Pdlya-pont grifhoz.

3) [9] Mindkét modell irdnyitott vdltozata majdnem biztosan lokdlisan gyengén konvergdl
a limeszgrdfok irdnyitott vdltozatdhoz.

3. Parositasi arany nagy grafokban

A kontrollalhatésag elméletében vizsgalt egyik fontos paraméter szorosan kapcsolodik a
vizsgéalt héalozat irdnyitott parositasi aranyadhoz, ahogy azt Liu, Slotine és Barabasi meg-
mutattdk a [16] cikkben. Egy halézat kontrollalhatosagi paramétere az a legkisebb Np
szam, amire teljesiil, hogy ennyi csiics elég a rendszer iranyitasdhoz, példaul egy sejtet
ennyi molekulajanak a kozvetlen iranyitasaval eljuttathatunk egy rosszindulatt allapotbol
egészséges allapotba. A [16] cikkben megmutatték, hogy egy véges halozat iranyitasahoz
sziikséges csucsok szamanak aranya, azaz az np = Np/|V(G)| hanyados egyenld egy minusz
az iranyitott parositasi arany. Az iranyitott parositasi aranyt egy maximélis méreti
irdnyitott parositas relativ méreteként definidljuk, ahol iranyitott parositas alatt egy olyan
élhalmazt értiink, amire nézve minden csiics ki- és be-foka is legfeljebb 1. Ez a kapcsolat
lehet6vé teszi, hogy np-re vonatkozé eredményeket bizonyitsunk az iranyitott parositasi
aranyra vonatkozo megfelels allitasok segitségével.

A {6 motivacionk a [16] cikk tovabbi két észrevétele volt, amelyek a kévetkezdk. A
cikk elsé megfigyelése, hogy valos halézatokon és halozatok modelljein egyarant lefutta-
tott szimulaciok alapjan ugy tiint, hogy a parositasi aranyt lényegében meghatarozza graf
fokszamsorozata, pontosabban ha randomizaljuk egy graf éleit oly moédon, hogy a foksza-
mok nem valtoznak, akkor a pérositasi arany nem valtozik meg lényegesen. A mésodik,
statisztikus fizikai modszereken és numerikus eredményeken alapulé megfigyelés, hogy a
legszélesebb korben vizsgalt skalafiiggetlen hélozati modellek esetén az irdnyitott parosi-
tasi arany konvergél egy konstanshoz, ha a halozat mérete végtelenhez tart. A [16] cikk
szempontjabol leginkabb relevans modellek a skalafiiggetlen halozatok, amelyekre a valo-
sdgban el6forduld halézatok szamos jellemzGje teljesiil, példaul a polinomialis lecsengést
fokszameloszlas. A célunk az volt, hogy altalanositsuk Elek és Lippner [15] eredményét
[16] cikk megfigyeléseire. A péarositasi arany és a kontrollalhatosagi paraméter kapcsola-
ta segitségével eredményeink halozatok kontrollalhatosigéarol szolo tételek forméajaban is
megfogalmazhatoak.

Ennek a fejezetnek az eredményei Beringer és Timar |9] cikkében keriiltek publikalasra.



3.1. A péarositasi arany koncentralédasa

Az ebben a részben bemutatott tételeink a véletlen gréafok egyes paramétereinek koncentra-
lodaséarol szolo allitasok sordba illeszkednek. Korabbi hasonlé eredmények felhasznaltak a
vizsgalt grafok definicioibol adodo fiiggetlenséget [3, 11|, azonban a 3.1. és 3.2. Tételekben
szereplé modellekben kevesebb fliggetlenséget feltételeziink, ezt a kiilonbséget kezelniink
kellett a tételeink bizonyitasaban.

A 3.1. Tétel 1) részében az iranyitott parositasi arany koncentralodasat mutatjuk meg
olyan véletlen grafokban, amelyekben a ki- és be-fokok rogzitettek. Ezt az eredményt fi-
gyelték meg szimulaciok segitségével a kutatasaink motivaciojat ado [16] cikkben. A tétel
2) részében megmutatjuk, hogy ha az éleket ugy randomizaljuk, hogy a ki- és be-fokok
megmaradésat nem koveteljiikk meg, csak az egyes cstucsok teljes fokszama marad allando,
akkor is hasonlé koncentralodast figyelhetiink meg. A 3.1. Tételbdl az is kdvetkezik, hogy
ha egy gréafsorozatban a fokszamsorozatok tapasztalati masodik momentuma n — oo esetén
1-hez tart6 valoszintséggel o(n), akkor a grafok irdnyitott parositasi aranya nagy valoszi-
niiséggel erGsen koncentralodik az atlaga koriil. FEz a tulajdonsag teljesiil a legszélesebb
koérben alkalmazott véletlen grafmodellekre, melyeket az 1. Fejezetben definidltunk.

3.1. Tétel (A parositasi arany koncentralodasa a konfiguracios modellben). 1) Legyen
G egy n csiucsi, e(G) €ld véletlen irdnyitott graf, melyet a véletlen konfigurdcios modellel
dllitunk eld rogzitett ki- és be-fokok mellett. Ekkor a G graf m(G) irdnyitott pdrositdsi
ardnydra minden € > 0 esetén teljesil az aldbbi egyenldtlenséy:

e2n?
P G)—E(m(G))| >¢) <2 — :
(1n(G) ~ Em(@)| > 2) < 2exp { - )
2) Legyen G egy n csucsi, e(G) éld véletlen iranyitott grdf, melyet a véletlen konfigu-
racios modellel dllitunk eld rogzitett fokszamok mellett. FEkkor a G graf m(G) irdnyitott
pdrositasi aranydra minden € > 0 esetén teljesil az alabbi eqyenldtienség:

2,2
en
P(m(G) —E(m(G))| >¢) <2exp ——— ¢ -
(1n(G) ~ Bm(G)] > 2) < 2exp { - =
A preferential attachment grafok parositasi aranyéra szintén erds koncentralodas jellem-
z6. Megjegyezziik, hogy a 3.2. Tétel nem kovetkezik a 3.1. Tételbdl, ugyanis a preferential
attachment grafok éleinek iranyitasa természetes modon adodik a modell definicidjabol, és
lényegesen kiilonbozik a fiiggetleniil valasztott véletlen iranyitastol.

3.2. Tétel (Preferential attachment grafok parositasi aranyanak koncentralodasa). Legyen
G, egy n csicsu véletlen preferential attachment grdaf r paraméterrel. Ekkor az m(G,,)
pdrositast arany koncentralodik a vdrhato értéke koril az alabbi modon: minden € > 0
esetén fenndll az aldbbi egyenldtlenség:

P (|m(Gn) — E(m(Ga))| > €) < 2exp {—8—”} |



3.2. A parositasi ardny konvergenciaja

s s

eredményeinket mutatjuk be. Latni fogjuk, hogy sok esetben a konvergencia erdsebb érte-
lemben, majdnem biztosan is teljesiil. Elek és Lippner [15] bizonyitottak a parositasi arany
konvergencidjat lokalisan gyengén konvergens determinisztikus irdnyitatlan grafsorozatok
esetén a fokszamokra tett egyenletes korlat mellett, Bordenave, Lelarge és Salez [12]| pedig
a fokszéamra tett korlatossagi feltétel nélkiil. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk Liu, Slotine és
Barabasi [16] észrevételeit, ezeket az eredményeket altalanositanunk kell irdnyitott véletlen
grafokra. Els6 tételiink ezen altalanosabb feltételek mellett mutatja meg a parositasi arany
vdrhato értékének konvergenciajat.

3.3. Tétel. Legyen G,, véges véletlen (iranyitott) grifok egqy sorozata, ami lokdlisan gyengén
konvergdl a (G,o) véletlen (irdnyitott) gyidkeres grafhoz, melyben o fokszdmdnak véges a
varhato értéke. Ekkor

lim E(m(G,)) = mg(G,o),

n—oo
ahol mg(G,0) = supy; Pa(o € V(M) a (G, 0) véletlen gydkeres grdf (vdrhatd) pd-
rositdsi ardnya, melyhez a szuprémumot a G grdf dsszes olyan M wvéletlen (irdnyitott)
pdrositdsdra vesszik, melyre M majdnem biztosan eqy (irdnyitott) parositisa (G, o0)-nak és
a (G, M,o) cimkézett grif eloszldsa unimoduldris. A V(M) szimbolummal az irdnyi-
tatlan esetben az M pdrositds csicshalmazdt, az irdnyitott esetben pedig az M pdrositdsra
vonatkozoan pozitiv be-foki csiucsok halmazdt jeloljik.

A 3.3. Tétel bizonyitasaban a [15] cikk modszereit hasznéaljuk. Az ott szerepls bi-
zonyitashoz képest a f6 kiillonbségek az egyenletes fokszamkorlat hianyabol adédnak. Az
egyik lényeges valtoztatas, hogy mi IID faktorként definidlunk hosszi javité utaktol men-
tes M(T) parositasokat. Fokszamkorlat nélkiili grafok esetén a [15] cikk 4.1. lemmaja nem
alkalmazhato, ehelyett az alabbi 3.4. Lemmét bizonyitottuk.

3.4. Lemma. Jelolje a (G,0) véletlen unimoduldris grdf eloszlasdt p, és tegyiik fel, hogy
o fokszdmdnak vdrhato értéke véges. FEkkor minden € > 0 és barmely n esetén van olyan
5, amelyre teljesil, hogy ha egy mérhetd H eseményre u(H) < &, akkor u(H™) < e, ahol
H" :={(w,z) : (w,0) € H, dist,(o,z) < n}.

Ennek a résznek a {6 eredménye a vizsgélt grafmodellek (irdnyitott) péarositasi ardnya-
inak majdnem biztos konvergenciaja, amely a 3.3. és 2.4. Tételekbdl kovetkezik. Az 1)
rész specialis eseteként kapjuk, hogy az iranyitott véletlen konfiguraciés modell iranyitott
pérositasi aranya majdnem biztosan tart egy konstanshoz.

3.5. Tétel (A parositasi arany majdnem biztos konvergenciaja). 1) Legyen G, kézds va-
loszintdiségi mezdn definidlt, majdnem biztosan lokdlisan gyengén konvergens irdnyitatlan
véges grdafok sorozata, tovdbbd legyen G, irdnyitott véletlen grafok sorozata, melyet a G,



sorozatbol kapunk oly mddon, hogy minden élnek eqymdstdl figgetleniil valasztunk egy vélet-
len irdnyitdst. Ekkor m((?n)) majdnem biztosan konvergdl a lim,, E(m(a:)) konstanshoz.

2) Legyen G,, preferential attachment grafok sorozata a definicio dltal megadott termé-
szetes irdnyitdssal. Ekkor m(G,) majdnem biztosan tart a lim,_,.. E(m(G,,)) konstanshoz.

4. Perkolaciés kritikus valoszintiségek és unimodularis

véletlen grafok

A lokalis gyenge konvergencia fogalmat eredetileg véges grafok sorozataira vezették be.
Azonban a definicié végtelen grafok sorozataira is alkalmazhato, és természetes modon
adodik ugyanaz a kérdés: konvergalnak-e bizonyos grafparaméterek lokalisan gyengén kon-
vergens grafsorozatok mentén? Ebben a fejezetben perkoléciés kritikus valdszintiségeket
vizsgalunk, melyeket eredetileg determinisztikus grafok esetén definialtak.

A 7% racson vett perkolacié esetén definialt szamos kritikus valészintiségrdl kideriilt,
hogy azok nem csak Z%n, hanem ennél altalanosabban, minden tranzitiv graf esetén meg-
egyeznek. A 4.2. részben ezen kiilonb6z6 definiciok kapcsolatat vizsgaljuk abban az esetben,
ha G egy extremalis unimoduléris véletlen graf, ami a tranzitivitas természetes kiterjesztése
a nem determinisztikus esetre.

A perkolacios kritikus valoszintiség folytonossagat a tranzitiv grafok osztalyan Oded
Schramm [5] sejtése fogalmazza meg;:

4.1. Sejtés (Schramm). Ha G, csics-tranzitiv végtelen grifok sorozata, amely lokdlisan
konvergal G-hez, tovdbbd sup,, p.(G,) < 1, akkor p.(G,) — p.(G) teljesiil.

A sejtést bizonyos speciélis esetekben bizonyitottak, de teljes altalanossagban nem.
tikus grafok, hanem az unimodularis véletlen grafok osztalya a természetes feltevés. Eppen
ezért a 4.3. részben Schramm sejtését az unimodularis véletlen grafok korében vizsgaljuk, és
azt is megnézziik, hogy a lokalitdas szempontjabol mi lehet a kritikus valoszintiség megfelels
definicioja.

Ennek a fejezetnek az eredményei a Beringer, Pete, Timar [8| cikkben keriiltek publi-
kalasra.

4.1. Perkolaciés kritikus valészintiségek altalanositasai

Bernoulli él-perkolaciét fogunk vizsgélni a G grafon, ami az aldbbi véletlen részgrafot
jelenti: minden élt egymaéstol fliggetlentil p valoszintséggel megtartunk (nyitott élek), 1 —p
valoszintiséggel kitorliink (zart élek). Rogzitjiik a G graf egy o csucsét, és a tovabbiakban
Co-val jeloljiik az o cstucs Osszefliggdségi komponensét a perkolacios részgrafban. A p para-
méterd perkolaciéra vonatkozo6 valoszintiséget, illetve varhato értéket Pp-vel, illetve [E,-vel
jeloljiik.



A perkolacioelmélet egyik alapvetd és régota vizsgalt kérdése a p. = sup {p : P,(|C,| = o0) = 0}
és pr = sup{p: E,(|C,|) < oo} kritikus valdszintiségek értéke. Ezek a mennyiségek
természetes modon altalanosithatoak eztremdlis unimodularis véletlen grafokra. Ebben a
részben definialjuk az alabbi altalanositott kritikus valoszindségeket: p., pr, pe, pF és pe.
Némileg leegyszertsitve azt mondhatjuk, hogy az els6 harom a fent emlitett mennyiségek
,befagyasztott” valtozata, mig az utolséd ketts ,atlagolt” valtozat.

Legyen p az extremalis unimoduléris (G,o0) véletlen gyokeres graf eloszlasa, azaz p
legyen egy olyan mérték, ami nem allithato el unimodularis mértékek nemtrivialis linearis
kombinéaciojaként. Ebben az esetben a (G, 0) graf egy w megvalosulasanak p.(w) kritikus
valoszintisége egy p-majdnem biztos konstans, és ugyanez teljestl pp-re is [1, Section 6.
Igy a kovetkezd definicié extremélis unimodularis grafok esetén értelmes lesz. Hasznaljuk
a Py, illetve K jeloléseket a G véletlen graf rogzitett w megvalosulasan vett p paraméte-
rid perkolacidhoz tartozéd valdszintiségre, illetve varhatd értékre. Extremalis unimodularis
véletlen grafok esetén az aldbbi kritikus valoszintiségeket definialhatjuk:

=inf{p: p (}P’;f (ICo| = 00) > 0) =1}
=sup {p: 1 (P (|Co| = o0) = 0) = 1}
és
pr =sup {p: i (B (|C]) < o0) =1}
=inf {p: p (B (|Cy|) = 00) =1} .
Elsfordulhat, hogy habér E% (|C,|) < oo g-majdnem minden w esetén, ezeknek a mennyisé-
geknek a i szerint vett varhato értéke mégis végtelen. Ez a pp kritikus valoszintiségnek egy

masodik természetes kiterjesztését adja unimoduléris véletlen grafokra, melyben C, varhato
értéket tekintjiik:

py =sup{p:E (E% (|C,])) < oo}
= inf {p : E (B} (IC,|)) = oo} .

A definiciokbol azonnal kovetkezik, hogy p. > pr > p%. Ismert, hogy tranzitiv grafok
esetén p. = pr. Példainkban megmutatjuk, hogy extremélis unimodularis véletlen gra-
fok esetén (akar szubexponencélis novekedést feltételezve is) eléfordulhat, hogy a harom
kritikus valoszintiség kiilonbozik.

A tovabbi két kritikus valoszintiséghez egy olyan mennyiséget altalanositunk, amelyet
Duminil-Copin és Tassion [13] vezetett be tranzitiv grafokra. Legyen (G, o) egy gyokeres
graf, legyen S € S(G) egy, a gyokeret tartalmazo véges részgraf, és definialjuk az alabbi
mennyiséget:

®p(S) == Z pP,(o0 JEN e ),

ami az S hataran levs azon e nyitott élek varhato szama, melyeknek a bels§ végpontjahoz
(e~-hoz) vezet S-beli nyitott élekbsl allo tt o0-bol p paramétert perkolacio esetén. Ennek
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segitségével a [13] cikkben az alabbi kritikus valoszintiséget definialtak:

De :=sup{p : van olyan S € S(G), hogy ¢,(S) < 1}

4.1
= inf{p: $,(S) > 1 minden S € S(G) esetén} . (4.1)

Azt is bizonyitottak a [13] cikkben, hogy tranzitiv grafok esetén p. = p.. Valojaban p,.
bevezetésének egyik célja az volt, hogy a kritikus valdszintiség lokalitasanak kérdéséhez
nytjtson egy lehetséges megkozelitési modot.

Els6 ranézésre nem nyilvanvalo, hogyan lehet ezt a definiciot unimodularis grafokra al-
talanositani. A legegyszertibb mod, hogy egy ,befagyasztott” valtozatot definialunk: majd-
nem minden w esetén szeretnénk talalni egy megfelels S, € S(w) részgrafot. Egy S € S(w)
részgraf esetén jelolje

¢, (S) = Z pP, (0 %13 e’)
e€opS
azon élek varhato szamat S hataran w-ban, melyeknek a belsé végpontjahoz (e~-hoz) vezet
S-beli nyitott élekbdl allo Gt o-bol az w-n vett p paraméterd perkolacios részgrafban. Legyen

pe:=sup{p: p({w:3S, € S(w), melyre ¢<(S,) <1}) =1}. (4.2)

Az alabbi kritikus valoszintiség egy masik természetes altalanositédsa p.-nek, amely egy
Latlagolt” valtozatnak tekinthets:

pe = sup{p : Ir, melyre E (qb;’(Bw(o, r))) < 1}.

4.2. Unimodularis véletlen grafok kritikus val6szintiségeinek
viszonya

Ebben a részben megvizsgaljuk a kritikus valoszintiségek kiilonbozd altalanositasai kézot-
ti kapcsolatot. Eredményeinket egy mondatban tugy lehetne Osszefoglalni, hogy p. = p.
mindig teljesiil, de ezen feliil szinte barmi lehetséges, kivéve ha a véletlen graf nagyon erds
egyenletességi feltételeket teljesit, egy ilyen feltétel lesz a késébb definialt "egyenletesen jo".

A pozitiv eredményeink bemutataséaval kezdjiik, melyek a kiilonb6z§ kritikus valoszint-
ségek egybeesésérdl szolnak.

Az els6 tételliink nélkiilozhetetlen eszkdz a fejezet bizonyitésaiban. A bizonyitédsanak
egyik iranyahoz 1j otleteket hasznaltunk, mig a maésik irany a [13| cikkben szerepld bizo-
nyitas altalanositdsa unimodularis véletlen grafokra.

4.2. Tétel. Ha G egy korldtos fokszami unimoduldris véletlen gyokeres graf, akkor p.(G) =
Pe(G).

c stz

segitségével ellendrizhetjiik, hogy a p valészintiség p.-nal kisebb-e. Ez a tulajdonsag teszi
természetessé az alabbi feltétel bevezetését, amely a tranzitiv grafok egy olyan jellemzsjét
ragadja meg, amelybdl a p. és p& kritikus valdszintségek kozotti erds kapcesolat is kovetkezik.
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4.3. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy korldtos fokszdmai unimoduldris véletlen grdf egyen-
letesen jo, ha minden p < p. esetén van olyan pozitiv egész r(p), hogy pe({w : 3S, C
B, (o,7(p)),0 € Su, melyre ¢2(S,) <1}) =1 .

Az egyenletesen jo unimoduléris grafok egyik jellemzGje, hogy ¢, (B, (0,7)) lecsengése
r-ben exponencialis. Az alabbi lemma kévetkezményeként kapjuk, hogy egyenletesen jo
grafok esetén p. < pg.

4.4. Lemma. Legyen G korldtos foki unimoduldris véletlen graf. G akkor és csak akkor
egyenletesen jo, ha minden p < p. esetén léteznek ¢ = c(p) < 1 és R(p) konstansok, melyekre
minden r > R(p) esetén ¢%(B) < ¢ majdnem minden w-ra és minden véges B 2 By, (o,7)
részhalmazra.

4.5. Kovetkezmény. Ha G egyenletesen jo unimoduldris grdf, akkor p. < pe.

Ha egy egyenletesen j6 unimoduléris graf egyenletes szubexponencialis névekedésti, ak-
kor a tranzitiv esethez hasonléan a p., pr és pf kritikus valdszintiségek egybeesnek.

4.6. Definicid. Azt mondjuk, hogy az unimoduldris G grif egyenletes szubexponencidlis
novekedést, ha minden c < 1 ése > 0 esetén van olyan R, hogy Pg (w : |B,(o,7)|c" < &) =
1 minden r > R esetén.

4.7. Kovetkezmény. Ha G egyenletesen jo, egyenletes szubexrponencidlis novekedési uni-
moduldris grdf, akkor p. = pr = p%.

De = Pe korlatos foku
pe = pr = py | mindig
De = DT korlatos foku egyenletesen jo egyenletes szubexp. novekedéssel
De > Pr polinomiélis névekedésid példa
pr > pr polinomialis novekedést példa
De < P korlatos foku, egyenletesen jo
De < P& korlatos foku, egyenletesen jo példa
De > P2 nem egyenletesen jo példa

1. tablazat. A kritikus valosziniiségek viszonya

Ahogy ennek a résznek az elején emlitettiik, az egyenletesen jo feltétel nélkil a kritikus
valoszintiségek eltérhetnek egymastol. A legegyszertibb példa a lombkoronas fa (2.2. Példa):

ez a graf nem egyenletesen jo, nem szubexponencialis novekedésd és p, = 1 > L =

p7 = pe. Konstrualtunk egy olyan példat is, ami mutatja, hogy a 4.5. Kbvetkezmérgfiben
szerepld egyenlGtlenség lehet éles egyenletesen jo grafok esetén. Talaltunk példakat olyan
polinomiélis névekedést grafokra is, amelyeknél szigoru egyenlGtlenség all fenn a p,., pr és
pT kritikus valoszintiségek kozott. Ezek azt is mutatjak, hogy a 4.7. Kovetkezmény allitasa
nem marad igaz, ha valamelyik feltételét elhagyjuk. A kritikus valoszintiségek kapcsolatarol

sz6l6 eredményeinket az 1. tablazat foglalja Ossze.
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4.3. A kritikus valészintiség lokalitasa

Ebben a részben Scramm sejtésének unimodularis grafokra torténd altaldnositasat vizsgal-
juk:

4.8. Kérdés. Konvergdlnak-e a p.(G,) kritikus valdszindségek p.(G)-hez, ha G,, unimodu-
laris véletlen grafok sorozata, G, — G lokdlisan gyengén és sup p.(G,) < 17

El6szor is megjegyezziik, hogy unimodularis Galton-Watson fakra a 2.3. Allitas alapjan
a kritikus valosziniiség lokalitasa korlatos fokszam esetén teljesiil, altalaban azonban nem.
Ez mutatja, hogy unimodularis véletlen grafok vizsgalata esetén a fokszamok egyenletes
korlatossaga, melyet a tovabbiakban mindig feltesziink, egy igen természetes feltétel a fenti
kérdéssel kapcsolatban.

A 4.3.1. részben feltételeket adunk, amelyekbdl kévetkezik a lim p.(G,) = p.(G) kon-
vergencia. A 4.3.2. részben példdkat adunk olyan unimodularis véletlen grafsorozatokra,
melyekre G, — G, azonban p.(G) > limp.(G,) vagy p.(G) < limp.(G,) < 1. Ezekbdl a
példakbol latszik, hogy a 4.8. Kérdésre sok esetben nemleges a valasz, azaz Schramm sejté-
se nem teljesiil az unimodularis véletlen grafok osztalyén, annak ellenére, hogy sok hasonlo,
eredetileg tranzitiv grafokra megfogalmazott allitas kiterjeszthets erre az osztalyra.

4.3.1. Alulrél félig folytonossag és folytonossag

A ¢,(5) mennyiség segitségével rovid bizonyitast lehet adni arra az éllitasra, hogy p.(G)
alulrol félig folytonos a tranzitiv grafok osztalyan a lokalis topologiaval ellatva, azaz ebben
az osztalyban liminf p.(G,,) > p.(G) teljesiil. Hasonl6an megmutathato, hogy ugyanez az
egyenl6tlenség pl-ra is fennall az unimodularis grafok osztalyaban.

4.9. Allitas. Legyenck G, és G unimoduldris véletlen grdafok egyenletesen korldtos fokszd-
mokkal. Ha G,, lokdlisan gyengén tart G-hez, akkor liminf, . p%(G,) > p%(G).

A 4.10. Allitasban megmutatjuk, hogy a G és G,, grafokra tett bizonyos megszoritasok
mellett teljesiil a lim p.(G,,) = p.(G) konvergencia, azaz feltételeket adunk, amelyek mellett
a 4.8. Kérdésre pozitiv valaszt adhatunk.

4.10. Allitas. Legyen G egyenletesen jo unimoduldris véletlen grdf. Legyen tovdbbd G,
unimoduldris véletlen grafok sorozata, amely egyenletesen ritka mddon lokdlisan gyengén
tart G-hez. Az egyenletesen ritka feltétel alatt azt értjik, hogy létezik eqy olyan pozitiv k,
hogy minden n esetén a g €s g, mértékeknek van egy olyan v, csatoldasa, amelyre G C G,
és van olyan végtelenhez tartd r,, sorozat, amelyre |(E(G,)\ E(G))NBg, (0,1,)| < k teljesiil
Up-majdnem biztosan. FEkkor

lim p.(Gr) = p(G).

n—oo

A disszertacioban bemutatunk egy példat, amelyre ez az allitas alkalmazhato.
Az egyenletes szubexponencialis ndvekedést unimodularis fak specialis esetében a 4.10.
Allitasban a konvergenciara tett egyenletesen ritka feltétel gyengithets. Az alabbi allitas
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tovabbi példat ad egyenletesen jo unimodularis grafokra, az allitds konvergenciarél szolo
részét pedig a 4.12. Allitasban is felhasznaljuk.

4.11. Allitas. Ha G egy egyenletes szubezponencidlis novekedést, korldtos foki unimodu-
laris véletlen fa, akkor G egyenletesen j0 és mind az 6t kritikus valosziniség 1.

Ha G,, egyenletes szubexponencidlis novekedést, korldtos foki unimoduldris véletlen grd-
fok sorozata, melyekben a legnagyobb kor hossza végtelenhez tart, akkor p.(G,), p.(Gp) és
p2(Gy) mindegyike 1-hez tart.

4.3.2. Ellenpéldak

A disszertacioban részletesen leirunk tobb ellenpéldat a 4.8. Kérdésre, azaz olyan soro-
zatokat mutatunk, amelyekbdl kovetkezik, hogy Schramm sejtése nem teljesiil altalaban
unimodularis grafokra. A tézisfiizetben csak a példak legfontosabb jellemzéit irjuk le, a
részleteket mellGzziik.

Az els6 példaban G, egy rogzitett Cayley-graf invarians véletlen részgrafjainak sorozata,
ami egyenletesen ritka modon tart a Cayley-graf egy invarians véletlen G részgrafjahoz.
Ebben a példaban lim p.(G,,) < p.(G) és a G limeszgraf nem egyenletesen jo.

A masodik példaban a G, grafok Z° invarians véletlen részgrafjai, amelyek lokalisan
gyengén tartanak a Z? grafhoz, és lim p.(G,) < p.(lim G,,). Ebben a példaban a limeszgraf
egyenletesen jO, de a konvergencia nem egyenletesen ritka. A disszertdcioban ennek a
példanak egy altalanosabb valtozatét is lefrjuk.

A harmadik példdban mutatunk egy olyan G,, sorozatot, amelyre p.(lim G,,) < lim p.(G,,) <
1 teljesiil. Mindegyik G,, graf Z*-nek egy kvazi-tranzitiv részgrafja, ami tekinthets Z? egy
véletlen invaridns részgrafjanak is (igy unimoduléris), és G, tart Z*-hez. Ebben a pél-
daban lim GG,, és mindegyik G, teljesiti a 4.5. és 4.7. Kovetkezmények feltételeit, igy
Pe = pr = P}, tovabba p%(G) < lim p¢(G,,) < 1. Ez mutatja, hogy a kritikus valoszintiségek
egyik altalanositasara sem teljesiil Schramm sejtése az unimodularis véletlen grafok oszta-
lyaban altalaban. Ez a példa azt is mutatja, hogy az alulrél félig folytonossagot jelenté
egyenl6tlenség a 4.9. Allitasban éles is lehet, akar abban az esetben is, ha a G,, grafok Z2
invarians véletlen részgrafjai, melyek Z2-hez tartanak.

4.4. Az 1 koltségi tranzitiv grafokroél

Pozitiv eredményeink egyik kovetkezménye, hogy ha GG egy szubexponencialis névekedést
tranzitiv graf, akkor az invarians bi-Lipschitz tulajdonsagu feszits részgréafjainak van olyan
G, sorozata, melyre p.(G,) — 1.

4.12. Allitas. Ha G eqy tranzitiv, amendbilis grdf. akkor az invaridns véletlen részqraf-
jainak van olyan G, sorozata, melyre teljesil az aldbbi: mindegyik Gy bi-Lipschitz (igy
0sszefiiggd) feszitd részgrafja G-nek, Gy legnagyobb korének hossza végtelenhez tart, és Gy,
lokdalisan gyengén tart eqy T invarians véletlen feszitd fahoz, melynek legfeljebb két vége
van.
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Ha G egy szubexponencidlis novekedési unimoduldris tranzitiv grdf, akkor p.(Gy) — 1.

Ez az allitas a 4.13. Lemma alapjan tekinthets azon egyszerd tény erdsitésének, hogy
a szubexponencialis novekedésii csoportok koltsége 1. Egy G csoport koltségét tgy de-
finidljuk, hogy a szuprémumét vessziik az invarians Osszefliggs feszité gréafjaiban tekin-
tett varhato fokszam felének. Egy I' tranzitiv graf koltsége hasonléan definidlhato,
ekkor G-invarians, Osszefiiggs véletlen feszits részgrafok felett vesziink szuprémumot, ahol
G < Aut(T') egy (altalaban hallgatolagosan rogzitett) cstics-tranzitiv részesoportja a graf
automorfizmus-csoportjénak.

4.13. Lemma. Ha I' a G csoport eqy Cayley-grdafja, és I' részgrafjainak létezik olyan G-
invaridns, 0sszefiiggd, feszitd Gy, részgrafokbdl dllo sorozata, melyekre p.(Gy) — 1, akkor a
[ grdf koltsége, és igy G kiltsége is 1.

Nem tudjuk, hogy a lemma feltétele ekvivalens-e azzal, hogy a kdoltség 1, azaz hogy a
4.13. Lemma megforditasa teljesiil-e.

Egy T 0Osszefiiggs, p.(T) = 1 egyenldtlenséget teljesits, G-invarians feszits graf létezé-
se ekvivalens a G csoport amenabilitdsédval, amibdl pedig kovetkezik, hogy G koltsége 1.
Azonban a disszertdcioban leirunk egy példat olyan invarians, bi-Lipschitz G, C T3 X Z
részgrafok sorozatara, ami mutatja, hogy a p.(Gy) — 1 feltételbsl nem kovetkezik az ame-
nabilités.
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