
Izometriákról és egyéb
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1. DETERMINÁNSTARTÓ LEKÉPEZÉSEK EGY OSZTÁLYA VÉGES
NEUMANN ALGEBRÁKON 1

A disszertáció fő része 5 fejezetből áll, melyeket összefoglaló (angol
és magyar nyelvű), illetve egy tartalomjegyzék követ. A fejezetek a szerző
[8, 9, 11, 12, 13], referált matematikai folyóiratban publikált cikkeit fogják
össze.

A jelen disszertáció néhány eredményt tartalmaz a megőrzési problémák
területéről. Az ilyen problémákat általánosan a következőképpen tudjuk
megfogalmazni. Legyen adott egy struktúra és egy, a struktúra elemei között
értelmezett operáció, numerikus mennyiség, vagy reláció, stb. A feladat
meghatározni azon transzformációk zárt alakkal történő leírását, melyek in-
variánsul hagyják a struktúra megadott jellemzőjét.

A megőrzési problémák egy rendkívül részletes osztályozása megtalál-
ható Molnár monográfiájában [27], illetve az alábbi áttekintő cikkekben:
[20, 22, 32]. A jelen disszertáció keretében alapvetően csak az alábbi típu-
sokba tartozó megőrzési problémákkal foglalkoztunk:

• Az 1-4. fejezetekben pozitív operátorokon értelmezett kétváltozós
műveletek különböző unitér invariáns függvényeit megőrző leké-
pezésekkel;
• Az 5. fejezetben lineáris operátorok vektortereinek izometriáival.

1. Determinánstartó leképezések egy osztálya véges Neumann
algebrákon

1897-ben Frobenius [6] igazolta, hogy minden olyan lineáris φ leképezés
az Mn(C) mátrixalgebrán, amely megőrzi a determinánst, alkalmas M,N ∈
Mn(C) mátrixokkal az alábbi formába írható:

φ(A) = MAN vagy φ(A) = MAtrN

ahol (.)tr a transzponálást jelöli. Továbbá az M,N mátrixok nyilván kielégítik
a det(MN) = 1 feltételt is.

Frobenius eredményének hatására az elmúlt évtizedekben több szerző is
különböző determináns fogalmakkal kapcsolatos megőrzési problémát vizs-
gált [2, 4, 5, 18, 29, 35]. Többek között Huang és szerzőtársai [18] leírták
azon transzformációk szerkezetét a pozitív definit mátrixok Pn halmazán,
amelyek eleget tesznek a

det(φ(A) + φ(B)) = det(φ(I))1/n det(A + B)

feltételnek, az összes A, B ∈ Pn esetén.
Az 1. fejezetben hasonló feladatot oldottunk meg egy τ nyomszerű

állapottal ellátott véges N Neumann algebra N++ pozitív definit kúpján,
igazolva ezzel Huang és szerzőtársai eredményének egy operátoralgebrai
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megfelelőjét. Amennyiben N egy ilyen algebra, akkor egy invertálható
A ∈ N operátor τ-hoz tartozó ∆ Fuglede-Kadison determinánsa [7] a

∆(A) = exp(τ(log
√

A∗A))

képlettel definiált.

1. Tétel. (Gaál, Nayak [13])
Legyen N egy τ hűséges, nyomszerű állapottal ellátott véges Neumann al-

gebra, továbbá φ : N++ → N++ egy bijektív leképezés. Ekkor

∆(φ(A) + φ(B)) = ∆(φ(I)) · ∆(A + B)

teljesül minden A, B ∈ N++ esetén pontosan akkor, ha létezik egy J : N →
N τ-őrző Jordan ∗-izomorfizmus és egy pozitív invertálható T ∈ N++ op-
erátor, melyre

φ(A) = T J(A)T, A, B ∈ N++.

Továbbá, amennyiben N egy faktor, akkor φ kiterjeszthető N egy (τ-őrző)
∗-automorfizmusává, vagy ∗-antiautomorfizmusává.

A megoldás során nagyban támaszkodtunk a Minkowski determináns-
egyenlőtlenség egy operátoralgebrai megfelelőjére. Habár magát az egyen-
lőtlenséget korábban igazolta Arveson [1], illetve Hiai és Bourin is [3], az
eredményeik nem tartalmazták az egyenlőség feltételének karakterizálását.
Ennek következtében meg kellett határoznunk azt is, hogy pozitív invertál-
ható A, B ∈ N operátorokat tekintve milyen feltételek esetén létezik a

∆(A + B) = ∆(A) + ∆(B)

operátoregyenletnek megoldása.

2. Norma-additív leképezések egy C∗-algebra pozitív definit kúpján

Normált terek additív félcsoportjai között értelmezett bizonyos norma-
additív leképezések vizsgálata egy aktív kutatási terület. Korábbi, elsősor-
ban függvényalgebrákkal kapcsolatos vizsgálatokat illetően megemlítjük a
[14, 15, 16, 17, 36] publikációkat.

A felsorolt munkák hatására néhány szerző norma-additív leképezéseket
tanulmányozott, az előbbiektől eltérő struktúrákon, pozitív és pozitív definit
operátorok kúpjain. Nevezetesen Nagy [29] leírta pozitív Schatten operá-
torok norma-additív leképezéseinek szerkezetét, a Schatten p-normára nézve.
Molnár és Szokol [28] pedig hasonló problémát oldottak meg egy standard
operátoralgebra (korlátos lineáris operátorok egy olyan részalgebrája, amely
tartalmazza a véges rangú operátorokat) pozitív kúpján.
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A 2. fejezetben az előbbi problémát egy véges, normalizált trace-el
rendelkező C∗-algebrán tekintettük. Meghatároztuk egy C∗-algebra pozitív
definitA++ kúpján azon bijektív transzformációk szerkezetét, melyek eleget
tesznek a

‖φ(a) + φ(b)‖p = ‖a + b‖p
feltételnek, minden a, b ∈ A++ esetén, ahol ‖a‖p = τ(|a|p)1/p az a elem
Schatten p-normáját jelöli.

2. Tétel. (Gaál [8])
Legyen φ : A++ → A++ egy bijektív transzformáció és p > 1. Ekkor

‖φ(a) + φ(b)‖p = ‖a + b‖p, a, b ∈ A++

teljesül pontosan akkor, ha létezik egy J : A → A Jordan ∗-izomorfizmus
és egy pozitív invertálható d ∈ A++ elem, melyre

φ(a) = dJ(a)d, a ∈ A++,

valamint J és d kielégítik a

(1) ‖dJ(a)d‖p = ‖a‖p, a ∈ A++

feltételt. Továbbá, ha A egy véges Neumann algebra faktor, akkor φ kiter-
jeszthetőA egy ∗-automorfizmusává, vagy ∗-antiautomorfizmusává.

A [8] cikk publikálását követően kiderült, hogy az (1) feltétel ekvivalens
azzal, hogy d centrális elem, lásd [26].

3. Kváziaritmetikai közepekkel kapcsolatos megőrzési problémák

A 3. fejezetben pozitív definit mátrixok kváziaritmetikai közepeivel
foglalkoztunk. Az f függvény által generált, t ∈ [0, 1] súlyhoz tartozó
M f ,t : P2

n → Pn kváziaritmetikai közepet az alábbi formula definiálja:

(2) M f ,t(A, B) = f −1(t f (A) + (1 − t) f (B)).

Megjegyezzük, hogy a formula pozitív számok kváziaritmetikai közepeinek
egy nemkommutatív kiterjesztését adja. A legalapvetőbb kváziaritmetikai
közepek a log-euklideszi közép és a λ–hatvány közepek (melyek általánosí-
tasi mind a számtani, mind a harmonikus középnek). Utóbbi közepek közös
súlya 1/2, generáló függvényei pedig rendre az x 7→ log(x) és az x 7→ xλ

függvények, valamely λ , 0 valós számmal.
A 3. fejezetben három típusú, kváziaritmetikai közepekkel kapcsolatos

megőrzési problémát vizsgáltunk.

A) probléma. Írjuk le kváziaritmetikai közepek homomorfizmusait.
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Rámutattuk, hogy egy adott kváziaritmetikai középre nézve a homo-
morfizmusoknak nincs általános alakjuk, ugyanakkor azon transzformációk,
melyek automorfizmusok az összes t ∈ [0, 1] súly esetén az M f ,t középre
nézve, zárt alakkal állíthatók elő. Ezt követően a fejezet fő részében az
alábbi problémát tanulmányoztuk.

B) probléma. Határozzuk meg azon transzformációk szerkezetét, melyek
megőrzik egy kváziaritmetikai közép valamely normáját.

A problémát általános kváziaritmetikai közepekre korábban megoldat-
lan volt, de Kubo-Ando közepekkel kapcsolatban megemlítjük a [28, 31]
publikációkat. A 3. fejezetben a B) problémát oldottuk meg, a generátor-
függvényre és a normára vonatkozó igen általános feltételek mellett.

3. Tétel. (Gaál, Nagy [12])
Tegyük fel, hogy | limx→0 f (x)| = ∞ és azt, hogy f (]0,∞[) az R, ]0,∞[

halmazok valamelyike. Legyen t ∈]0, 1[ egy rögzített valós szám és N(.) egy
unitér-invariáns norma. Továbbá tegyük fel, hogy φ : Pn → Pn egy bijekció,
melyre

N(M f ,t(φ(A), φ(B))) = N(M f ,t(A, B))

tetszőleges A, B ∈ Pn esetén. Ekkor létezik egy U ∈ Mn(C) unitér mátrix,
hogy

φ(A) = UAU∗ vagy φ(A) = UAtrU∗

teljesül minden A ∈ Pn esetén.

Az utóbbi eredményünk feltételeivel szerettünk volna a legalapvetőbb
kváziaritmetikai közepek közül, a log-euklideszi közepek, valamint a λ-
hatványközepek közül, a lehető legtöbbet lefedni. Nyilván az első, illetve
λ < 0 esetén a második típusú közepek (és így a harmonikus közép is)
kielégíti a fenti tétel feltételeit. Ez ugyanakkor nem mondható el λ > 0
esetén a λ–hatványközepekről. Utóbbi közepekkel kapcsolatban az alábbi
eredményt sikerült igazolnunk.

4. Tétel. (Gaál, Nagy [12])
Legyen f (x) = xλ (x > 0) valamely λ > 0 számmal és t ∈]0, 1[ egy rögzített

valós szám. Jelölje ‖.‖∞ a spektrál normát az Mn(C) algebrán. Továbbá
tegyük fel, hogy φ : Pn → Pn egy bijekció, melyre

‖M f ,t(φ(A), φ(B))‖∞ = ‖M f ,t(A, B)‖∞
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tetszőleges A, B ∈ Pn esetén. Ekkor létezik egy U ∈ Mn(C) unitér mátrix,
hogy

φ(A) = UAU∗ vagy φ(A) = UAtrU∗

teljesül minden A ∈ Pn esetén.

Ha A egy C∗-algebra, akkor tetszőleges t ∈ [0, 1] és a, b ∈ A++ esetén
definiálhatjuk az M f ,t(a, b) közepet a (2) formula segítségével. Tegyük fel,
hogy f növekvő, sima függvény. Ekkor a, b ∈ A++ és t ∈ [0, 1] esetén
Γa,b(t) az alábbi képlettel definiált:

Γa,b : [0, 1]→ A++, t 7→ M f ,1−t(A, B).

Ha adott egy |||.||| norma azA algebrán, akkor azt mondjuk, hogy φ megőrzi
a geodetikus |||.||| normáját azA++ halmazon, amennyiben

(3) |||Γφ(a),φ(b)(t)||| = |||Γa,b(t)|||

teljesül minden t ∈ [0, 1] és bármely a, b ∈ A++ esetén.

C) probléma. Adjuk meg azon leképezéseket az A++ halmazon, ame-
lyek megőrzik egy geodetikus normáját.

A C) problémát részben megoldották Szokol és szerzőtársai [34, Theo-
rem 4.1], azA = Mn(C) mátrixalgebra esetén, a Schatten p-normát tekintve.
Megjegyezzük, hogy a 3. tétel állítása ennél sokkal erősebb, a következők
miatt:

1) egészen általános kváziaritmetikai közepeket tekintettünk, nem
csak azokat, amelyeknek a logaritmus a generáló függvényük;

2) a (3) teljesülését csak egy rögzített t ∈ [0, 1] esetén követeltük
meg;

3) nemcsak a ‖.‖p normát tekintettük, hanem általános unitér-invariáns
normákat.

További hozzájárulásunk a C) probléma megoldásához a következő.

5. Tétel. (Gaál, Nagy [12])
Legyen A egy τ normalizált trace-el ellátott C∗-algebra. Rögzítsünk egy

p ≥ 1 számot és tekintsük az f = log függvényt. Ha φ : A++ → A++ egy
bijekció, mely megőrzi a geodetikus Schatten p-normáját, akkor létezik egy
J Jordan ∗-izomorfizmusa azA algebrának, és egy c ∈ A++ centrális elem,
hogy

φ(a) = cJ(a), a ∈ A++.

Továbbá, c és J kielégítik a τ(cJ(x)J(y)) = τ(xy) feltételt, minden x, y ∈ A
esetén.
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4. Kubo-Ando közepek normáit megőrző leképezések Hilbert tér
effekteken

A 4. fejezet eredményei egy H Hilbert tér feletti E(H) effekt algebrára
vonatkoznak, ami alatt a

[0, I] = {X ∈ B(H) : X = X∗, 0 ≤ X ≤ I}

operátor-intervallumot értjük. Továbbá, egy kétváltozós műveletet a pozitív
operátorok halmazán középnek nevezünk a Kubo-Ando [19] értelemben, ha
teljesíti a következő tulajdonságokat. Tetszőleges A, B,C,D és (An), (Bn)
sorozat esetén

(i) IσI = I;
(ii) ha A ≤ C és B ≤ D, akkor AσB ≤ CσD;

(iii) C(AσB)C ≤ (CAC)σ(CBC);
(iv) ha An ↓ A és Bn ↓ B, akkor AnσBn ↓ AσB

ahol ↓ a monoton csökkenő konvergenciát jelöli, az erős operátor topológiát
tekintve. Amennyiben σ egy Kubo-Ando közép, a σ̃ transzponáltját az
Aσ̃B := BσA összefüggés definiálja. A Kubo-Ando elmélet egyik fő ered-
ménye szerint ha dim H = d < ∞, akkor létezik egy d-monoton fσ függvény
(operátor monoton, ha dim H = ∞), hogy a közép

AσB = A1/2 fσ(A−1/2BA−1/2)A1/2

alakba írható, ha az A operátor invertálható. Továbbá az fσ függvény a (iv)
tulajdonság miatt egyértelműen meghatározza a σ közepet.

Megjegyezzük, hogy az (i)-(ii) tulajdonság következtében az E(H) zárt
a fenti, tisztán axiomatikusan definiált, σ műveletekre nézve. Így az előző
fejezet A) és B) problémái az E(H) effekt algebra kapcsán is vizsgálhatóak.

Ami az A) problémát illeti, Šemrl [33] meghatározta az E(H) automor-
fizmusait a geometriai, illetve a harmonikus középre nézve (Kubo-Ando
közepek, melyek generáló függvényei az x 7→

√
x, illetve az x 7→ 2x/(1+ x)

függvények). A 4. fejezetben a B) problémát vizsgáltuk szimmetrikus nor-
mákat és általános Kubo-Ando közepeket tekintve. Egy N normát szim-
metrikusnak nevezünk, ha

N(AXB) ≤ ‖A‖N(X)‖B‖

teljesül tetszőleges A, B, X operátorok esetén, ahol ‖.‖ az operátornormát
jelöli. Megjegyezzük, hogy a mátrixanalízis területén megjelenő számos
norma szimmetrikus, többek között a Schatten és a Ky Fan normák csajádjai
is. Továbbá, ha dim H < ∞, akkor minden unitér invariáns norma egyben
szimmetrikus is.
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6. Tétel. (Gaál, Nagy [11])
Legyen σ egy Kubo-Ando közép, illetve fσ egy szigorúan konkáv függvény,

melyre fσ(0) = 0 vagy f̃σ(0) = 0 teljesül. Továbbá legyen N egy szim-
metrikus norma. Ekkor egy φ : E(H)→ E(H) bijekcióra

N(φ(A)σφ(B)) = N(AσB), A, B ∈ E(H)

pontosan akkor, ha létezik egy U unitér-antiunitér operátor H-n, melyre

φ(A) = UAU∗, A ∈ E(H).

Megjegyezzük, hogy az fσ(0) = 0 és f̃σ(0) = 0 feltételek ekvivalensek
az Aσ0 = 0 és 0σA = 0 (minden pozitív A operátorra) feltevésekkel.

Az A) és B) problémák pozitív operátorokon történő vizsgálatával kap-
csolatban – az E(H) effekt algebra helyett – az olvasó a [10, 23, 24, 25, 28]
publikációkban találhat eredményeket.

5. Önadjungált nulla-nyomú és ferdén szimmetrikus mátrixok
izometriái

Nagy az "Isometries of the spaces of self-adjoint traceless operators"
című [30] cikkében bebizonyította, hogy az n-szer n-es önadjungált, nulla-
nyomú mátrixok H0

n vektorterének izometriái szürjektívek, és így a Mazur-
Ulam tétel következtében egy eltolástól eltekintve lineárisak. Ezt követően
Nagy leírta a H0

n valós vektortér lineáris izometriát, a Schatten p-normák
családjára nézve, amennyiben n , 3.

Az 5. fejezet első felében meghatároztuk H0
n izometria csoportját tetsző-

leg unitér invariáns normára nézve, ami a [30] cikkben nyitott problémaként
merült fel. Sőt, kiderült, hogy csak egy gyengébb invariancia tulajdonságot
kell megkövetelnünk: a kérdéses normának csak az unitér hasonlósági tran-
szformációkkal szemben kell invariánsnak lennie. Emellett eredményünk
tartalmazta az n = 3 esetet is, ami a korábbi tételből hiányzott.

A következő eredményekben PS U(n) jelöli az S U(n)

Ad : S U(n)→ GL(n2 − 1,R), U 7→ IntU(.)

adjungált reprezentáció általi képét GL(n2 − 1,R)-ben. A PS U(n) Lie cso-
port nyilván megőrzi a 〈A, B〉 = tr AB trace-formát, így beágyazható a H0

n
ortgonális csoportjába. Jelöljük O(n2 − 1,R)-el ezt a csoportot, továbbá
legyen (.)tr a transzponálás.

Ha H egy részcsoportja G-nek, akkor a H ≤ G jelölést alkalmazzuk.
Amennyiben a G csoport a H1, . . .Hs részcsoportok és a g1, . . . gt elemek
által generált, akkor 〈H1, . . . ,Hs, g1, . . . , gt〉 jelöli a generált részcsoportot.
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Továbbá feltételezzük, hogy G beágyazható GL(V)-be valamely V vektortér
esetén. Ekkor C(G) és N(G) jelölik a G csoport centralizátorát és normal-
izátorát GL(V)-ben.

7. Tétel. (Gaál, Guralnick [9])
Legyen V := H0

n , illetve tegyük fel, hogy n ≥ 3. Legyen K egy kompakt
Lie csoport, melyre PS U(n) ≤ K ≤ GL(V). Ekkor az alábbi esetek közül
pontosan egy teljesül:

(a) K ≤ N(PS U(n)) = 〈PS U(n),GL(1,R), (.)tr〉;
(b) S O(V) ≤ K ≤ N(S O(V)) = 〈O(V),GL(1,R)〉.

Az eredmény közvetlen következményeként az alábbi választ kaptuk
Nagy kérdésére.

8. Következmény. Tegyük fel, hogy n ≥ 3. Ha K izometria csoportja
valamely unitér invariáns normának a H0

n téren, akkor a következő esetek
lehetségesek:

(a) K = 〈PS U(n),Z/2, (.)tr〉;
(b) K = O(n2 − 1,R).

Az 5. fejezet második eredménye a valós számtest feletti n-szer n-
es ferdén szimmetrikus mátrixok Kn(R) halmazával kapcsolatos. Jelölje
PS O(n,R) az S O(n,R)

Ad : S O(n,R)→ GL(Kn(R)), Q 7→ IntQ(.)

adjungált reprezentáció általi képét.

9. Tétel. (Gaál, Guralnick [9])
Legyen W := Kn(R). Tegyük fel, hogy n ≥ 4. Legyen K egy kompakt Lie

csoport a PS O(n,R) ≤ K ≤ GL(W) tulajdonsággal. Ekkor a következők
valamelyike teljesül:

(a) n > 4, n , 8 és

K ≤ N(PS O(n,R)) = 〈PO(n,R),GL(1,R)〉;

(b) n = 4 és

K ≤ N(PS O(4,R)) = 〈PO(4,R),C(PS O(4,R))〉;

(c) n = 8 és

K ≤ N(PS O(8,R)) = 〈PS O(8,R),GL(1,R), S 3〉;

(d) S O(W) ≤ K ≤ N(S O(W)) = 〈O(W),GL(1,R)〉.
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Definiáljuk az A∗ := ψ(A) involúciót a
0 a12 a13 a14
−a12 0 a23 a24
−a13 −a23 0 a34
−a14 −a24 −a34 0


∗

=


0 a12 a13 a23
−a12 0 a14 a24
−a13 −a14 0 a34
−a23 −a24 −a34 0


összefüggéssel. Az előző eredményünk alkalmazásával n , 8 esetben belát-
tuk Li és Tsing alábbi, ferdén szimmetrikus mátrixok izometriáira vonatkozó
struktúratételét.

10. Tétel. (Li, Tsing [21])
Legyen L : Kn(R)→ Kn(R) egy lineári transzformáció. Ekkor a következők
ekvivalensek:

(a) L izometria egy olyan ortogonális kongruencia invariáns normára
nézve, amely nem pozitív számszorosa a Frobenius normának;

(b) létezik egy η ∈ {−1, 1} és egy ortogonális Q ∈ O(n,R) mátrix, hogy
a következők valamelyike teljesül:

(i) L(X) = ηQXQ−1 minden X ∈ Kn(R) esetén;
(ii) n = 4 and L(X) = ηQX∗Q−1 minden X ∈ Kn(R) esetén.

Az n = 8 esetben láttuk, hogy egy ortogonális kongruencia invariáns
norma izometria csoportja ennél bővebb is lehet.

11. Tétel. (Gaál, Guralnick)
Legyen K egy olyan K8(R)-on értelmezett ortogonális kongruencia invar-

iáns norma izometria csoportja, amely nem pozitív számszorosa a Frobenius
normának. Ekkor a következő esetek lehetségesek:

(a) K = 〈PO(8,R),Z/2〉;
(b) K = 〈PS O(8,R),Z/2, S 3〉.

Megfordítva, az (a) és (b) csoportok mind izometria csoportjai valamely
ortogonális kongruencia invariáns normának K8(R)-on.
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