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1. DETERMINANSTARTO LEKEPEZESEK EGY OSZTALYA VEGES
NEUMANN ALGEBRAKON 1

A disszertdci6 f6 része 5 fejezetbdl all, melyeket dsszefoglald (angol
és magyar nyelvi), illetve egy tartalomjegyzék kivet. A fejezetek a szerzd
[8, 9, 11, 12, 13], referalt matematikai folydiratban publikalt cikkeit fogjak
Ossze.

A jelen disszertacié néhany eredményt tartalmaz a megdrzési problémak
teriiletérél. Az ilyen problémakat altaldnosan a kovetkezdképpen tudjuk
megfogalmazni. Legyen adott egy struktira és egy, a struktdra elemei kdzott
értelmezett operdcid, numerikus mennyiség, vagy reldcio, stb. A feladat
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meghatdrozni azon transzformécidk zart alakkal t6rténd leirdsét, melyek in-
variansul hagyjak a struktira megadott jellemzojét.

A meg6rzési problémak egy rendkiviil részletes osztalyozasa megtalal-
hat6 Molnar monografidgjaban [27], illetve az aldbbi attekint6 cikkekben:
[20, 22, 32]. A jelen disszertacié keretében alapvetSen csak az alabbi tipu-

sokba tartoz6 meg6rzési problémakkal foglalkoztunk:

o Az 1-4. fejezetekben pozitiv operdtorokon értelmezett kétvaltozds
miiveletek kiillonbozd unitér invarians fiiggvényeit megdrzd leké-
pezésekkel;

o Az 5. fejezetben linedris operatorok vektortereinek izometridival.

1. Determinanstarto leképezések egy osztalya véges Neumann
algebrakon

1897-ben Frobenius [6] igazolta, hogy minden olyan linearis ¢ leképezés
az M,(C) matrixalgebran, amely meg6rzi a determindnst, alkalmas M, N €
M,,(C) matrixokkal az alabbi forméaba irhaté:

#(A) = MAN vagy ¢(A) = MA"N

ahol (.)"" a transzpondldst jeloli. Tovdbba az M, N matrixok nyilvan kielégitik
adet(MN) = 1 feltételt is.

Frobenius eredményének hatdsdra az elmilt évtizedekben tobb szerzd is
kiilénb6z6 determinédns fogalmakkal kapcsolatos megdrzési problémat vizs-
galt [2, 4, 5, 18, 29, 35]. Tobbek kozott Huang és szerzétarsai [18] lefrtak
azon transzformécidk szerkezetét a pozitiv definit matrixok P, halmazén,
amelyek eleget tesznek a

det(¢(A) + ¢(B)) = det(p(1))!/" det(A + B)

feltételnek, az Osszes A, B € P, esetén.

Az 1. fejezetben hasonl6 feladatot oldottunk meg egy T nyomszer
allapottal ellatott véges N' Neumann algebra N** pozitiv definit kipjan,
igazolva ezzel Huang és szerz6tarsai eredményének egy operatoralgebrai



2

7z

megfelel6jét. Amennyiben N egy ilyen algebra, akkor egy invertdlhatd
A € N operétor 7-hoz tartozé A Fuglede-Kadison determindnsa [7] a

A(A) = exp(t(log VA*A))
képlettel definidlt.

1. TéteL. (Gadl, Nayak [13])
Legyen N egy T hiiséges, nyomszerif dllapottal elldtott véges Neumann al-
gebra, tovdbbd ¢ : N** — N** egy bijektiv leképezés. Ekkor

A(p(A) + ¢(B)) = A(p(])) - A(A + B)

teljesiil minden A, B € N** esetén pontosan akkor, ha létezik egy J : N —
N 1-8rz6 Jordan *-izomorfizmus és egy pozitiv invertdlhaté T € N** op-
erdtor, melyre

#(A) = TI(A)T, A,Be N* .

Tovdabbd, amennyiben N egy faktor, akkor ¢ kiterjesztheté N egy (1-6rz0)
*-automorfizmusdvd, vagy *-antiautomorfizmusdvd.

A megoldds sordn nagyban tdmaszkodtunk a Minkowski determindns-
egyenlGtlenség egy operdtoralgebrai megfeleldjére. Habar magét az egyen-
16tlenséget kordabban igazolta Arveson [1], illetve Hiai és Bourin is [3], az
eredményeik nem tartalmaztik az egyenlség feltételének karakterizalasat.
Ennek kovetkeztében meg kellett hatdroznunk azt is, hogy pozitiv invertal-
haté A, B € N operétorokat tekintve milyen feltételek esetén 1étezik a

A(A + B) = A(A) + A(B)

operatoregyenletnek megoldasa.

2. Norma-additiv leképezések egy C*-algebra pozitiv definit kipjan

Normélt terek additiv félcsoportjai kozott értelmezett bizonyos norma-
additiv leképezések vizsgdlata egy aktiv kutatdsi teriilet. Kordbbi, elsGsor-
ban fiiggvényalgebrdkkal kapcsolatos vizsgdlatokat illetden megemlitjiik a
[14, 15, 16, 17, 36] publikaciokat.

A felsorolt munkék hatdsara néhdny szerz6é norma-additiv leképezéseket
tanulmanyozott, az el6bbiektdl eltérd struktirakon, pozitiv és pozitiv definit
operatorok kipjain. Nevezetesen Nagy [29] leirta pozitiv Schatten opera-
torok norma-additiv leképezéseinek szerkezetét, a Schatten p-normara nézve.
Molnar és Szokol [28] pedig hasonlé problémat oldottak meg egy standard
operatoralgebra (korlatos linedris operdtorok egy olyan részalgebréja, amely
tartalmazza a véges rangui operdtorokat) pozitiv kipjan.



3. KVAZIARITMETIKAI KOZEPEKKEL KAPCSOLATOS MEGORZESI
PROBLEMAK 3

A 2. fejezetben az el6bbi problémdt egy véges, normalizdlt trace-el
rendelkezd C*-algebran tekintettiik. Meghataroztuk egy C*-algebra pozitiv
definit A** kidpjan azon bijektiv transzformaciok szerkezetét, melyek eleget
tesznek a

li¢(@) + ¢D)llp = lla + bl
feltételnek, minden a,b € A" esetén, ahol |lall, = 7(|a|’)V'P az a elem
Schatten p-norméjat jeloli.

2. TéreL. (Gaal [8])
Legyen ¢ : A™ — A" egy bijektiv transzformdcio és p > 1. Ekkor
Ip(a@) + pB)llp = lla +bllp, a,be A
teljesiil pontosan akkor, ha létezik egy J : A — A Jordan *-izomorfizmus
és egy pozitiv invertdlhaté d € A elem, melyre
¢(a) =dJ(a)d, ae€ A,
valamint J és d kielégitik a
(D ldJ(a)dll, = llallp, ae€A™
feltételt. Tovdabbd, ha A egy véges Neumann algebra faktor, akkor ¢ kiter-

jeszthetd A egy *-automorfizmusdvd, vagy *-antiautomorfizmusdvd.

A [8] cikk publikélasat kovetden kideriilt, hogy az (1) feltétel ekvivalens
azzal, hogy d centrilis elem, l14sd [26].

3. Kvaziaritmetikai kozepekkel kapcsolatos megorzési problémak

A 3. fejezetben pozitiv definit matrixok kvaziaritmetikai kozepeivel
foglalkoztunk. Az f fiiggvény dltal generdlt, r+ € [0, 1] sdlyhoz tartozé
My,: P2 — P, kvéziaritmetikai kozepet az aldbbi formula definidlja:

) My, (A, B) = [ (tf(A) + (1 = ) f(B)).

Megjegyezziik, hogy a formula pozitiv szdmok kvdziaritmetikai kdzepeinek
egy nemkommutativ kiterjesztését adja. A legalapvetSbb kvéziaritmetikai
kozepek a log-euklideszi kozép és a A—hatvdny kozepek (melyek éltalanosi-
tasi mind a szdmtani, mind a harmonikus kdzépnek). Ut6bbi kozepek kozos
silya 1/2, general6 fiiggvényei pedig rendre az x — log(x) és az x +— x*
fiiggvények, valamely A # 0 valds szammal.

A 3. fejezetben harom tipusu, kvaziaritmetikai kdzepekkel kapcsolatos
megdrzési problémat vizsgaltunk.

A) probléma. Irjuk le kvaziaritmetikai kozepek homomorfizmusait.



Réamutattuk, hogy egy adott kvaziaritmetikai kozépre nézve a homo-
morfizmusoknak nincs altaldnos alakjuk, ugyanakkor azon transzformaciok,
melyek automorfizmusok az Osszes ¢ € [0, 1] suly esetén az M, kozépre
nézve, zart alakkal allithatok el6. Ezt kdvetben a fejezet f6 részében az
alabbi problémadt tanulmanyoztuk.

B) probléma. Hatirozzuk meg azon transzformaciok szerkezetét, melyek
megdrzik egy kvaziaritmetikai k6zép valamely normajat.

A problémit altaldnos kvaziaritmetikai kézepekre kordbban megoldat-
lan volt, de Kubo-Ando kozepekkel kapcsolatban megemlitjiik a [28, 31]
publikdcidkat. A 3. fejezetben a B) problémadt oldottuk meg, a generitor-
fliggvényre és a normdra vonatkozdé igen altaldnos feltételek mellett.

3. TéreL. (Gadl, Nagy [12])

Tegyiik fel, hogy |lim,_g f(x)] = oo és azt, hogy f(]0,0[) az R, ]0, oo[
halmazok valamelyike. Legyen t €]0, 1[ egy rogzitett valos szdm és N(.) egy
unitér-invaridns norma. Tovdbbd tegyiik fel, hogy ¢: P, — P, egy bijekcid,
melyre

N(My(¢p(A), p(B))) = N(My (A, B))
tetszbleges A, B € P, esetén. Ekkor létezik egy U € M, (C) unitér mdtrix,

hogy
#(A) = UAU" vagy @A) =UA"U"

teljesiil minden A € P, esetén.

Az utébbi eredményiink feltételeivel szerettiink volna a legalapvetSbb
kvaziaritmetikai kozepek koziil, a log-euklideszi kozepek, valamint a A-
hatvanykozepek koziil, a lehetd legtobbet lefedni. Nyilvan az elsd, illetve
A < 0 esetén a masodik tipusu kozepek (és igy a harmonikus kozép is)
kielégiti a fenti tétel feltételeit. Ez ugyanakkor nem mondhaté el 4 > 0
esetén a A-hatvanykozepekr6l. Utébbi kézepekkel kapcsolatban az aldbbi
eredményt sikeriilt igazolnunk.

4. TéteL. (Gadl, Nagy [12])
Legyen f(x) = x* (x > 0) valamely A > 0 szammal és t €]0, 1[ egy rogzitett
valos szdm. Jelolje ||.||lo a spektrdl normdt az M,(C) algebrdn. Tovdbbd
tegyiik fel, hogy ¢: P, — P, egy bijekcid, melyre

1M 1:($(A), p(B)lleo = IM f,4(A, B)llo
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tetszbleges A, B € P, esetén. Ekkor létezik egy U € M, (C) unitér mdtrix,
hogy
$(A) = UAU" vagy ¢(A) = UA"U”

teljesiil minden A € P, esetén.

Ha A egy C*-algebra, akkor tetszSleges ¢ € [0,1] és a,b € A** esetén
definidlhatjuk az My,(a, b) kozepet a (2) formula segitségével. Tegyiik fel,
hogy f novekvd, sima fiiggvény. Ekkor a,b € A** ést € [0,1] esetén
I', »(2) az alabbi képlettel definialt:

Lop :[0,1] > AT, 1+ Mgi1_(A, B).

Ha adott egy |||.||| norma az A algebran, akkor azt mondjuk, hogy ¢ megbrzi
a geodetikus [||.||| normdjat az A** halmazon, amennyiben

3) T p(a).00) DI = [T ap @I
teljesiil minden ¢ € [0, 1] és barmely a,b € A esetén.

C) probléma. Adjuk meg azon leképezéseket az A** halmazon, ame-
lyek meg6rzik egy geodetikus normadjat.

A C) problémat részben megoldottdk Szokol és szerzbtarsai [34, Theo-
rem4.1], az A = M, (C) matrixalgebra esetén, a Schatten p-normat tekintve.
Megjegyezziik, hogy a 3. tétel allitdsa ennél sokkal er&sebb, a kovetkezbk
miatt:

1) egészen altalanos kvaziaritmetikai kozepeket tekintettiink, nem
csak azokat, amelyeknek a logaritmus a general6 fiiggvényiik;

2) a (3) teljesiilését csak egy rogzitett ¢+ € [0, 1] esetén koveteltiik
meg;

3) nemcsak a ||.||, normat tekintettiik, hanem altalanos unitér-invaridns
normdkat.

Tovabbi hozzdjaruldsunk a C) probléma megolddsdhoz a kovetkezd.

5. TéteL. (Gadl, Nagy [12])

Legyen A egy T normalizdlt trace-el elldtott C*-algebra. Rogzitsiink egy
p = 1 szdmot és tekintsiik az [ = log fiiggvényt. Ha ¢: AT — AT egy
bijekcio, mely megdrzi a geodetikus Schatten p-normdjdt, akkor létezik egy
J Jordan *-izomorfizmusa az A algebrdnak, és egy ¢ € A centrdlis elem,
hogy

#(a) = cJ(a), aecA™.
Tovdbbad, c és J kielégitik a 1(cJ(x)J(y)) = 1(xy) feltételt, minden x,y € A
esetén.



4. Kubo-Ando kozepek normait megorzo leképezések Hilbert tér
effekteken

A 4. fejezet eredményei egy H Hilbert tér feletti E(H) effekt algebrara
vonatkoznak, ami alatt a

[0,/]={XeBH) : X=X,0<X<1I}

operator-intervallumot értjiik. Tovabb4, egy kétvéltozos miiveletet a pozitiv
operatorok halmazan kézépnek neveziink a Kubo-Ando [19] értelemben, ha
teljesiti a kovetkez6 tulajdonsagokat. Tetszbleges A, B,C, D és (A,), (By,)
sorozat esetén
W lol =1,

(i) haA < Cés B < D, akkor AcB < CoD;

(iii) C(AoB)C < (CAC)o(CBC);

@iv) haA, | Aés B, | B, akkor A,0B,, | AcB
ahol | a monoton csdokkend konvergenciét jeloli, az er6s operdtor topolégidt
tekintve. Amennyiben o egy Kubo-Ando k6zép, a & transzpondltjit az
A0 B := BoA dsszefiiggés definidlja. A Kubo-Ando elmélet egyik 6 ered-
ménye szerint ha dim H = d < oo, akkor l1étezik egy d-monoton f; fiiggvény
(operdtor monoton, ha dim H = o0), hogy a k6zép

AcB = A2 (A7V2BAT2)A1 2

alakba frhatd, ha az A operator invertdlhat6. Tovdbbd az f, fiiggvény a (iv)
tulajdonsdg miatt egyértelmiien meghatdrozza a o kozepet.

Megjegyezziik, hogy az (i)-(i1) tulajdonsag kovetkeztében az E(H) zart
a fenti, tisztdn axiomatikusan definilt, o mtiveletekre nézve. gy az el6z6
fejezet A) és B) problémai az E(H) effekt algebra kapcsan is vizsgalhatdak.

Ami az A) problémit illeti, Semrl [33] meghatdrozta az E(H) automor-
fizmusait a geometriai, illetve a harmonikus kozépre nézve (Kubo-Ando
kozepek, melyek generdl6 fiiggvényei az x — +/x, illetve az x — 2x/(1 + x)
fiiggvények). A 4. fejezetben a B) problémat vizsgéltuk szimmetrikus nor-
makat és altalanos Kubo-Ando kozepeket tekintve. Egy N normat szim-
metrikusnak neveziink, ha

N(AXB) < ||A[IN(X)||BI

teljesiil tetszéleges A, B, X operdtorok esetén, ahol ||.|| az operdtornormat
jeloli. Megjegyezziik, hogy a matrixanalizis teriiletén megjelend szamos
norma szimmetrikus, tobbek kozott a Schatten és a Ky Fan normdk csajadjai
is. Tovabb4, ha dim H < oo, akkor minden unitér invaridns norma egyben
szimmetrikus is.
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6. TETeEL. (Gadl, Nagy [11])
Legyen o egy Kubo-Ando kozép, illetve f, egy szigoriian konkdy fiiggvény,
melyre f,(0) = 0 vagy f,(0) = O teljesiil. Tovdbbd legyen N egy szim-
metrikus norma. Ekkor egy ¢: E(H) — E(H) bijekciora

N(¢(A)o¢(B)) = N(AcB), A,Be E(H)
pontosan akkor, ha létezik egy U unitér-antiunitér operdtor H-n, melyre
#(A) = UAU*, A € E(H).

Megjegyezziik, hogy az £,-(0) = 0 és £,-(0) = 0 feltételek ekvivalensek
az Ac0 = 0 és OcA = 0 (minden pozitiv A operdtorra) feltevésekkel.

Az A) és B) problémadk pozitiv operdtorokon torténd vizsgédlatdval kap-
csolatban — az E(H) effekt algebra helyett — az olvasé a [10, 23, 24, 25, 28]
publikicidkban taldlhat eredményeket.

5. Onadjungilt nulla-nyomi és ferdén szimmetrikus matrixok

izometriai

Nagy az "Isometries of the spaces of self-adjoint traceless operators”
cimii [30] cikkében bebizonyitotta, hogy az n-szer n-es dnadjungélt, nulla-
nyomu matrixok HY vektorterének izometridi sziirjektivek, és igy a Mazur-
Ulam tétel kovetkeztében egy eltolastdl eltekintve linedrisak. Ezt kvetéen
Nagy lefrta a HY val6s vektortér linedris izometridt, a Schatten p-normak
csalddjara nézve, amennyiben n # 3.

Az5. fejezet elsé felében meghataroztuk HY izometria csoportjat tetszd-
leg unitér invaridns normara nézve, ami a [30] cikkben nyitott problémaként
meriilt fel. S6t, kideriilt, hogy csak egy gyengébb invariancia tulajdonsiagot
kell megkovetelniink: a kérdéses normanak csak az unitér hasonlésdgi tran-
szformdciokkal szemben kell invaridnsnak lennie. Emellett eredményiink
tartalmazta az n = 3 esetet is, ami a korabbi tételbdl hidnyzott.

A kovetkezd eredményekben PS U(n) jeloli az S U(n)

Ad:SU@®) - GL(n*> - 1,R), U ~ Inty()

adjungélt reprezentéci6 altali képét GL(n*> — 1,R)-ben. A PS U(n) Lie cso-
port nyilvdn megérzi a (A, By = tr AB trace-formét, igy bedgyazhaté a H°
ortgondlis csoportjaba. Jeldljiik O(n®> — 1,R)-el ezt a csoportot, tovabbd
legyen (.)"" a transzponélds.

Ha H egy részcsoportja G-nek, akkor a H < G jelolést alkalmazzuk.
Amennyiben a G csoport a Hy, ... H; részcsoportok és a gy, ...g; elemek
altal generdlt, akkor (H1,...,Hy, g1,...,g:) jeloli a generdlt részcsoportot.



Tovabba feltételezziik, hogy G bedgyazhaté GL(V)-be valamely V vektortér
esetén. Ekkor C(G) és N(G) jelolik a G csoport centralizatordt és normal-
izatorat GL(V)-ben.

7. TéteL. (Gadl, Guralnick [9])

Legyen V := HY, illetve tegyiik fel, hogy n > 3. Legyen K egy kompakt
Lie csoport, melyre PSU(n) < K < GL(V). Ekkor az aldbbi esetek kiziil
pontosan egy teljesiil:

(a) K < N(PSU(n)) =(PSU(n), GL(1,R), ()"),
(b) SOV) <K < NS OWV)) =(0(V),GL(1,R)).

Az eredmény kozvetlen kovetkezményeként az aldbbi vélaszt kaptuk
Nagy kérdésére.

8. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy n > 3. Ha K izometria csoportja

valamely unitér invaridns normdnak a Hg téren, akkor a kovetkezd esetek
lehetségesek:

(@ K =(PSU®n),Z/2,()");
(b) K = 0(n* - 1,R).
Az 5. fejezet masodik eredménye a valds szadmtest feletti n-szer n-

es ferdén szimmetrikus matrixok K,(R) halmazdval kapcsolatos. Jeldlje
PSOn,R) az SO(n,R)

Ad:SO(n,R) —» GL(K,(R)), Q + Inty(.)
adjungélt reprezentacié altali képét.
9. TéteL. (Gaal, Guralnick [9])
Legyen W := K,(R). Tegyiik fel, hogy n > 4. Legyen K egy kompakt Lie

csoport a PSO(n,R) < K < GL(W) tulajdonsdggal. Ekkor a kivetkezdk
valamelyike teljesiil:

(@ n>4n+8és
K < N(PSO(n,R)) = (PO(n,R), GL(1,R));

(b) n=4és
K < N(PSO4,R)) = (PO4,R),C(PS O(4,R)));
(c) n=8¢s

K < N(PSO(8,R)) = (PSO(8,R), GL(1,R), S 3);
(d) SOW) <K < NS OW)) =(O(W),GL(1,R)).
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Definidljuk az A* := /(A) involdcidt a

*

0 app a3 auy 0 ai; a3z ax;
—ai2 0 ax au| |-an 0  ais axn
—a;3 —a 0 amu| |-aiz —as 0 ax
—ayy —axy -azy 0 —ax; —axy -—azy 0

Osszefiiggéssel. Az el6z6 eredményliink alkalmazéasaval n # 8 esetben belat-
tuk Li és Tsing alabbi, ferdén szimmetrikus matrixok izometridira vonatkozé
struktdratételét.

10. TéteL. (Li, Tsing [21])
Legyen L : K,(R) — K,(R) egy linedri transzformdcio. Ekkor a kovetkezdk
ekvivalensek:

(a) Lizometria egy olyan ortogondlis kongruencia invaridns normdra
nézve, amely nem pozitiv szdmszorosa a Frobenius normdnak;
(b) létezik egyn € {—1, 1} és egy ortogondlis Q € O(n,R) mdtrix, hogy
a kovetkezok valamelyike teljesiil:
() L(X) = n0XQ~" minden X € K,(R) esetén;
(ii) n =4 and L(X) = n0X* Q™! minden X € K,(R) esetén.

Az n = 8 esetben lattuk, hogy egy ortogonélis kongruencia invarians
norma izometria csoportja ennél bévebb is lehet.

11. TéteL. (Gaal, Guralnick)

Legyen K egy olyan Kg(R)-on értelmezett ortogondlis kongruencia invar-
idns norma izometria csoportja, amely nem pozitiv szdmszorosa a Frobenius
normdnak. Ekkor a kovetkezd esetek lehetségesek:

(a) K =(PO(8,R),Z/2);

(b) K =(PSO(8,R),Z/2,S3).
Megforditva, az (a) és (b) csoportok mind izometria csoportjai valamely
ortogondlis kongruencia invaridns normdnak Kg(R)-on.
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