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1. Bevezetés

Az értekezésben a hipergraf jatékokra alkalmazott parositasi stratégi-
akkal és azok altalanositasaival foglalkozunk. Hipergraf jatékoknak
nevezziik azon jatékokat, melyeket egy H = (V, ) hipergrafon jat-
szik I és I1, akik felvaltva valasztjak a tabla egy-egy elemét. A tébla
mez6i a hipergraf V cstcsai, mig az E élek a tablan 1év6 nyerdhalma-
zok. A normdl valtozatban mindkettGjiik célja elséként megszerezni
a nyerGhalmazok egyikét. A jaték lehet kezdd nyerd vagy dontetlen,
de a masodik jatékos nem nyerhet optimalis stratégia esetén. Ezt a
John Nash &ltal egy specidlis jatékra, majd Alfred Hales és Robert
Jewett altal altalanosan is megalkotott stratégiolopds gondolatmenete
bizonyitja, lasd [8].

Mivel a normal jatékban a masodik jatékos nem nyerhet, bevezetjiik
a Maker-Breaker (M-B) jatékokat. A kezdd Maker célja az elbbihez
hasonld, a masodik Breaker azonban kizarolag Makert akadalyozza. A
Maker-Breaker jaték vagy Maker vagy Breaker nyerd. A M-B verzio
mellett minden hipergraf jatékhoz definidlhatunk felgyorsitott vagy el-
fogult jatékot is, melyekben a jatékosok tobb elemet vilasztanak egy
léepésben. A Beck Jézsef altal bevezetett Picker-Chooser (P-C) és
Chooser-Picker verziokban Picker kivalaszt két Gj elemet, melyekbdl
Chooser egyet valaszt maganak, a masik pedig Pickerhez keriil. A C-P

verzioban Chooser épit, Picker rombol, mig a P-C verziéban forditva.

1.1 Definicié A k-amdba hipergrifja Hy, melynek csicsai o végtelen
négyzetrdcs négyzetei, élei pedig minden k dareh négyzet egy sorban

egymds utdn, vizszintesen, fliggdlegesen vagy dtlésan.



A Hj hipergrafon jatszott normal (vagy M-B) jatékot hivjuk k-
amdébanak. Ismert, hogy a k-amébat & < 4 esetben a kezdd nyeri,
k > 8 esetben pedig dontetlen. A k =5 esetben 19 x 19-es résztablan
bizonyitottan nyer a kezdd, ami nem feltétleniil igaz a végtelen tablan
jatszott normal jatékra, noha ott is ez a sejtés. Hasonloan nyitott a
k = 6,7 eset, melyekben ddntetlen a sejtés.

Egy stratégian olyan fiiggvényt értiink, mely a korabbi lépések
alapjan megmondja a jatékos kovetkezd lépését. Az értekezés 6 témaja
a péarositasi stratégia, de megemlitjiik még a potencidlokon alapuld
Erdss-Selfridge potencialfiiggvényen alapuld stratégiat, a résztablakra
bontas modszerét és a teljes esetvizsgalatot is, mely utébbi minden
jaték eredményét megadnd, azonban mar nagyon kis jatékok esetére is

reménytelen az Gsszes esetet megvizsgalni.

2. Parositasok

A péarositasi stratégidk altalanos menete réviden, hogy Breaker elGre
beparositja a tabla elemeit, és amennyiben Maker vélaszt egy elemet,
Breaker lépésében annak a parjat valasztja. A Chooser-Picker esetben
Picker Breakerként szintén alkalmazhatja a parositasokat, hiszen folya-
matosan a parokat felkinalva Choosernek azok egyik elemét meg tudja

szerezni maganak, igy nyeri a jatékot.

2.1 Definicié Adott egqy H = (V, F) hipergrdf, ahol V. = V(H) és
E = FEH) CPH) ={S:85 C V} rendre a csicsok és élek. A
p: X =Y bijekciot, ahol XY C V(H) és X NY = () pdrositdsnak

nevezziik o H hipergrifon.



2.2 Definicié Egy (z,p(x)) pdr blokkol egqy A € E(H) élt, ha A a
par mindkét elemét tartalmazza. Ha a p pdrositds parjai blokkoljak
a hipergrdf dsszes élét, azt mondjuk, hogy p egy jo pdrositds a H

hipergrdfon.

A k-améba jatékra ismert, hogy Breaker parositdsokkal tud nyerni

a k > 9 esetekben, kisebb k-ra azonban nem létezik parositas.

2.3 Tétel (Hales-Jewett) [6]/ Breakernek létezik nyerd pdrositdsi

stratégidja a 9-amdbdra.

HHSKA

1. abra. Hales-Jewett parositas a 9-amdébara,

Egy H hipergrafra legyen da(H) (r6viden ds) a maximalis kozos fok
(co-degree). Ezt az értéket szemléletesen nevezhetjiik a par blokkolasi

erejének is, mely a k-amdéba esetén legfeljebb k& — 1.

2.4 Allitas [2] Ha létezik egy p jo pdrositis a H = (V, E) hipergrifra,
akkor do| X |/2 > |G| egyenldtlenségnek teljesiilnie kell minden X C V
esetben, ahol G ={A: Aec E,AC X}.



2.5 Definicié A hdrom irdnyd k-amdéba hipergrafja hi, melynek csi-
csai a végtelen négyzetrdacs négyzetei, €lei pedig k darab négyzet egy

sorban egymds az (1,0), (0,1) és (1,1) irdnyvektorok mentén.

Ha k < 4, Maker itt is nyer. Ha k > 7, Breaker nyer parositassal.
Az 5 és 6 eset maig megoldatlan problémak. A 2.4 allitas szerint itt
a k =7 az éles eset melyre egy jo parositas a 2 dbran lathaté. Hogy

Osszesen hany ilyen jo parositas létezik szintén nyitott kérdés volt.

2. &bra. JO parositas a T-amdbara

Csak a fiiggtleges és vizszintes irdnyokat tekintve Maker nyeri a
jatékot, ha k < 4, Breaker nyer pérositassal, ha k > 5. Egy irdnyban

ez a kiiszob a 2 és 3 értékek kizott jelenik meg.

2.6 Definicio A két irdnyd k-amdéba hipergrafjat Pr-val, az egy irdnyd
jdtékeét pedig Ey.-val jeloljik. Elobbinél az (1,0) és (0,1), utébbindl csak

az (1,0) iranyvekiorok menti k-asokatl tekintjik nyeréhalmazoknak.

3. Altalanositott parositasok

Hipergrafok kettG-szinezésén a csticsok két szinnel térténd szinezését

értjiitk. Egy szinezés blokkol egy élt, ha az élben mindkét szin megta-



lalhat6. Egy szinezés jo szinezés, ha a hipergraf minden élét blokkolja.

Mivel a szinezések felfoghatok a csticshalmazok péarositasaként is,
hasonléan a parositiasok pedig lépésenkénti szinezésként, a két fogalom
kozott egy atmenetet definidltunk a [3] cikkben. Ezen cikk eredménye-

ire épiil ez a fejezet.

3.1 Definicié Nevezzik t-stitinek o H = (V, E) hipergrif egy ponto-
san t cstcsot tartalmozd részhalmazdt, mely magdban foglaljo o rész-
halmaz elemeinek egy p, q két részre osztdsdt is, ohol t € N,t > 2 és
1 <pgeN<tp+qg=1t Egy siti kiegyensilyozott, ha o két

részben egyenld szami elem szerepel, vagyis p = q.

3.2 Definicié Egy hipergrif t-elhelyezésén o sitik eqy nem dtfedd
elhelyezését értjik a H hipergrif csicsaira, ahol minden siti mérete
mazimum t. Hao pdros t esetén csak kiegyensilyozott t-sitiket tartal-

maz, akkor p-pdrositdasrol beszélink, ahol p=1/2.

3.3 Definicié Egy t-siiti blokkol eqy A € E nyeréhalmazt, ha a siiti
mindkét részének van nemires metszete A-val. Egy T t-elhelyezés 3o
t-elhelyezés o H hipergrifon, ha H dGsszes élét blokkoljo T valamely
sitije. Egy A € F él blokkolatlan él, ha T egyik sitije sem blokkolja.

Ha létezik jo t-elhelyezés a H hipergrafra, akkor létezik jo (¢t + 1)-
elhelyezés is, vagyis a siiti-elhelyezés monoton. Egy adott hipergraf
esetén egy adott t-siiti legfeljebb d; nyerShalmazt tud blokkolni, ne-
vezziik ezt a szamot a siiti blokkolasi erejének. Az adott ¢ méretid
siitik koziil a legnagyobb blokkolasi erdvel rendelkezdket a legjobb

t-siitiknek nevezziik.



3.4 Allitas Legyen eqy jo t-elhelyezésink o H = (V,E) hipergrifra
dgy, hogy do/2 < d3/3 < --- < d;/t. Ekkor |X|d,/t > |G| minden
X CVere,aholG={A: Ae F,ACX}.

A tovabbiakban a k-amdébara vizsgaljuk a siitik erejét. A 3 tablazat

a t < 8 esetekre tartalmazza a maximalis blokkolasi erdt.

t 2 3 4 5 6 7 8

dy | k=1 | 2k—2 |4k —4|5k—4| 7k—6 | 0k—8 | 11k—9
dg 1 1 2 2 4 7 9 8 11 9
T2k | sk | k=l | k=5 | gh=1|3k—% | Fk—3
k> 9 7 5 48 | 4.29 4 3.73

3.1. Eredmények az amdébara

3.5 Eszrevétel Nem létezik jo szinezés Ho-re o végtelen tdblan.
3.6 Tétel Létezik pontosan egy jo szinezés Hs hipergrifra.

3.7 Tétel Nem létexik jo t-elhelyezés Hy-re, ha t=7 vagy 8.
3.8 Tétel Létezik j6 8-elhelyezés az 5-amdbdra.

3.9 Tétel Létezik j6 4-elhelyezés o 7-amdbdra.

3.10 Tétel Létezik jo 6-elhelyezés a Hg-ra.

A 3.1 tablazat Osszefoglalja az eredményeket. A sorok és oszlopok
jelentik rendre a t és k értékeit. Az "I" jelenti az ismert jo elhelyezés
létezését, a "N" jelenti, ha 3.4 allitasbol kovetkezGen biztosan nem

lehetséges jo elhelyezés, mig a "?" az eldontetlen eseteket jelzi.




ENt|| 213|456 |78 |t>29]|x
2 N|IN|IN|IN|  N|N| N N N
3 N|IN|IN|IN|  N|N| N N 1
4 N|IN|IN|IN|  N|N| N 7 1
5 N|IN|? |7 |72 |71 1 1
6 NIN|?7|?2|T|I|1I 1 1
7 N| 7 I |11 1 1
8 N(7z7|1 |1 |1 |1I|1I 1 1
9 I/ 1 (1|1 |1 |1 |1 1 1

3.11 Tétel Nem létezik jo 4-elhelyezés hy-re o hdrom irdnyban.
3.12 Tétel Létezik j6 {-elhelyezés hs-re.
3.13 Tétel Létezik jo {-elhelyezés Ps-ra o kétirdnyd verzidban.

3.14 Tétel Létezik jo 3-elhelyezés Py-re.

4. A 9-amdéba parositasainak leirasa

A fejezetben a k-amdba parositasok szempontjabol éles, legérdekesebb
esetét, a 9-amabat vizsgaljuk a {4, 5] alapjan. Leirjuk a lehetséges pa-
rositasok feltételeit, megszamoljuk, majd struktaraba rendezziik dket.

Egy parositas optimalis, ha:
1. Minden par pontosan £k — 1 élt blokkol.
2. Nincsen talblokkolas, vagyis minden él egyszeresen blokkolt.

3. Minden mezs része a parositasnak.



Ezért Hg egy optimalis jo parositasa domind-pérositas (szomszé-
dos parokbél &ll), a domindk 8-periodicitassal kovetik egymaéast minden
sorban és minden mezét tartalmaz egy par. A parositis egy mezdjét
anomalidnak nevezziik, ahol a 8-periodicitds sériil, egy nem domi-
no tipusa par vagy egy parositatlan mezd feltiinik. Bar a 2.4 allitas
O(n) tagja miatt elfordulhatnénak anomalidk, ezekrsl belattuk, hogy

mégsem fordulhatnak eld.

4.1 Tétel Egy elég nagy négyzet alaki résztabla anomdliamentes pd-

rositisa egyértelmien és anomdliamentesen kiterjed a teljes tdbldra.

4.2 Definicié A végtelen sik egy pdrositdsa k-toruszos, ha az éppen
eqy k x k-as tdrusz kiterjesztése a végtelen sikra, de k-ndl kisebb érté-

kekre ez nem teljesil.

4.3 Tétel Tegyiik fel, hogy van egy jo pdrositasunk Hg-re. Ekkor ez a

pdrositas vagy 8-toruszos vagy 16-toruszos.

4.4 Tétel Vannak olyan 8-téruszos pdrositdisok Hg-ra, melyek nem

izomorfak a Hales-Jewetl pdrositdssal.
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3. &bra. Néhany eddig nem ismert pérositas
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4.5 Tétel Egy 8-tdruszos jé pdrositdasbol akkor és csak akkor szdrmaz-
tathatd 16-téruszos jo pdrositdst, ha létezik egy mdsik, kilénbézd 8-
téruszos j6 pdrositds, mely csok néhdny dtlés domindban kulénbozik az
els6tél vgy, hogy az unidjuk egy Gtlés alterndld kirrendszert ad. Ossze-
sen két ilyen lehetséges alterndls kérrendszer fordulhat eld, melyek az

4 dbra baloldaldn és kézepén lathatdk.

4. dbra. Az alternalo korrendszerek

4.6 Tétel Léteznek olyan jo pdrositdsok, melyek tartolmaozzdk o két
lehetséges alterndls kdrrendszer egyikét, igy létezik 16-téruszos jo pd-

rositds is a 9-amdbdra.

4.1. A parositasok megkeresése

Egy szamitogépes program segitségével megszamoltuk az Osszes lehet-
séges kiilonbozs &-toruszos jo parositast, melyek szama 194 543. A
program {rasa soran nem csak a parositisok megtaldlasa, hanem azok
megkiilonboztetése is nehézséget okozott, tekintve a nagyszamia és sok-
féle (eltolas, forgatas, tiikkr6zés) toruszszimmetriat. Mivel nagyon sok
kiilonbo6z6 parositast kaptunk, egy természetes Gt ezek kozt egy struk-
tarat talalni a grafban valé tarolas. Az értekezésben mutatunk egy
modszert a parositasok kozti kapesolatok definidlasara, mely alapjan a

grafot is felépithetjiik.
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5. dbra. Egy 16-toruszos parositas

1. Mozgassuk az els§ part a tablan. Ez a mozgatas egy mezét (pl.

A-t) par nélkiil hagyja és egy masik mez6t (B-t) két parral.

2. Ezutan mozgassuk a B-ben eredetileg 1év6 part egy eltolassal, igy
a B-ben ismét egy par marad a lépés utan. FEkkor viszont egy

ujabb mezében lesz két par.
3. Ismételjiik a 2-es lépést amig van két part tartalmazé mezd.

4. Ez a moédszer véget ér, amikor az utols6é lépés az A mezdnek

csindl 0j part, melynek nem volt parja a lépés elGtt.

Két parositas 0sszekotott, ha a modszer segitségével megkaphatok
egymasbol. A kapcsolat szimmetrikus, igy grafot épithetiink melynek
a csucsai a parositasok, az élek pedig a mozgatassal kaphatok.

A kapott grafot vizsgalva kaptuk, hogy a 194 543 csiicshol 194
333 egy komponensben talalhato, a maradék 210 csics pedig még 13
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6. abra. A graf néhany komponenense, a Sixtep programmal késziilt

mésik komponcnsbe rendezédik. A fokszamok 1 ¢s 11 kozott valtoznak,
melyek atlaga 5,47. A graf 532 107 élt tartalmaz.

Hasonlé grafot a hatszogracs 7-amdbajara is konstruilhatunk,
melybdl 26 kiilonb6z6 jo parositast talaltunk.

A fejezet végén magasabb dimenzidkban is vizsgaljuk a kérdést [7],
és be is mutatunk egy jé parositast a harom iranytd (a 3 koordinata-

tengellyel parhuzamos) verzié éles, k = 7 esetére.

o O Ll T —+ |o|o|o|o
5 T = T == —+ [olol [,
— |o|o|o]|o —— Ll T T
=l i 1 T 1T

o|O|O | | |
p Ll Fi= | plly el + 11 9 JUIES
Tl == v Mol —= [o! = = =
Hr t

—_ . I } —t I o| —+—
—_ o|o — o I % —
et = | iy e pally| == | ==

JIESINLL =V olo =i

ili M= —+— |o|o|o|o _

JUES il | W S[= 1]

7. dbra. Egy j6 parositas az atlok nélkiili 3-dimenziés 7-amdébéara
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5. Nyitott kérdések

Az utolsé fejezetben a 7-amdbéara adunk egy lehetséges résztablikra
bontéast, mely segitségével Breaker nyerni tudni a jatékot. Sajnos
azonban a tabldk vizsgilata a mai szamitégépes teljesitmények mel-
lett egyeldre reménytelen.

Ezek utan hasonloan a parokhoz és siitikhez definialjuk a résztablak
blokkolasi erejét, melynek segitségével kdnnyebbé valik a lehetséges
résztablakra bontasi stratégidk keresése. A fejezetben megvizsgaljuk
az esetszamok cstkkentésének tovabbi lehetGségeit, melyek soran egy
természetesnek gondolt heurisztikat viszont megcafolunk, nevezetesen,
hogy egy résztablan ha van két elembél allo él, Makernek a két elem

koziil kell feltétleniil valasztania.

8. abra. Kettessel kell-e kezdeni?

Az utolso fejezet legvégén [1] alapjan ismertetjiik a hipergrafok egy

osztalyozasat, majd példakkal illusztraljuk azt.
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